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Avant-Propos

11 existe de trés bons ouvrages de mécanique générale et appliquée a 'usage des étudiants d'Université ou
d'écoles d'ingénieurs; il en est de méme pour les éléves des lycées techniques.

Entre ces deux niveaux, existent cependant deux années d'études ou il est trés difficile de déterminer
une unité : Sections de Techniciens Supérieurs, Instituts Universitaires de Technologie, classes prépara-
toires des Lycées Techniques, etc., sans oublier les actions en formation continue et les cours
de promotion sociale.

Bien entendu, il nétait pas dans nos intentions et en quelques chapitres de combler la quasi absence de
livres de mécanique  ce niveau. Il nous est apparu cependant qu’entre ces différentes formations, le besoin
d'acquérir de solides connaissances de mécanique était un dénominateur commun et que la difficulté de
I'entreprise résidait dans I’hétérogénéité des connaissances mathématiques. A ce niveau d'études, si le cal-
cul vectoriel et le calcul intégral sont connus, 'expression matricielle peut étre, soit familiére, soit totale-
ment inconnue. Nous avons décidé, pour nos deux ouvrages, de construire et d’articuler les différents cha-
pitres de manigre & constituer une chaine d’acquisition de connaissances homogéne et cela au niveau le
plus élémentaire. Un astérisque (*) signale les paragraphes complémentaires qui nécessitent un outil mathé-
matique plus élaboré. Comme dans les livres de premiére F et de terminale F de Pierre Agati, Nicolas
Mattera et Gérard Delville, chaque chapitre est bati sur le méme plan général :

— Etude théorique et expérimentale
— A savoir

— Probléme résolu

— Conseils pour la résolution

— Exercices avec réponses

— Exercices sans réponses

Une place importante a été faite aux tests d’auto-évaluation qui, sous la forme du probléme résolu,
des exercices avec réponses et des exercices sans réponses permettent de contrdler la solidité des acquisi-
tions.

Le temps qui passe et I'usage que l'on fera de nos livres nous diront si nous avons atteint le but fixé.
Nous remercions Messieurs DAVID, REOCREUX, SINCE et, plus particulitrement, Monsieur KONIECZKA,
pour ["aide et les conseils qu'ils nous ont apportés, et nous serons trés honorés de recevoir les critiques et
les suggestions aussi bien de nos collégues que des étudiants qui auront utilisé ces ouvrages.

LES AUTEURS.

Avis au lecteur

Les paragraphes du livre précédés d'un astérisque (*) nécessitent pour leur compréhension la connais-
sance de notions mathématiques qui ne sont pas aux programmes des BTS (calcul matriciel, différentielle
d'une fonction de plusieurs variables), mais qui sont aux programmes des [UT, des classes préparatoires
a ’ENS de Cachan, 2 PENSAM et aux écoles d'ingénieurs assimilées.

Ces notions sont nécessaires pour ['étude de la cinématique et de la dynamique du solide en mouvement
dans I'espace a trois dimensions. L'étude de ces mouvements n'étant pas aux programmes de certains
BTS, il suffira 4 'étudiant concerné de laisser de coté ces paragraphes. Ce livre a é1é congu pour que sa
lecture soit cohérente sans ces paragraphes.
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modélisation et
parametrage des
— mécanismes

Un mécanisme est un ensemble de piéces mécaniques reliées
entre elles par des liaisons, en vue de réaliser une fonction
déterminée.

Le but de ce livre est I'étude des mouvements et des efforts
dans les mécanismes. Pour cela, nous allons modéliser les
piéces mécaniques et les liaisons.

Pour cela un repere orthonormé  dit
R(O, %, y. 7 ) sera place sur chaque liaison.
Ce reperc n'est lié & aucun des deux solides 1

T S A b B i
Nnus considérerons que les piéces rnécamques
peuvent étre modélisées, en premiére approxi-
mation, par des solides indéformables. Ceci exclut
bien siir les piéces dont la fonction est précisément

de se déformer : ressorts, rondelles élastiques,
barres de torsion, etc.

Définition d’un solide indéformable

Une piéce mécanique (S) peut étre considérée
comme un solide indéformable si quels que soient
les points A et B de (S) la distance AB reste
constante au cours du temps £

VA et BE(S), Vt ||AB| =Cte.
Fig. 1

Déhmssons les mode]es de liaisons, qui existent
entre deux solides (S, ) et (5,), que I’on utilisera

pour établir les sc tiques des
mécanismes.
Pour chaque modéle de liaison, qui est un modéle
de référence théorique, nous donnerons :
— la définition mathématique;
— les mouvements relatifs que la liaison autorise.
— les schématisations planes et spatiales normali-
sées sous forme de tableau, au paragraphe 2.11.

ou (S;).

g.1. LIAISON PONCTUELLE

Définition
i« Les deux solides (S,) et (S;) ont une |

43 ponctuelle si, au cours de leur mouvement t
4% un point A, de (S,) reste dans un plan P, d.

Mouvement relatif

Considérons le repére R(O, %, 7,7 ) tel qu
origine O soit confondue avec le point A,
vecteur unitaire 7 soit perpendiculaire au pl
Par rapport aux trois axes de ce repé
mouvement de (S,) par rapport a (S,) se déco
en rotations et translations élémentaires suiv

— rotations autour de (0, X ), (0, 7 ) et (
— translations suivant (0, ¥ ) et (O, 7 ).
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2.2. LIAISON LINEIQUE
RECTILIGNE

z4

Fig. 3

Définition
Les deux solides (S,) et (S;) ont une liaison linéique

rectiligne si, au cours de leur mouvement relatif,
une droite D, de (S,) reste dans un plan P, de (S,).

Mouvement relatif

Cons:démns le repére R(O, %, 7, 7 ) tel que I'axe
(0, ¥ ) soit confondu avec la droite D, et le vecteur
unitaire £ perpendiculaire au plan P,.
Le mouvement de (S,) par rapport a (S,) se
décompose en :

— rotations autour de (O, ¥ ) et (O

— translations suivant (0, ¥ ) et (O,

I
)

2.4. LIAISON ROTULE

LG (S2)
A
2,0 "y
(S4)
7
Fig. 5
Définition

Les deux solides (S,) et (S;) ont une liaison rotule
si, au cours de leur mouvement relatif, un point
A; de (S;) reste confondu avec un point A, de (S,).

Mouvement relatif

Plagons I'origine O du repére R (O, &, ¥, 7 ) au point
A, confondu avec A,. Le mouvement de (S;) par
rapport 4 (S,) se décompose en :

— rotations autour de (O, ¥ ), (

0,7)et(0,7).

2.5. LIAISON APPUI PLAN

2.3. LIAISON LINEIQUE
ANNULAIRE

Fig. 4 x (8¢
Définition
Les deux solides (S,) et (S,) ont une liaison linéique
annulaire si, au cours de leur mouvement relatif,
un point A, de (S,) reste sur une droite D, de (S,).

Mouvement relatif

Considérons le repére R(O, X, ¥, Z) d'origine A,
tel que l'axe (O, X) soit confondu avec la droite
D,. Par rapport i ce repére, le mouvement de (S;)
par rapport 4 (S)) est constitué des mouvements
¢élémentaires suivants :
— rotations autour de (0, £ ), (0, ¥ ) et (0,7 ),
— translation suivant (O, ¥ ).

Définition
Les deux solides (S,) et (S;) ont une liaison appui
plan si, au cours de leur mouvement relatif, un
plan P, de (S;) reste confondu avec un plan P, de
(Sy)-

Mouvement relatif

En positionnant le vecteur unitaire Z du repére
R(O, %, ¥, ¥ ) perpendiculaire aux plans P, et P, on
constate que le mouvement de (S,) par rapport a
(S,) se décompose en :

— rotation autour de (O, ),

— translations suivant (O, ¥ ) et (0, ¥ ).
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2.6. LIAISON PIVOT GLISSANT

Définition
Les deux solides (S,) et (S,) ont une liaison pivot
glissant si, au cours de leur mouvement relatif,
une droite D, de (S,) reste confondue avec une
droite D, et (S,).

z

(s2) ”T/]L."

b,

X
Fig. 7 D, &)

Mouvement relatif

Plagons I'axe (0, % ) durepére R(O, %, 7, 7 ) sur les
droites D, et D,. Le mouvement de (S,) par rapport
a (S,) se décompose en :
— rotation autour de (O, X ),
— translation suivant (O, X

2.7. Lléusoa:_ GLISSIERE
HELICOIDALE

Ces deux mouvements ne sonl pas indépendants.
En effet, si I'on suppose le repére R lié a (S,) on
peut définir la position du point A, par rapport &
R, par le paramétre angulaire # et I'abscisse x
(figure 8).

En appelant p le pas réduit de I'hélice (p = pas de
I"hélice divisé par 2w) on a entre x et 8§ la relation
(dans le cas d’une hélice a droite) :

2.8. LIAISON GLISSIERE

Définition

Définition

Les deux solides (S,) et (S;) ont une liaison glissiére
hélicoidale si, au cours de leur mouvement relatif,
d’une part, une droite D, de (S;) reste confondue
avec I'axe D, d’une hélice circulaire H, de rayon
r liée & (S,), et d’autre part, un point A, de (S;)
situé a4 wvne distance r de D, décrit Phélice
circulaire H;.

Mouvement relatif

En positionnant 'axe (O, ¥ )durepére R(O, %, 7, )
sur les droites D, et D,, on constate que le
mouvement de (S,) par rapport  (S,) se décompose
en:
— rotation autour de (0, ¥ ),
— translation suivant (O, ¥

10

% Les deux solides (S,) et (S;) ont une liaison glissh
f4 si, au cours de leur mouvement relatif, d’une ps
un plan P, de S, reste confondu avec un plan
de (S,), et d’autre part, une droite D, liée a (
] et située dans le plan P, reste confondue avec 1
& droite D, liée a (S,) et située dans le plan P,.

Mouvement relatif

Plagons, I'axe (O, X ) du repére R(O, %, 7, 7 )
les droites D, et D,. Le mouvement de (S,)
rapport i (S,) est une translation d’axe (O, x )

2.9. LIAISON PIVOT

Définition
Les deux selides (S,) et (S,) ont une liaison |
& si au cours de leur mouvement relatif deux p
A; et B, de (S,), distants d’une longueur I, re
% confondus avec deux points A, et B, de
2 distants d’'une méme longueur ! (non nulle).
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(Sq)

& s, |
x A, O B

Fig.10 Oy

Mouvement relatif

Plagons I'axe (O, X ) du repére R(0, %, 7, 7 ) sur les
droites A;B, et A,B;. Le mouvement de (S,) par
rapport A (S,) est une rotation d’axe (O, ¥ ).

2.10. LIAISON ENCASTREMENT

/ (Sz)

A=A, D,
Dz
Fig. 11
Définition

Les deux solides (S,) et (S;) ont une liaison
encasirement si, au cours de leur mouvement
relatif, d’une part, une droite D, de (S,) reste
confondue avec une droite D, de (S,), et d’autre
part, un point A, de (S;) situé & une distance d
non nulle de D; reste confondu avec un point A,
de (S,) situé & une distance d non nulle de D,.

Mouvement relatif

La liaison encastrement ne permet aucun mouve-
ment relatif entre (S,) et (S,).

2.11. SCHEMATISATIONS
NORMALISEES DES
LIAISONS

Dan} le tableau de la figure 12 sont présentées les
schématisations planes et spatiales normalisées des
lizisons que nous venons d'étudier. Comme
précédemment, sur chaque liaison est placé le repére
orthonormé direct R(O, %, ¥, 7).

2.12. CHOIX D’'UNE
MODELISATION DE LIAISON

D'un point de vue cinématique, une liaison réelle

entre deux solides (S,) et (S,) est caractérisée par :
— une géométrie (forme, di ion de la liaison),
— un jeu de fonctionnement.

EXEMPLE 1

Liaison entre un arbre (S;) et son alésage (S,).

Notons :

d le diamétre de |'arbre.
{ la longueur du palier.
j le jeu radial dans la liaison (j=0).
Soit R(0O, %, 7, ) un repére orthonormé direct, I’axe
(0, i) étant placé suivant l'axe de l'alésage.
Les mouvements de (S,) par rapport & (S,) se
classent, compte tenu du jeu j, en deux catégories :
o Mouvements de grande amplitude :
— rotations autour de (0O, ¥ ),
— translation suivant (O, ¥ ).
e Mouvements de faible amplitude :
— rotations autour de }O, i3 g et E

0,7),
— translations suivant (O, ¥ ) et (0, ¥ %

!"i Oz
(3;)I lWA%/;; Ja
o VT

Fig. 13.

x]

L'amplitude de ces mouvements dits de faible
amplitude est fonction du jeu j et du rapport 7 de

la liaison.

Le choix de la modélisation d’une liaison réelle par
tel ou tel modéle de liaison est fonction du degré de
précision que l'on décide d'adopter. Dans le cas
présent, si I'on suppose que ['ajustement est du type
H7g6, on considére généralement que I'on peut
modéliser la liaison, avec une précision suffisante
par :

|
— une liaison pivot glissant pour Ei? 1,5,

e o ; |
— une liaison linéique annulaire pour EEO,!.

i
Pour 0,2 <E<l,5 la modélisation de la liaison sera

fonction du degré de précision que I'on adoptera pour
analyser le mécanisme dont f:l‘kl)'mrﬁc la liaison.

1
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SCHEMATISATIONS NORMALISEES

DES LIAISONS
Liaison plane spatiale
¥ r ¥
ponctuelle ¥o Oz
:!a ;l:;rl'ﬂafe (s)
2 (s) Pro 0 X
2
7y z
lindique (S2)
rectiligne Yo @x
d'axe (0, 7) &2 (Sa)
de normale
(0. )
x (*] (o] y i
(EH) (84} (54) ¥
z Ox
lingique (82
annulaire (o]
d'axe (O, ¥)
4
(84}
z Z
yo (S2)
rotule de (2 0
centre O
x (Sy) (o] (84) ¥
x
z z z
S,
_ 5 4 (S2)
appui plan
de normale (S2) (&2
(0. %) y ‘é’
% 70 o y
(54) (S4) (S) ¥y

12
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SCHEMATISATIONS NORMALISEES

DES LIAISONS
Liaison plane spatiale
!Jl F4 F4 ts’}
. Yy e Ox
vot
:: g é (Sa) (S2) (84)
d'axe (0, ¥) P 9
- (s, %
X _o 0 ts‘} Yy x Y
2“ z
Yo ©x
glissiére
oy ” (S2) (S2)
d'axe (O, ¥) o
X o & (Sy) ¥
7y z o WACH)
Yo Ox
glissidre (s2) (82) (84)
d'axe (0, ¥) E
x 0 Yy Yy
(S4) (S4) X
‘ % z (52)
Yo @
pivat (S2) (S2) ¥
d'axe (O, ¥) 0 [}
x T 4
X7 (8)
l C) ) "
F4 F 4 4
encastrement o) (S2) 52) ox (S2)
[s) (S1)
x

x s,) O sy © ¥ y

Fig. 12. b.

13
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2

A AT\
9’#////////////////;/%\

EXEMPLE 2

14

Montage de I'arbre d'une fusée de roue dans son
palier sur deux roulements rigides & une rangée de
billes (figure 14).

Globalement la liaison de I'arbre (S,) par rapport au

S\

Définition

palier (S;) est modélisable, avec une pré
donnée, par une liaison pivot d'axe (0, ¥ ).

Cette liaison est réalisée avec deux roulements rigides
& une rangée de billes (R;) et (R;).

Considérons la liaison réalisée par un seul roulement
(R;) par exemple.

Modélisons la liaison entre la bague extérieure du
roulement et (S;) par une liaison encastrement ainsi
que la liaison entre la bague intérieure du roulement
et (S,).

Reste & modéliser la liaison entre la bague intéricure
et la bague extérieure. Pour cela nous devons tenir
compte :

— du rotulage possible du roul t, c'est-a-dire de
I'angle d’inclinaison maximal que peut prendre I'axe
de la bague intérieure par rapport & 'axe de la bague
extérieure (angle noté a),

— de la déformation de I'arbre, plus précisément de
I'inclinaison maximale que peut prendre I'axe de la
section droite située en A rapport & la ligne
moyenne de I'arbre (angle noté 8) (figure 15).

Fig. 15

Suivant les valeurs relatives de a et 8 on adopte les
modélisations suivantes :

a =g : modélisation par une liaison rotule,

a<pB : modélisation par une liaison pivol.

Le nombre de degrés de liberté d’une liaison
le nombre de mouvements indépendants de r
tion et de translation suivant (0, ¥ ), (O, ¥
(0, £ ) que la liaison autorise.

EXEMPLES

— La liaison ponctuelle est & 5 degrés de liber
— la liaison pivot glissant est & 2 degrés de lil
— la liaison glissiére hélicoidale est & | deg

liberté car la lation et la rotati al
de la liaison sont proportionnelles.
REMARQUE

qu'ils ont une liaison libre. Cette liaison

Lorsque deux solides n'ont aucune liaison «
6 degrés de liberté.

VS

Pour définir la position d'un solide (S) par r
a un repére RO, %, 7, 7 ), il faut commenc
lier & ce solide unrepére R, (0,, ¥,, ¥,, 7,) et
définir la position du repére R, par rapp

repére R.
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z Zy ¥y
®)
Ry)
Xy
w,° y
x
Fig. 16

Le repére R, est caractérisé par son origine O, et
Sabase(fnfnfl)- i 2 -
Nous devons donc définir la position de I'origine
0, dans R et l'orientation de la base (X,, ¥,, Z,) de
R, par rapport 2 la base (X, ¥, 7 ) de R.

REMARQUE

Tous les repéres introduits sont orthonormés
directs.

4.1. PARAMETRAGE DE LA
POSITION DE L’ORIGINE O,

Les paramétres qui définissent la position d'un point
dans un repére sont habituellement :

— les coordonnées cartésiennes,

— les coordonnées cylindriques,

— les coordonnées sphériques.
Le type de coordonnées choisi est fonction du
probléme que I'on a & traiter (probléme 4 symétrie
de révolution autour d’un axe, probléme 4 symétrie
sphérique, ...).

4 .1.1. Coordonnées cartésiennes

Fig. 17

Les coordonnées cartésiennes x, y, z du point O,
sont les projections orthogonales du vecteur- 00,
sur la base du repére R.

Ces paramétres sont en nombre nécessaire et
suffisant pour positionner O, dans R.

Par suite, les paramétres x, y, z sont dits
indépendants.

Imaginons que OO, soit une tige de longueur  ayant
une liaison rotule de centre O avec un biti, et
supposons que pour la commodité des calculs on
soit amené a traiter le probléme avec les quatre
paramétres x, y, z, [.
Dans ce cas, les quatre paramétres introduits sont
liés entre eux par la relation :

x2+yr4 2=,
Les paramétres x, y, z, I sont alors dits dépendants.
D’une fagon générale, si I'on définit la position d'un
point dans un repére par n paramétres (n=3), il
existe entre ces n paramétres, introduits a priori, ¢
relations indépendantes, telles que :

4.1.2. Coordonnées cylindriques

Fig. 18

Soit
H la projection orthogonale du point O, sur le
plan (0, %, ¥ ).
@ un vecteur unitaire de direction OH.
Les coordonnées cylindriques du point O, dans le
repére R sont :
r=0H : mesure algébrique de OH sur I'axe
0, ).
6=(X, it ) : angle orienté par le vecteur unitaire
Z normal au plan (X, & ).
24 f»rojeclion orthogonale de 00, sur I'axe
0,7).

Relations entre les systémes de
coordonnées cartésiennes et
cylindriques

Si I'on définit la position du point O, par les cinq
paramétres x, y, z, r et 6, il existe entre eux
q=5—3=2 relations indépendantes.

Ces deux relations s’obtiennent en projetant le
vecteur OH sur X et ¥ :

15



Cinématique

4.1.3. Coordonnées sphériques

Fig. 19
Soit
(H la mjectnn orthogonale du point O, sur le
plan (O, X, ¥

] @& un vecteur unitaire de direction OH.

¥ le troisitme vecteur umta.u'e de la base
orthonormée directe (Z,a,v).
W un vecteur unitaire de direction 00,.
Les coordonnées sphériques du point O, dans le
repé:e R sont :

r=00,: mestge algébrique de 00, sur I'axe
0

4 6=(%, @) : angle orienté par le vecteur unitaire
7 normal au plan (X, it

p= (z. W ) anglc orienté par le vecteur unitaire
© normal au plan (Z, ¥ ).

Relations entre les systémes de
coordonnées cartésiennes et sphériques

Si I'on définit la position du point O, par les six
paramélres x, ¥, z, r, 8, ¢, il existe entre eux
g=6-—3=3 relations indépendantes.

Ces trois reht:ons s'obtiennent en projetant le
vecteur . Sur X, yei:

x=r sin ¢ cos @
y=r sin ¢ sin
Z=rcos ¢

4.2. PARAMETRAGE DE
L'ORIENTATION DE LA BASE
(X, ¥, Z1)

4.2.1. Nombre de parameétres
indépendants positionnant un
solide dans un repére

Soient O,, O,, O5 trois points non alignés du solide
(S). Si I'on se donne la position des trois points O,,

16

0,, 0, de (S) dans R, la pOSlIIDl'I de (S) dans R est
parfaitement déterminée, mais les neuf paramétres
introduits sont dépendants. En effet, il existe entre
eux les trois relations indépendantes suivantes :

ﬂmiﬂ =Cte
1020l = Cte
100, =Cte.

Fig. 20

En adoptant un raisonnement analogue & celui du
paragraphe 4.1.1., nous dirons que : le nombre de
paramétres indépendants qui positionnent (S) dans
R est égal au nombre de paramétres introduits a
priori (9) moins le nombre de relations indépendan-
tes entre ces paramétres (3).

Par conséquent, le nombre de paramétres indépen-
dants qui positionnent (S) dans R est de 9—3=6.
Trois paramétres sont nécessaires pour définir la
position de O; dans R.

Par suite, il faut et il suffit de trois paramétres
indépendants pour orienter la base (f.‘ Vi, 1) du
repére R, par rapport i la base (X, ¥, 7 ) durepére R.
Les trois paramétres choisis habituellement sont les
trois angles d’Euler.

422 Angles d'Euler

E4]
4]

)f ?‘ N

&7

u

D
Fig. 21. Angles d'Euler
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Plagons les six origines des représentants des
vecteurs libres %, ¥, Z, X,, 7, Z, en un méme point
A (figure 21).
Sait D la droite d'intersection des plans (A, %, 7,)
et (A, % 7) - = :
Soit i un vecteur unitaire de direction D. Les trois
angles d’Euler sont les suivants :

¢=(%, @ ) : angle orienté par ,

1) : angle orienté par i,
o =(ii, %,) : angle orienté par 7,.

Vocabulaire

Ces trois angles qui sont utilisés dans 1'étude du
mouvement gyroscopiqwe portent les noms

suivants : i : angle de précession,

@ : angle de nutation,

@ : angle de rotation propre.
La droite D est appelée axe nodal ou ligne des
nceuds.

Bases intermédiaires

On peut considérer que ces trois angles correspon-
dent & ftrois rotations planes successives, qui
permettent de faire coincider la base (£, 7, 7 ) avec
la base (X, ¥, Z,), ce qui définit au passage deux

bases intermédiaires, orthonormées directes
(figure 22).
Premiére rotation

Rot(X, &)

(x¥77T) — (44 7)
Deuxiéme rotation

e Rot(%. 8) - i
(£ 7,7) — (& W, 3,)
Troisiéme rotation

= s "ly Rot(E. e}

(ww ) —— (5.5, 4)
La base (& 9,7 ) est appelée premitre base
intermédiaire.
La base (&, w,Z,) est appelée deuxitme base
intermédiaire.

REMARQUE

Les angles et ¢ ne sont plus définis lorsque
8=0.

4 .2.3. Cas particulier : Solide linéaire
rectiligne

Soit un solide (S) que I'on peut assimiler & un
segment de droite 0,0,.

Fig. 23

Soit (0,, #,) un axe lié a (S) de support 0,0,. Par
un raisonnement analogue & celui tenu au
paragraphe 4.2.1., on montre aisément que la posi-
tion de (S) dans R est fonction de cinq paramétres
indépendants.

Fig. 24

Trois paramétres sont nécessaires pour positionner
le point O, dans R. Il en reste donc deux pour
orienter (S) autour du point O,. On choisit générale-
ment deux angles dans I'un ou I'autre des paramé-
trages suivants :

— Angles d’Euler ¢ et .

La droite D est I'intersection du plan (O, &, ¥ ) avec
le plan perpendiculaire en O, a Z, (figure 23).

— Angles @ et ¢ du paramétrage sphérique d'un
point (figure 24).

Fig. 22. Bases intermédiaires

Y1
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Cinématique

Un schéma cinématique de mécanisme est un

schéma qui doit, non seulement, permettre la
compréhension des différents mouvements du
mécanisme, mais aussi comporter le paramétrage
des différents solides qui le constituent, en vue des
calculs de cinématique, d'efforts, de cinétique...,
que I'on peut avoir & faire sur ce mécanisme.
Pour établir ce schéma, a particr du dessin de
définition du mécanisme, il faut :

5.1. MODELISER LES LIAISONS
DU MECANISME

Adbicd bal

Chaque liaison doit étre t, de

Par contre, si I'on veut étudier en détail le montage
d: cet arbre dans son palier, il faudra établir un
en évidence les modéles
de liaison relatifs au montage de chaque roulement.

5.2. POSITIONNER LES LIAISONS
NORMALISEES ET LES
SOLIDES SCHEMATISES

On place sur le schéma cinématique les différentes
liaisons symbolisées, suivant la norme, dans la
position relative qu'elles ont sur le dessin de
définition, et on les relie par les solides schémalisés

5.3. PARAMETRER LA POSITION
DES SOLIDES SCHEMATISES

fagon 4 ne faire apparaitre sur le schéma cinémati-
que que les liaisons qui sont strictement nécessaires
a la compréhension du fonctionnement du méca-
nisme et & son paramétrage.

EXEMPLE 1

Plusieurs piéces ayant entre elles des liaisons encas-
trement peuvent étre modélisées par une seule piéce.

Définitions
Deux pitces n’ayant aucun mouvement relatif sont
dites cinématiqu équival

Par suite, un ensemble de piéces cinématiquement
équivalentes constitue une classe d’équivalence
cinématique.

Notations

Si on note, par exemple, la classe d'équivalence
cinématique par le numéro 3 on peut repérer les

Pour cela, commencer par lier aux solides de
repéres (orthonormés directs) en tenant compte de
liaisons que ces solides ont entre eux, de fagon
simplifier le paramétrage. Ensuite, définir de
paramétres de position entre ces différents repére:

REMARQUE

Faire des schémas de telle fagcon que |
projections des vecteurs sur les axes soie
positives, et que les angles entre les vecteu

. o oy or
soient compris entre 0 et > (le cas échéar

modifier la position relative des piéces), dans
but de pouvoir s'aider par la suite des schém
pour calculer les projections de vecteurs et
produits vectoriels.

EXEMPLE

piéces appartenant & cette classe d'équi e par
les numéros 30, 31, 32, ..., 39.

EXEMPLE 2

Si le montage de l'arbre dans un palier, sur deux
roulements, de I'exemple 2 du paragraphe 2.12 est
considéré comme faisant partie d'un mécanisme, il
sera modélisé par une liaison pivot.

Soit :

R(O. %, 7, £ ): un repére orthonormé direct.

& un vecteur unitaire perpendiculaire &

Posons : a=(%, .u_h

M : un point tel que : OM = rii, r algébrique.
Sur la figure 25a, a et r sont positifs.
— La projection orthogonale de OM sur T est é
A rcosa

z0Q

Fig. 25
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C'est plus évident sur la figure 25a que sur la
figure 25b dans laquelle r<0.

— Le produit vectoriel ¥ A& est égal 4 : sinaZ.
C'est plus évident sur la figure 25a que sur la
figure 25¢ dans laquelle o <0.

EXEMPLE

Soit le réducteur dont le dessin d'ensemble est donné
figure 26. L'engrenage est cylindrique droit & profil
en développante de cercle, d'angle de pression
a=Xr. ¥y

- Lio)

(Ly2)

(o) 1T 1

Fig. 26

Pour établir le schéma cinématique de ce réducteur,
consulérons qu |I est oonsmué de trois classes
d'équi P ées par (S))
(S2) et (S,).

Soit R(O, &, #, £ ) un repére orthonormé direct lié 4
(S;), placé comme I'indigue le dessin.

Modélisons les liaisons entre ces solides de la fagon
suivante :

Lyg : liaison pivot d'axe (A, ¥ ).

Lag : liaison pivot d'axe (O, T ).

L,z : liaison linéique rectiligne d'axe (I, ¥ ) et de
normale orientée suivant la droite de pres-
sion de I'engrenage.

Dan.s ces conditions nous pouvons réaliser le schéma
du mécani (figure 27).

La schématisation d'une liaison linéique rectiligne

entre les roues d'un engrenage est celle indiquée par

le schéma.

Effectuons maintenant le paraméirage du schéma.

Sau(R,(A %, #1, £1) un repére lié a (S;) posons :

&=

Sait R;(O X, ¥a, 3) un repére lié & (8;) posons :

0=(3, ¥2).

Le schéma cinématigue ainsi réalisé est complet, il

est prét a étre utilisé pour des calculs de mécanique.

REMARQUE

Il arrive parfois que l'on prenne quelque liberté
avec la normalisation des liaisons pour simplifier
ou pour rendre plus explicites, les schémas
cinématiques.

|
(Lo} gl A
-+ (Ly2)
(L2o)
(o] L
o ——
4 x
77777 77777777777 7777 777777
sol Fig. 27
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Un sens de parcours de la chaine cinématique étant
fixé dans un méc , on appelle loi «entrée-
sortie » de ce mécanisme, la relation qui existe entre
les paramétres de position de la piéce d’entrée et
les paramétres de position de la piéce de sortie de
ce mécanisme.

Application
- P le du réd précéd
Notons ry et ry les rayons primitifs des deux roues de
I'engrenage (figure 28).

*Q

. R
Fig.28 =z

Les cercles primitifs de I’engrenage roulent sans glisser
I'un sur Pautre, par conséquent les points B, et B,

coincideront avec I, 4 une certaine date, si les arc
orientés 1B, et B, sont égaux.

Or_IB,=r0,

et IB;=—ryf; (8;<0 sur la ligure).

Par suite, ¥a loi « entrée-sortie « du mécanisme est :

A SAVOIR

1. Les mouvements relatifs dans les liaison
élémentaires : ponctuelle, linéique rectiligne, linéi
que annulaire, rotule, appui plan, pivot glissan
glissiére hélicoidale, glissiére, pivot.
2. Les coordonnées cartésiennes (x, y,z), le
coordonnées cylindriques (r, 8, z), les coordor
nées sphériques (r, 6, ¢) ainsi que les relation
entre ces différents systémes de coordonnées
{ x=rcos @
y=rsin@
x=rsin ¢ cos @
{ y=r sin ¢ sin #
Z=rcos ¢.
3. Les angles d'Euler: (¢, 8, ¢) ainsi que
définition et la construction des bas
intermédiaires.

PROBLEME RESOLU

Le dessin d'un mélangeur est donné figure 29.

Fig. 2
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Le moteur entraine I'arbre (S,) qui communique
son mouvement au bras mélangeur (S,) par
I'intermédiaire d’un systéme roue et vis sans fin.
La vis est 2 un filet & droite et la roue & n dents.
(S,) prend appui sur (S;) par I'intermédiaire de
(S,), et sur (S;) par I'intermédiaire de (S;).

QUESTION 1

Ftablir un schéma cinématique spatial paramétré
de ce mécanisme.

REPONSE

En décrivant la chaine cinématique du méca-
nisme modélisons les liaisons et définissons en
méme temps les bases intermédiaires (figures 30
et 31).

Soit R(0O, %, ¥, ) un repére lié a (S,) tel que
(0, 7 ) soit suivant I'axe de roue (S,) et £ de
méme direction que I'axe de la vis (S,). L'origine
O est placée dans le plan de section droite de
(S,) contenant le centre C de la rotule (S,).
Les liaisons sont les suivantes :

— Entre (Sg) et (S,) : liaison pivot d'axe (B, X )
Soil{l}‘, (B, X, ¥i, Z;) un repére lié 4 (S,). On pose
a=\Z, )

Z3

£ N,
| ®
Q
® \

= Wil
L

— Entre (S,) et (S;) : (S,) et (S,) constituent un
engrenage.
— Entre (S;) et (S,) : liaison rotule de centre C.
Soit R,(0, X, ¥, 7,) un repére lié a (S,) tel que
le point C soit sur I'axe (O, 7). On pose :
ﬂ =(Z' z‘!)‘

z z

Zy zy

clg| @Y

I3

&)

J/
!

/X
/ 4

®

X2

Fig. 30.
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— Entre (S,) et (S,) : liaison pivot glissant d’axe
CD.

D est un point fixe sur I'axe (O, ¥ ).

Soit Ry(D, %3, 73, 73) le repére tel que 7, soit
dirigé suivant DC. On pose : y=(F, 7). v est
un angle constant.

— Entre (S,) et (Ss) : liaison pivot d'axe (D, 7).
Soit &Li.. V4, Z ) un repere lié & (S5). On pose :
#=(%, Xa)-

— Entre (S,) et (Ss) : liaison pivot d’axe (D, ¥, ).

REMARQUES

— On passe de la base du repére R a la base
du repére R, par une rotation autour de ¥,
vecteur unitaire de R, et de la base du repére
R, 4 la base du repére R, par une rotation
autour de ¥, vecteur unitaire de R,. Ces bases
se déduisent donc bien les unes des autres par
rotation autour d'un vecteur unitaire de la
précédente.

— Les bases intermédiaires sont entiérement
définies par les figures planes de la figure 31.
I est donc préférable de ne pas porter tous
les vecteurs unitaires sur le schéma cinémati-
que de la figure 30 sinon celui-ci deviendrait
vite inextricable.

QUESTION 2
Déterminer la loi «entrée-sortie» du mélangeur.

REPONSE

La piéce d'entrée du mécanisme est (S,),
paramétrée par a, et la piéce de sortie est (S;),
paramétrée par 6. Il s’agit de trouver la relation
entre ces deux paramétres. Pour cela, remar-
quons que le paramétrage de la position de (S,)
par rapport a R s"établit & partir des paramétrages
de (S,) et (S,) et que le paramétrage de (S;) se
fait directement par rapport & R.

Les positions de ces différents solides sont
parfaitement déterminées, mais la continuité de
la chaine cinématigue entre (S,) et (S;) n'a pas
encore été exprimée. C'est en écrivant, qu'a

chaque instant, I'axe CD du bras du mélangeur
(S,) et I'axe (D, £,) de la liaison pivot entre (S,)
et (Ss) sont perpendiculaires qu'on obtient la loi
«entrée-sortie » du mécanisme.

Soit T3 X, =0.
Pour effectuer ce produit scalaire cherchons les
composantes de 7, et de ¥, dans la base de R.
Ly=-sinyj +cos vy I,

=—sinyy +cos y(sin 8% +cos B7)

=cos ysin ¥ —sinyy +cos ycos g7
et Xy=cos # X +sin 6 ¥.
La loi «entrée-sortie» s'écrit donc :

cos # cos y sin 8 —sin @ sin y=0.

En regardant la construction du mécanisme on

constate que y est différent de g et que @

n'atteint jamais la valeur 1%. Par conséquent

divisons les deux membres de I’équation précé-
dente par cos @ cos y, d’ol

sin B=tg O tg y.
1l ne reste plus qu'a exprimer 8 en fonction de
a. La vis est a un filet d droite et la roue a n
dents.

(-4
Alors : B o
si on suppose que =0 lorsque a=0.

Finalement la loi «entrée-sortie » s'écrit ;

T
sun"—-lsalg-y.

REMARQUE
ISi la vis est 4 gauche B diminue lorsque

@ augmente, donc df = ——?, et B= —E.

CONSEILS POUR LA RESOLUTION




Modélisation et paramétrage des mécanismes

EXERCICES AVEC REPONSES

o

1 — La figure 32 rep le en rotation du
plateau dans le bati @ d'un montage d'usinage, par
I'intermédiaire de I'arbre

et 'arbre (3 ).
etlebﬁti 5

o
AN B ad—

liaison est donc modélisable par une liaison linéique
annulaire de centre A et de direction I

4 7
E 7
S .
9 %
! 0 e 2
@ serré y 7 7
1Y/ @ glissant i
"“——-i ‘;
7
4 L Z
Z

Fig. 32. ! R Fig. 33.
b) En le méme r la liaison entre
@-E—SI—IQ—N—S I'arbre et biti réalisée par I'intermédiaire du
1° Modéliser la liaison entre le plateau roulement est modélisable par une liaison linéique

annulaire de centre B el de direction .

2" Modéliser les liaisons entre I'arbre : =i =
® C ir le sché o ¢) Le coussinet lié & la roue & rochet @el -méme
- liée & I'arbre par I'intermédiaire de |'entretoise et de
la bague intérieure du roulement @ est en liaison.appui
REPONSES plan de normale (C, 7 ) avec la plaque d'appui (8) liée
1° Le plateau est centré et épaulé sur l'arbre. Des vis au b, L g " s
représentées par les traits d'axe per de 3° L tion de ces trois liaisons crée une liaison

& partir de cette liaison pivot une liaison
2° Le guidage de I'arbre dans le biti est réalisé i I'aide
de trois liaisons élémentaires.

a) L'angle de rotulage du roulement & bille: o est
supérieur & la déformation angulaire de I'arbre (3 ). Cette

A-A

B
—
Z

pivot unilatérale d'axe (0, 7 ) et dépend donc du sens
des efforts.

2 — La figure 34 représente un mécanisme utilisé dans
les silos & céréales permettant d’actionner un frieur &
grains.

%3

[FESREh:

B R R

Fig. 34.
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Un moteur électrique entraine 'arbre @ d'un mouve-

ment rotation uniforme. Par I'intermédiaire de la
bielle (2 ), le coulisseau @e&lanimé d'un mouvement de
translation alternatif.

QUESTIONS

1° Modéliser les liaisons.

2° Ci ir les sché inématiques spatial et plan du
mécanisme.

3° Paramé le é inémati plan en pré

hsbmmtmnédhm
AG=Hh, et a le rayon de la manivelle BE.

REPONSES

1° a) Bit @ - arbre (D: pivot.

b) Biii (0) - bietie (2) : pivot.

c) Bielle 0 - noix o : glissidre.

d) Noix (4) - arbre (1) : pivot glissant.
e) Bielle e - noix o : glissiére.

f) Noix e - arbre o : pivot glissant.

h) Arbre
2° Les sché i sont repré
35 et 36.

Schéma spatial :

Schéma plan :

4° Etablir la loi «entrée-sortie», on pose: AB=d,

£) Arbre - béti o en C : linfique annulaire.
batl o en D : linéique annulaire.

figure

3° Soit le repére Ro(B, %o, Jo. 7o) lié au biti (0) et le
repére R, (B, £, 7, £) lié & I'arbre d'entrée (1 ) tel que
I'axe (B, %, ) soit dirigé suivant BE. L'angle 8 =(%,, &,)
définitlapositionde( 1 )parrapportia( 0 ). Ledéplacement
du coulisseau par rapport au biti est défini par
GF = xi,.

4° La loi «entrée-sortie» est :

a cos @

e Wi A
d+a sin 8

3 — Soit R(O, % 7. 7) un repére lié 3 un biti (So)
(Figure 37).

fgf//b \\l: ////'}

x

Fig. 37

Une tige (S) d'extrémités A et B a deux liaisons en A
et B avec (Sp). La liaison en A est lindique annulaire
d'axe (A, ) et la liaison en B est ponctuelle en un
point quelcongue du plan (O, &, 7

QUESTIONS
1° Déterminer le nombre de paramétres indépendants
es au posith t de (S) par rapport a (S,).

2° Choisir ces paramétres et préciser les bases
intermédiaires.

REPONSES

1° 1l faut cing par pour p

ner un solide linéaire rwtlllsne par rapport & un repére.
Mais les liaisons que (S) a avec (Sp) réduisent ce
nombre de paramétres.

Notons (xu, ¥a, Za) et {Xg, ¥g, Zg) les coordonnées
cartésiennes des points A et B, respectivement, dans R.
La liaison linéique annulaire impose les conditions :
xp=0 et y,=

At d& 4

La liaison g lle imy la condition : z5=0. Par
suite, le bre de paramé dé

nant (SJ  par rapport a (S.,} est égal & 5 moins le nombre
de par les liai

c'est-d-dire 5-3=2 param%lrcs mdépendanls

2° Choisissons deux angles pour définir la position de
(S) par rapport & (Sq).
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Fig. 38.

Soit R, (0, £, ¥1. £ ) le repére tel que I'axe (O, %, ) soit | boite de vitesses par un flexible monté sur I'arbre

dirigé suivant OB.
Posons a=(%, i;).

z, Z
A
Xy B (o]
¥
2o A (R2) !
Fig. 9.

Soit Ry(A, %3, 7, £2) le repére tel que
soit dirigé suivant AB.

16) (92) (15

L/

Posons : B=(%, &)
Les deux angles « et B définissent la position de (S)
par rapport & (Sg). Les bases intermédiaires sont bien
mises en place, en effet :
. Rot{a ¥y
(£5ZT) — (Fudii)
sy e BB s o o
(£.7,2) — (%70 82)

4 — La figure 40 représente le régulateur centrifuge du
systéme DIRAVI CITROEN entrainé a particr de_la

Ce systéme permet de « durcir » la direction en fonction
de la vitesse du véhicule.

QUESTIONS

1° Modéliser les liai miteur de couple
constitué des p we@"@ ‘ ue I’on suppose
lices & l'l.rhn

> Trmrlesdtéml iné que corresy Hepé
les bles de piéces ci i t lides par leur
numéro de classe d’equivaienoe (Exemple : {90, 91, 92}
sera repéré par 9.)

I'axe (A, %) | 3° Paramétrer la position d’une lotte par rapp:
au béfi.

Fig. 40 1

@ ) (& @
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REPONSES

én) Bati (1) -arbre ()par'intermédiaice duroul

: rotule.
b) Bt o - arbre @ par lintermédiaire du
coussinet o : pivot glissant.
c) Arbre @ - fourreau @ : encastrement.
d) Fourreau - masselottes : pivot.
e) Masselottes - glace de butée 8: ponctuelle.
f) Glace de butée - butée 2 billes : appui plan.
£) Butée a billes - ressort @ : appui plan.
h) Ressort @ - levier @ : appui plan.
i) Levier (7) - bati (1) : rotule.
J) Levier 8 - tige : rotule.
k) Tige - tiroir distributeur @ - rotule.
1) Tiroir distributeur @ - bati @: pivot glissant.
m) Glace de butée @ - arbre @ : pivot glissant.
2° Le schéma cinématique est représenté figure 41.

8 7

9 3
= =
= o o
¥ 8 X2
r el <
A
@

r

Ao [l A
= TVVN/ T

Fig. 41
3° Soit R(O, %, 7, £ ) un repére lié au biti , I'axe
(0, ¥ ) étant placé suivant I'axe de I’arbre

Soient R,(0, %, 7,, ;) un repére lié & I'arbre et
R:(A, %, #2, Z,) un repére lié a la masselotte tels
que (A, 7,) soit placé suivant I'axe de la liaison pivot
entre (4) et @ et que I'axe (A, X;) passe par le centre
de gravité B de la masselotte

8, =(5. 51)
O 3
1 pose [9z=[f-fz)
Z | &
A
- Esl :
(o]
x0© 4

5 — Le joint articulé dit de CARDAN permet de
tr un i e entre deux arbres concou-
rants (angle de brisure a <45°), Son schéma cinémati-
que est donné figure 43,

Fig. 43

L'arbre d'entrée (S,) est relié a 1'arbre de sortie (S;)
par un croisillon {S3).

QUESTIONS

1° P é le mé
intermédiaires.

2° Déterminer la loi - entrée-sortie «.

en précisant les bases

REPONSES

1 La relation entre 6;(t) et
exprimant que &,-d;=0.

Pour cela, utiliser les bases intermédiaires définies sur
la figure 44,

@,(t) est obtenue en

z Fig. 44

b
1 . & 3
= 0,
y
” e ve
x u az

2° La loi entrée-sortie est :

NO

tg h=cos a tg §,.

Si cos 8,#0 et cos &, #0.
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EXERCICES SANS REPONSE

6 — Les figures 45 et 46 représentent un lolnt de

OLDHAM per de u une p
entre deux arbres paralléles.
XL
1= (89 J

“
‘%
@ Fig. 46 ‘-' 4 I
QUESTIONS (54
1° Modéliser les liaisons.
r G AR O SR

Préciser les bases intermédiaires.

= 4 2 Flg, 47
3* Montrer que ce joint articulé est homocinétique.

7 — Soient les trois liaisons, entre deux solides (5,)
et (5;):

a) Liaison linéique rectiligne entre un demi-cylindre de
révolution (S,) et la surface plane (S,) (fig. 47a).

b) Liaison ponctuelle entre un disque de faible
épaisseur (S;) et la surface plane (S,) (fig. 47b).

¢) Liaison ponctuelle entre une toupie (S;) et la surface
plane (S,) (fig. 47¢).

8 — La figure 48 donne le dcssm d enscmble d’un petit
moteur & vapeur pour

Ledéplacement du piswmas dans Ie cylmdre @ permet
par l'intermédiaire d'un systéme bielle manivelle
d'obtenir la rotation de l'arbre o par rapport au béti

QUESTIONS
1° Déterminer le nombre de paramétres indépend QUESTIONS
Pecepaires au positionnement d'un solide par rapport & | 1° Modélise les liaisons entre les diftérentes pidees.
2° Etablir le schéma cinémati du
2“ Chuiﬂr et t préciser les bases
ntermatairs S o itres e me ot ey | 3* Détinic les bases intermédinires et choisic e
indépendants, donner les relations qui existent entre ces paramétrage.
paramétres.) 4° Etablir Ia loi «entrée-sortie ».
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& 12H8p7 8 7 6 3
P} 4
H
B-B 3
1 5
Poneg? ,
& 6H8g7
& 4HBgT* ) e ~~Rj H8g7*
] 1 h
el ; 7 T : ! R
o 4 M 6HBg7" c
Fig. 48
* Collage époxy.
n : 9 — Le dessin d'une machine d'essai de fatigue en
1] 2, | Platon X342 o flexion est donné figure 49.
10| 1 |Volant E 24 Chromé Les éprouvettes sont fixées & 'une de leurs extrémités
au support @ et appuyées & ['autre sur le bati par
9| 1 |Téton XC 42 Chromé I'intermédiaire des axes :
8| 1 |Arte XC 42 Chromé Un n:nteur élec iqule_non. l'eprésenle_‘. sur le d=S§in
entrainel'arbre (6 )al'aided par poul
7| 1 |Rondelle M6 Polyamide courroie @@
6| 1 |Palier UESP
5| 1 |Ressort (& fil=08)
4 | 2 | Anneau Truarc «E«
3|1 [t xc 2 QUESTIONS
17 = P e 1° Modéliser les liaisons entre les différentes piéces.
G featlai 2° Etablir le schéma cinématique du mécani
1| 1 |Bai E 24 Nickelé noir 3° Définir les bases intermédiaires et choisir le
Rp | Nb | Désignation Matiére | Obs. B .
4" Etablir la loi «entrée-sortie ».
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Cinématique

moyen d'une roue libre. La variati
obtenue par translation du support (5).

3 3

4 la figure 50.
L'arbre d’entrée @ entraine en rotation la bielle @ au
moyen d’un_excentrique. Le mouvement est transmis
a la piéce @ guidée par 1'ensemble
L'arbre de sortie est entrainé par la pitce @ au

de vitesse est

L} 50 | Vs CHe 4
M 410
i @ | Phgee [ T AS
4 | Roadeile 1
el 1 Z6U
] 3 @ | Vis CHe 3
T M 615
4 | Chapesn 3
] 5| Rouls 6201 13010
3 [ A 7
0 | Vi CHe
3 M58
4| Buée [ St @4
1.1 4 W | Vi Che s
3 LT M 830
@ | Tame [ 3
18 [Aze T ] = £
17 |Vis CHe [ . 5%06
LIt | Axe (R (. Sk 0%
16 [Pikca o 7 TG T
15 . 1 1 3 | Piaque de 1 5
" |rn CHe ] ER ﬂ% e 3
pLELD. M 1870
13_[Aze T a5 s, T 3
W [Bageeind |0 TRIZ% [3%32,3 das
T Enn 1 THA 2 { Sodc ! 3
HK_1516 _.:%_. f':' : :
10_|Maix 7_|2200C 13| THY70 Rev 260 el
T : . % [ e T ]
lomage
= ER T 7 SR
& Az [ [ 0% de| NaLEL|  Traisement
Rephee] Nombre Observ.
) sbrégie dess. | Matitre| dhermique _
3_|lolma F] 5465
3 et 2 pmma collé sur 7
7 |Poulie [ Lo
tée
] ie T WL
T 73 Frov -
Re-| Désign. Mombre n"de | Mar Eat| Trlnﬂ:ﬂﬂl Brut Fini Ny
pére | sbrégie dess. | Matitre | thermigue | Poids Ghaer
10 — Un variateur GUSA est constitué de trois | QUESTIONS
it ¥ 2 e

1° Modéliser les linisons enire les différentes piéces.

2° Etablir un schéma cinématique spatial du mécanisme.
3° Définir les bases intermédiaires et cholsic le
paramétrage.

4° Etablir la loi «entrée-sortie ».

14 ) 13 12
NN
. g‘*ﬂ 3
| ‘.,w“““ 1 A
L & = 1 |
'@p Z = 1
= 7 =]
[ S q§= Z \
- E s 0 S
&\ : s
n \ :
) ANHEVARA I ANEININTTIN NN AN AN AN
b b 28 sle ez slafle i1

Fig. 50
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Vecteurs position,
vitesse et accélération
— d’un point d’un solide

Savoir calculer le vecteur vitesse d'un point d’un solide est
utile, par exemple, pour établir la relation entre la vitesse
d'entrée et la vitesse de sortie d'un mécanisme.

Savoir calculer le vecteur accélération d'un point d'un solide
est indispensable pour appliquer le principe fondamental de

la dynamique.

Avant de définir ces deux notions de vecteur vitesse et de
vecteur accélération, nous introduirons la notion de vecteur
position d'un point d'un solide, aprés avoir indiqué au
préalable la fagon de mesurer le temps.

)

La notion d'écoulement du temps, de maniére
réguliére et irréversible, est donnée A I'observateur
par des mouvements particuliers appelés horloges.

EXEMPLES

1. Mou d'un bal de dul
2. Mouvement de certains astres.

3. Oscillations d'un quartz, entretenues électrique-
ment (horloges & quartz).

4. Oscillations d'atomes de césium dans le vide
(horloges atomiques).

On mesure le temps en représentant I'état de

I'horloge sur un repére & une dimension, appelé

repére de temps, orienté dans le sens de la
ion des évé dans le temps.

Chaque point de ce repére est appelé instant.

L’abscisse de I'instant est appelé date (généralement

désignée par la lette f).

La durée entre deux instants (1) et (2), (1) précédent

(2) dans I'ordre chronologique, de dates t, et t,, est

la différence t,—t, (figure I).

g
Fig. 1

L’unité de durée est la seconde.

La définition de la seconde adoptée par Ila
13° conférence générale des poids et mesures en
1967 est la suivante :

Définition
La seconde est 'unité de mesure du temps
équivalant & la durée de 9192631770 périodes de
la radiation correspondant 4 la transition entre les
deux miveaux hyperfins de I’état fondamental de
Patome de césium 133.

REMARQUE

Le césium a été découvert en 1861 par Bunsen
et Kirschhoff, grice a I'analyse spectrale. C’est
un métal alcalin analogue au potassium, mou,
Jaune pdle, de densité 1,9, fondant a 28 °C et
bouillant d 670 °C.

: RIS Y
Notons ¢ la variable qui
Soit (S) un solide en mouvement par rapport & un
repére R(O. i ¥, z’].

3



Cinematique

Au cours de ce mouvement, un point P(¢) quelcon-
que du solide (S) décrit dans le repére R une courbe
(C) appelée trajectoire du point P(t) dans le
repére R.

Définition
Le vecteur position du point P(t) du solide (S),

dans le repire R, & la date ¢, est le vecteur OP (¢),
ot O est P'origine du repére R.

3.1. DEFINITION

Le vecteur vitesse du point P(f) du solide (S) par
rapport au repére R, i la date ¢, est la dérivée
par rapport 3 t, pour un observateur lié au repére
R, du vecteur position OP (¢).

V@R)= [% ﬁf(n] .

REMARQUE

La variation de OP (t), que la dérivée représente,
est étudide par rapport @ un observateur lié au
repére R.

3.2. INTERPRETATION
GEOMETRIQUE

En reprenant la définiti
vecteur, V(P/R) s’écrit :
V(e/R)= lim OPU+AD-O0P()

Ar—0 At

(At représentant un petit accroissement de la
variable t). Or

OP(t+At)—-0P(1)=P(OP (r + At).

de la dérivée d'un

Fig. 3

32

Lorsque At — 0, la direction du vecte
P(t)P(r + At) tend vers la direction de la tangen
a la trajectoire (C), au point P(f). Le vecteur vites
V(P/R) a donc méme direction que la tangente
la trajectoire (C), au point P(t).

3.3. UNITE

La norme du vecteur vitesse est homogéne & u
longueur divisée par un temps. Si la longueur ¢
exprimée en métres (m) et le temps en second
(s) la norme du vecteur vitesse s'exprimera
métres par seconde (m/s).

4 1. DEFINITION

Le vecteur accélération du point P(f) du sol
(S), par rapport au repére R, 2 la date ¢, est
dérivée par rapport a f, pour un observateur
au repére R, du vecteur vitesse V (P/R).

Fem=[3 7 em)] i

4.2. INTERPRETATION
GEOMETRIQUE

V(P/R)

T(P/R)
B(f)

H)

Fig- 4



Vecteurs position, vitesse et accélération d'un point d'un solide

Soit A un point quelconque du repére R.
Soit (H) la trajectoire du point B(t) défini par

AB(1)=V(P/R)

alors
T(P/R)=[£— ﬁ(:)]“.

Par suite, et par analogie avec ce qui a été fait pour

le vecteur vitesse, on en déduit que le vecteur

accélération T(P/R) est un vecteur de méme

direction que la tangente a la courbe (H), au point
t).

I[;.; Lourbc (H) est appelée hodographe du vecteur

vitesse V(P/R), relatif au point A.

4.3. UNITE

La norme du vecteur accélération est homogéne a
une longueur divisée par un temps au carré. Si la
longueur est exprimée en métres (m) et le temps en
secondes (s) la norme du vecteur accélération
s'exprimera en métres par seconde carré (m/s?).

Pour faire, par cul,
mettons en place la relation qui existe entre la
dérivée d’un vecteur U(¢) dans la base du repére
R(0O, %, ¥, 7 ) et la dérivée de ce méme vecteur dans
Ia base du repére R, (0,, ¥,, ¥,, 7,). Autrement dit,
cherchons la relation qui existe entre

dﬁ(f)] ” [dij(n]
dr 1g dr g’
Pour cela, exprimons U (¢) dans la base du repére
R,, posons

T()=a(t)Z, +b(1)§, + ()7,
Avant d'établir cette relation dans le cas général,
commengons par traiter le cas particulier ol 7 = 7.
Ce cas particulier concerne tous les mouvements
plans, mouv‘ements que 1'on rencontre trés souvent
dans_ les mécanismes simples {(engrenages, bielle-
manivelle, etc.) et également les mouvements tels
que le mouvement hélicoidal.

5.1. CAS PARTICULIER z =2z,

Dans ce cas I'orientation de la base de R, par
rapport 4 la base de R est définie par un seul
paramétre :

a(t)=(%, X,).

y
Y
Xy
@ a(t)
2 X
Fig. 5

Calculons [:—: U(.r)]R :
[% 'ﬁ(r)]:[‘f—r (&%, +b§,+cz‘}L

=alT di, i [d_)Tx]
—ax,+a[d‘]k+by,+b ar
= dz’]
+c'f +e|—
c'Z c[dr =
da db de

avec a'=—, — —
dt dt dr’

d oy .
le vecteur [ai;"] est nul car £ est fixe dans la base
R

de R.

Le vecteur a'x,+b'y, + c'Z présente la dérivée du
vecteur U(¢) dans la base de R,.

R T aalE 4o
—dr];[&? (”L,"_"[EL*"[FL' (0

dt
L'orientation de X, dans R est fonction de I'angle
a(t). Par conséquent, ¥, peut étre considéré comme
une fonction de ¢ par I'intermédiaire de I'angle «(t),
soit ¥, [ «()]. Par suite, en appliquant le résultat sur
la dérivée d'une fonction de fonction, on peut écrire

Calculons maintenant [E]R

que :
d¥, ] _[dx; .
[, -[E),-
avec a'=d—g.
der

Pour calculer [%—E-] exprimons X, sur la base du
R
repére R :
dx'] -[ d (cos aX +sinay )]
daly Llda i 7 R

4 - =
=—sIn @Xx +COS ay

donc —] =7 AX,. 2)
R

Ce résultat s’interpréte en disant que la dérivée du
vecteur X, par rapport A son angle polaire « est le
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vecteur directement perpendiculaire a ¥,, c'est-a-

dire déduit de X, par rotation d'angle +1—2r.

De la méme fagon :

[d—F'] =ZA¥
da 1, ¥
— rdU(2)
Si bien que [ a
se met sous la forme :

[dU(:)] [dU(I)

] , exprimé dans la relation (1),
R

+aa' (7 AE,)+ba'(Z AF))
Ry
ou encore, en remarquant que 7 A7, =0,
du(1) dU(f}] b
=|—=] +a"
[ dt ]“ dr lg, o' A(af, +b, +i),

ce qui fait apparaitre T).

Posons
alors :

Application

Soit R(0, %, 7, 7 ) un repére lié & un biti (S,). Considé:
un solide (S) ayant avec (S,) une Haison pivot d'axe (O
(figure 7).

~ O

Fig

Soit R (0, %, #;, ¥ ) un repére lié a (S), posons
a(t)=(%, %)).
Supposons a(t) de la forme :
alt)=wl
(w est une constante posilive exprimée en radians

dU()] _rdl =
T]n 2 [T]a. +GRMRATE |3

Le vecteur ﬁ(R. /R) est un vecteur libre qui mesure
la vitesse angulaire o' de changement d’orientation
de la base de R, par rapport & la base de R, autour
de 7 dans ce cas particulier.

Ce vecteur a pour direction ¥ et sa mesure
algébrique sur I est égale 2 la vitesse angulaire a'
(figure 6).

fa(R/R)

Fig. 6

Définition
1 (R,/R) est appelé vecteur rotation de la base de
R, par rapport & la base de R.
Unité
La norme du vecteur rotation s'exprime en radians
par seconde (rad/s).
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)
Soit P(¢) un point du solide (S) tel que :
OP(1)=af,
(a est une constante positive exprimée en métres).

QUESTION 1

Déterminer _le vecteur vitesse du point P par rappo
repire R : V(P/R).

REPONSE

Nous savons par définition que :
Vee/m) =[5 0% )|
dt ®
sachant que DP(1)=af,
s Ei]
ViP/R) a[dl e

{a =constante positive)

df,
Pour calculer [~d—='] appliquons la relation (3
R
choisissant la base de R, comme nouvelle bas:
dérivation :
"_f*] e

i ] +TUR,/RIAT,

ar e
dz,
——| =0 car & est constant dans R;.
dt Iy,

TUR,/R)=a' =wi.
Par suite :

V(P/R)=aw( 7 F,)

aw s'exprime en métres par seconde.
V(B/R) est un llele 4 la di
tangente en P au cercle de “centre 0, de rayon a {ﬁgn




Vecteurs position, vitesse et accélération d'un point d'un solide

QUESTION 2

e 1 —
I’hodographe du vecteur vitesse V(P/R) relatif

a-un point A quelconque du repére R.

REPONSE

Remarquons que [[V(P/R)|| =aw =constante. Par consé-
quent, I'hodographe relatif au point A quelconque de R
est un cercle de centre A et de rayon aw (figure 8).

F(P/R)

NO

QUESTION 3

Déterminer le vecteur accélération du peint P par rapport
au repére R : F(P/R).

REPONSE
Nous savons par définition que :
d

Tip/R)= [-d—: me]x

sachant que : V(P/R)=aw§,
di

T(P/R)=aw [-d; y.]u.

d r 4
Pour calculer [E F.] appliquons la relation (3) en

R

choisissant la base de R, comme nouvelle base de

dérivation :
dy.] [dr-] +TUR,/RIA 7y

=0 car ¥ est constant dans R,. Par suite :

df.] ik
[d: s wi AT,
"_f-] R

dt Ja i

Par conséquent, le vecteur accélération du point P par
rapport au repére R est :

aw? s'exprime en métres par seconde carré (m/s?).
P/R) est un vecteur de méme direction que le rayon
vecteur OP, mais de sens contraire (figure 7).

dj
dr lg,

REMARQUES

— On constate que le calcul de la dérivée de %,
ou de y, dans R s’est transformé en calcul de
produit vectoriel. Pour qu'il en soit toujours

ainsi, il faut choisir la lle base de déri

telle que le vecteur unitaire a dériver y soit
constant.

— L'avantage d'un paramétrage convenable du
mécanisme et de l'utilisation de cette formule de

changement de base de dérii est d'ob
des résultats simples et facil t interprétabl
géométriqguement.

*5.2. CAS GENERAL

Dans ce cas, l'orientation de la base de R, par
rapport & la base de R est définie par trois
paramétres. Supposons que ces trois paramétres
soient les trois angles d'Euler (chapitre I,
paragraphe 4.2.2), ce qui n'enléve rien i la généra-

lité de P'étude. Le calcul de [% U(:)] commence
1.3

comme précédemment, voir relation (1) para-
graphe 5.1., pour arriver a :

[ 00], ~[5 0, +[F],

ff] [, @

Calculons [:i'] on obtiendra [dy,] [dz.] de

la méme facon nous effectuerons seu.lement le
moment venu, une permutation des vecteurs de la
base de R,

En considérant que X, est fonction de f par
I'intermédiaire des trois angles , 8, @, on peut
écrire (dérivée totale d’une fonction vectorielle de

trois variables) :
£ b R -

[51.-

di ,_de ,_de
swev=ar "o a

Calculons [ﬁ] (figures 9 et 10).
1:3
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Soit :
OK la projection de (O, £,) sur le plan (O, %, ¥ ).
{ un vecteur unitaire de direction OK.
f=zal
B=(% 7). _
y=(%, ¥,) angle orienté par j.

%, peut s’exprimer par ¥, =sin y i +cos y 7 etdonc :

ax.] [a— (siny i +cos yZ ,'l]

Remarquons que vy est indépendant de  ainsi que 7.
Par conséquent :

(Gl - [,

D’autre part, lorsqu'on calcule une dérivée partielle
de fonction par rapport & une variable on suppose
les autres variables constantes. Donc pour le calcul
de la dérivée partielle de X, par rapport a I'angle
on supposera les deux autres angles d’Euler 6 et ¢
constants.

z Q@ i Zy *
4 a
w
" u®
S v
# ¥
no
w
'
u e Fig. 10
Comme :

X,=cos @il +singw
=cos @i +sin ¢ (cos 85 +sin 07)
%,=cos @il +sin ¢ cos 87 +sin ¢ sin 67
On remarque que %, est fixe dans la premiére base
intermédiaire (i, ¥, 7 ) si 6 et @ sont constants.

Par suite, I’angle (i, i) est constant.
Donc B = +constante
et dg=dy.

Alors [ ] [ ]
D’aprés le résultat exprimé par la relation (2)
paragraphe 5.1 : ~
[ii] =FAL
g
s0it i:’] =i
ply "
Par suite : z
[ﬁ] =sin yj.
ap lg :
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En remarquant que : 7 AX,=sin yJ. on obtient

[3_'?'] =
Bl

ce qui veul dire que la dérivée partielle d’un vect
unitaire par rapport 3 un angle du paramétrage
R, par rapport i R est le produit vectoriel du vect
unitaire autour duquel a lieu la rotation par
vecteur unitaire que I'on dérive.

De la méme fagon (figure 10) :

(2] 2o
[£] -anx

avec ces résultats portés dans la relation (5) :
dx, i e =y L
—'] ='F AT, O AT, v QT AR,
de lg

=(¢'7 +0'T +¢'T,)AK,

de méme, par permutation des vecteurs de la b
de R, :

i (TS,

— =(w'f + 0T+ )AT,

dr Jg
[d—z-’] =(¢'7 +0'T +9'T, AT,

dt Ie L 1
g d g4 g
si bien que [a ﬁ(:)] exprimé dans la relation
R

s'écrit, en se souvenant que
T(r)y=a() &, +b(0) §, + c(1) &y,

d d g g o I
5 U(:)]u—[a ﬁ(:)]m+(¢z + 0T + 9T AT
posons :

| R, /R)='T + 0 +¢'F,. J
Comme précédemment (3(R,/R) est appelé vect

rotation de la base de R, par rapport i la base
R, d'oi :

-

[% ﬁ(n]“ = [:—‘ U(r}]m +OR,/RAUE) | (6)

Cette relation est Memlque 4 la relation (3)
paragraphe 5.1, mais le vecteur rotation (R, /R
est défini pour un mouvement dans I'espace
3 di;{nensions de la base de R, par rapport & la b
de R.

Agpllcauun

une centrifi de labc compc
d un béti (Sg), d un btas (S) et d" une éprouvette i
[= deux | i différen
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Sous I'effet centrifuge due 4 la rotation du bras (S;)
I'éprouvette (S;) s'incline pour se mettre pratiquement
dans 1I'axe du bras et le liquide dont la masse volumique
est la plus grande est rejeté vers le fond de I'éprouvette,
ce qui réalise la séparation des deux liquides (figure I11).

2, z
a
ox a ¥
4
¥z
=21,
A -
F \ ¥
o |
H B
Fig. 11 xV  «Y *a

Soit R(O, %, 7, ) un repére lié & (S,).

Les solides (So) et (S,) ont une liaison pivot d'axe (0, £ ).
R,(0, £, ¥, Z,) est un repére lié 4 (S,). Posons a=(7, 7,)
avec a=w! (@ constante positive exprimée en radians par
seconde).

Les solides (S;) et (S;) ont une liaison pivot d'axe (A, 7,)
telle que :

OA =aj, (a constante positive exprimée en métres).
RyA, £ 72, ) est un repire lié A (S;). Posons
B=(% %)

B étant une fonction du temps inconnue.
Soit G le centre d'inertie de (S;) tel que :

Exbi, (b constante positive exprimée en métres).
QUESTION 1

Déterminer le vecteur rotation de la base du repére R,, lié
au solide (S,), par rapport i la base du repére R :

SR =11(R,/R).

REPONSE

La base de R, est orientée par rapport a la base de R par
I'angle & mesuré autour de %, d"oll

a(s,/R)=a's

QUESTION 2

Déterminer le vecteur rotation de la base du repére Rj, lié
au solide (S,), par rapport i la base du repére R :

1SR = TiRYR).

REPONSE

La base de R; est orientée par rapport & la base de R par
'angle @ mesuré autour de ¥ et par I'angle 8 mesuré
autour de Z;, d'ob :

(S,/R)=a'F +8'%,
TUSy/R)=wi +.B'i';.—|

50it :

QUESTION 3

Déterminer_le vecteur vitesse du point G par rapport au
repére R : V(G/R).

REPONSE
Par définition : V{G}R)=[£ﬁ?§]k
avec 0G=0A+AG
V(G/R) = [:—: E&L + [% EL. (7
Calcul uccessi haque terme :
(28], [ 5], e[ 5),

Pour calculer la dérivée de ¥: dans la base de R passons
par I'intermédiaire de la base de R, li€e & 7,. La relation
(3) du paragraphe 5.1 permet d’écrire :

dJ":] [dJ_’:] 5
bl IR ok ) ]
dr lg dt 1y, mR..’R}r\yu
7 étant un des vecteurs de la base de R, :
df:]
dt lg, 8
Par suite :
dy, 4
[‘d-r_ A wk Ayy
g @] e
S0t at & Wiy
d — %
et - OA| =awi;. (8)
dt ”
Calculons le deuxiéme terme de la relation (7) :
d d d
7], [z os), o [ 5),

Pour calculer la dérivée de X, dans la base de R passons
par l'intermédiaire de la base de R, liée a &,. La relation
(6) du paragraphe 5.2 permet d'écrire :

) () ;
s R i a‘m(n,mu,.
i, étant un des vecteurs de la base de Ry :
*’é] .
dt lg, 8
Par suite :
4,
[G2]. ~(f +8E)A51=0 sinp 2485,
et %m] =b{w sin BT, +8'F,). ()]
R

Avec les relations (8) et (9) on obtient I'expression de
V(G/R) suivante :

I V(G/R)=w(a +b sin )7, +bB'F:.

37



Cinématique

QUESTION 4

Déterminer le vecteur accélération du point G par rapport
au repére R : T(G/R).

REPONSE

Par définition :
d
T(G/R)= [d-'- V(G}R)]R.
Avec V(G/R)=w(a +b sin B)I, + bB'¥2,
d ; ] g
f{G{R]-[E w(a+b sin a);.]R+[d—; bg y;]n. (10)
Le premier terme s'écrit :
d ; ) +
[d_:' wla+b sin ﬂ)z.];abﬁ' cos Bz,
+wla+b sin 8) [ﬁ]
de Iy’
Pour calculer la dérivée de I, dans la base de R passons

par I'intermédiaire de la base de R, liée & #,. La relation
(3) du paragraphe 5.1 permet d'écrire :

dz;] [dn] +T(R,/R) A 7,

_;L =0, car 7, est constant dans R,.
1

Par suite :
[d—z‘l] =wX A I,
de Ir :
soit -df—'-] = —ay|.
dr Jr
Alors :

[;:-i; w(a +b sin ﬁ}z’,]R =wbf' cos BI,
—w?(a+b sin B)F,.
Le deuxiéme terme de (10) s'écrit :
& e e
LA AT LA
Pour calculer la dérivée de ¥, dans la base de R passons

par 'intermédiaire de la base de R; liée & ¥;. La relation
(6) du paragraphe 5.2 permet d'écrire :

d = d = =
T h]na [Ef )’z]m"'ﬁ(Rz/R] A ¥z

(i)

[i ﬁ] =0 car 7, est constant dans R;.
dt R

Par suite :
d & 52 R
[dt J’z] =(wk +B'5) A T
soit 4
[ 52], =0 cos B2 -5,
Alors ;

d
[a bﬂ'f‘z] =bp"y +wbf' cos BI,-bp %y (12)

En blant les bt en (11) et (12), le
vecteur accélération du point G par rapport au repére R
s'écrit :

i DERIVATION GRAPHIQUE

La méthode de dérivation graphique d'une fonctio
x(t) dont on connait la courbe représentative st
un intervalle [¢,, #;] est une méthode géométriqu
simple fondée sur l'interprétation géométrique de

(1)

d . %
dérivée = de la fonction x(t), dont voici
principe :

Soit la courbe représentative de la fonction x(

supposée  continue sur ['intervalle [¢,,1
(figure 12).
m{r].t
T
M a
1
x(t) i
o t t X i
Fig. 12

Soit MT la tangente &
d'abscisse (E[(,, 1,].
Soit « I'angle de cette tangente avec l'axe
abscisses (*Eﬁaaf—r)

2 il .
Nous savons que la pente de la courbe au poini
c'est-a-dire tg a, est égale i la dérivée de la fonc
x(t) en ce point, soit

dx(t)
de

Considérons le triangle rectangle MAB tel que
soit paralléle i I'axe des abscisses, AB soit par:

4 'axe des ordonnées et que I'hypoténuse MB
située sur la tangente MT.

la courbe en un point

Alors tg & =g el par suite :
MA

ax0_AB
dt MA

Donc, aprés avoir tracé au point M la tange
dx(r)
dr
point s'obtient par le calcul du rapport des
chtés AB et MA mesurés algébriquement s

axes avec les unités convenables.

la courbe x(t), la valeur de la dérivée

Application
inémati de la figure I3 modél

T(G/R)=2wbp' cos B, — w’(a +b sin B)F,

+bB"F2— bB™%,.
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systéme bielle-manivelle.
Soit R(O, £, 7, 7 ) unrepére lié au biti (0). La maniye
a une liaison pivot d'axe (0,7 ) avec le bati (0
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L Y ////////g//f///f///////

Fig. 13

le b&h
La bielle @ a une liaison rotule avec @ de centres P
et Q respectivement, situés dans le plan (O, X, 7 ). Le point
Q décrit I'axe (O, ¥ ).
On pose §=(%, OP) avec

{8=m (w =452,4 rad/s)

couhssﬂ@ aune liaison pivot glissant d'axe (O, ¥ ) avec

r=0P (r=30 mm)

[=PQ (/=70 mm).
Définissans la position du point Q du couisseau (2) par
rapport au biti (0) par la variable x(1)= 0Q. Cosnme o=ot,
x(t) peut-étre égal une fi
de 0 : x(6).

QUESTION 1

Déterminer graphiquement la courbe représentative de la
position du coulisseau par rapport au biti en fonction de
la position angulaire de la manivelle :

x(0) pour [0, 27].

REPONSE

Fpur cela placer le repére (x, 8) par rapport au systéme
bielle-manivelle comme indiqué sur la figure [4a.

Choix des échelles :

2 ™ . -
— en abscisse : % rad est représenté par 7,5 mm;

— en ord: biell

ivelle étant d

ée : le sy
, 1 .
& I'échelle > ! mm de la course du coulisseau est

représenté par 0,5 mm [x van: entre 40 el 100 mm)
Les points de cor aux

de @ variant de 0 4 2» avecunpasdezmm

Les différentes positions du point Q s'obtiennent en
portant avec un compas une distance de 35 mm & partir
des positions du point P correspondant aux différentes

valeurs de @ (le point M correspondant a la valeur ﬂ=-§
a été dessiné sur la figure 14a).

La courbe x(#) est symétrique par rapport & la droite 8 = .
QUESTION 2

En déduire par dérivation graphique la courbe représenta-
tive de la vitesse du coulisseau par rapport au béti en
fonction de la position angulaire de la manivelle :

(e}—% pour GE[, 20

REPONSE

Avec §=wl, .(9)--—-':-ﬂsécm.
vy — o, 9%(8)
x(0)=w T

Choix de I'échelle sur I'axe des ordonnées : une vitesse
de | m/s est représentée par 2,5 mm. Pour obtenir, par

exemple, au point d'abscisse 8=§ la valeur de x;, tracer
le triangle rectangle MAB défini au paragraphe 6, tel que
m=;—’ pour avoir une précision suffisante (figure 14a).
Alors AB=-22 mm

et xX;=452,4 X ——— =0 0?_2
2.5

3
xp=-95m/s.
La courbe x}(#) est symétrique par rapport au point § = .

QUESTION 3

En déduire par dérivation graphique la courbe représenta-
tive de I'accélération du coulisseau par rapport au béti en
fonction de la position angulaire de la manivelle :

x‘(d)*d:':] pour O€E(0, 2]
REPONSE
Avee 0=ar, x';(ﬂ}=dx;:8] s'éerit s
dx,(&)
x(f)=w Y]

Choix de I'échelle sur I'axe des ordonnées : une accéléra-
tion de 10° m/s® est représentée par 5 mm. Pour obtenir,

par exemple, au point d'abscisse a=-§ la valeur de x}

tracer le ftriangle rectangle M'A'B' tel que m’=§

(figure 14b).

Alors AB'=—10,8 m/s et x)=452,4x _—w-f,

3
£ = -4668 m/s%.

La courbe x7(#) est symétrique par rapport & la droite
8= (figure 14c).

39



Cinématique

40

- 104

(a)

154

10

X}

| (m/s)

/2

/2

-+

T

—
3mw/2

s

(rac

(b)

— 154

| %
(10° m/s?)

2

F |

(c)

Fig. 14




Vecteurs position, vitesse et accélération d'un point d'un solide

A SAVOIR

PROBLEME RESOLU

Etude du mouvement d'un point M de I'aréte
coupante d'un outil de fraise par rapport a une
piéce bridée sur la table de la fraiseuse, la table
étant animé d'un mouvement transversal

(figure 15).

Fig. 15

Lerepére R(0O, %, ¥, 7 ) est lié au bati et le repére
R,(0y, %, ¥, ) est lié & la piéce.
L'origine O, a un mouvement de translation
rectiligne uniforme d'axe (O, ¥ ) par rapport au
repére R. On pose :
00, =at¥, avec a=2 mm/tr

{mouvement d’avance de la piéce).
Soit R, (O, %3, 72, £ ) un repére lié  la fraise. On
pose :

0=(%, x;), avec 8=wt et w=21rad/s

(mouvement de coupe de la fraise).
Le point M de I'aréte coupante de la fraise est
tel que :

OM =rZ,, avec r=>50 mm.

QUESTION 1

Déterminer les deux composantes du vecteur
position O,M du point M dans le repére R;, en
fonction du temps ¢ : x,(f), y,(0).
Tracer approximativement la trajectoire du point
M dans le repére R,, pour (=0.

REPONSE
Le vecteur position O,M s’écrit :
O,M=0,0+0M
=—aty +ri,
avec X,=cos §% +sin 87 et §=wt,
O,M=r cos wt¥ +(—at +r sin ot) .

Les deux composantes de O.H, sur les axes
(0, % ) et (0,, ¥ ), donnent I'équation paramétri-
que de la trajectoire de M par R, :

xy(t)=r cos wt
yi{t)=—at +r sin wt.

Cette trajectoire a I'allure suivante (figure 16) :

|——r
kA
+r
R
Fig. 16

QUESTION 2
Calculer le vecteur vitesse du point M par rapport
au repére R, : V(M/R,).

REPONSE
Le vecteur vitesse du point M par rapport_au
repére R, est la dérivée du vecteur position O,M
par rapport i ¢, dans R, :
V7R, =[5 OM ]
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OM=—aty +rd,,
VR =[5 (~at )]R'+[:—, ’f‘]a.' (13)
p— ¢

avec

successi t terme :

[ -] -

y étant fixe dans R,.

Pour calculer la dérivée de rx, dans R, utilisons
la base intermédiaire du repére R, dont ¥, est un
vecteur unitaire :

d . d . >
[a rx,]Rl = [Er- rxz]h +(R,/R)ATE,.
Le vecteur rx;, étant constant dans la base de R; :
il %
[d_t rx,]xx=ﬂ.
L'orientation de la base de R, par rapport a la

base de R étant définie par I'angle 8 (0 =wl)
mesuré autour de 7 :

B(R,/R,) = wi.
Alors :

[i rf] =wi Ari;=wry;
a’ % 2 Ya-

Par suite, I’expression de V(M/R,) écrite en (13)
devient :

V(M/R,)=~a§ +wrj,. J

QUESTION 3

Déterminer I'hodographe de V(M/R,) relatif au
oint 0,. En déduire la variation maximale de
lﬁwwk.)il en matres par minute.

REPONSE
Dans le repére R, placons le point B tel que
(figure 17) :

0,B=V(M/R,)=—aj +wry,.

Fig. 17

Posons O,C=—ay
Le wvecteur O,

et CB = wri,.

est constant dans R,, par
E:onsémient le point C est un point fixe de I'axe
0,.7).

Le vecteur CB a une norme constante égale i

wr, par conséquent le point B reste & une distance

constante du point C au cours du mouvement.

Par suite, I'hodographe (H) est le cercle de centre

C de rayon wr.

Avec les valeurs numériques proposées wr> a.

Alors le point O, se trouve a I'intérieur de

I'hodographe.

|0:B[ est minimal pour 6 =0 (a 2kw), donc
IVM/R ) i = 0r — a3

|OB|| est maximal pour =4 (& 2kr), donc
[VOM/R )| ax = wr +a.

Par suite, la variation maximale de ||[V(M/R,)|
est égale a 2a, soit 0,8 m/min.

QUESTION 4

Déterminer le vecteur accélération du point M par
rapport au repére R, : [(M/R,).

REPONSE

Le vecteur accélération du point M par rapport
au repére R, est la dérivée du vecteur vitesse
V(M/R,) par rapport a ¢ dans R, :

d =
foM/R) =[5 VourR,)|
V(M,RI)Z —ay +ory;
d i d s
T(MIR.)=[E; (-ay )L +[EI MJ’:]R-
Le vecteur —ay est constant dans R,, donc :

o,

F(M/R.)mr[% y,]m.

Pour calculer la dérivée de ¥, dans la base de R,
utilisons la base de R, dans laquelle ¥, est
constant :

[dil F’],,. 5 [% J—"]n‘ +UR/R)AF;

sachant que
[i ;,] =0 et D(RyR)=wi
dr 2l
Le vecteur accélération s’écrit :
T(M/R,)=wr(wf A )

soit | T(M/R,)= —m’rf,.J

Ry
avec

Alors

Ce vecteur est bien tangent au point B 2
I'hodographe (H) (figure 17).

T(M/R,) est un vecteur de méme direction que
le rayon vecteur OM, mais de sens contraire.
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cOHSEILS POUH I..A HESOLUTION

EXERCICES AVEC REPONSES

1 — Soit un repére R(O, %, y. £ ). Un point P décrit y
une hélice circulaire d'axe (O, £ ) de rayon r (figure 18).
z (S)
oz
e
Xy
o ] \ =
¥y
Fig. 19

Fig. 18

Soit R, (C, X, 7. £) un repére lié au disque.
Onpose: O=(%,-¥)
avec 8=wt (w constante positive).

Soit H h projection orthogonale du point P sur le plan | o o0 o point P du disque tel que

(0,%,7)

Soit R.(O.xl. ¥, Z) le repére tel que X; ait méme CP=af,.

direction et méme sens que Ce disque roule sans glisser Sur | T'axe (O, £ ), c'est-a-
Onpose: @=(i i)et dire qu'a chaque instant O1= PL.

HP=z=kf# (k constante positive).

QUESTIONS QUESTIONS
1° Calculer V(P/R) et T'(P/R). 1° Déterminer I'équation paramétrique de la trajec-

toire du point P dans le repére R. La tracer

2° Lorsque §=wt (w constante positive), montrer que | gejo, ;,.,]_ d e
1

lw.dll ucuurrlwm:cslgmshmu que le vecteur 2° Dé iner TU(S/R).

a pour
3° Calculer V(P/R).
z 4° Déterminer I'hodographe de V(P/R) relatii au
REPONSES point O.
1° V(P/R)=ro'7, + ko'T Pour quelles valeurs de 9 In norme de V(P/R) est-elle

o Gl
5° Calculer T'(P/R).

T(P/R)=r8"F, — 6%, + ka"%.
2 0=wl, §'=w, 8"=0
IVe/R)| = 0 VIEFR2
I(P/R)=—rw’%,.

REPONSES
2— On idtre le probleme plan sui z © [x=a(9—sin &)
Soit (8) un disque de centre C, de rayon a, situé dans y=a(l-cos 8).

leplan (0, %, ¥ )d'unrepére R(0O, £, 7, # )etencontact | La trajectoire est une cycloide dont I'allure est donnée
en un point T de sa circonférence avec I'axe (0, ). | figure 20 pour 6 [0, 27].
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2° (H(S/R)=—wi.
3° V(P/R)=aw (% - 7).

rayon aw (figure 21).

4° L'hodographe est le cercle de centre C (aw, 0) de

0]
]
z
o C
X4

!
Y1

Fig. 21

AR

15
u

13

=
§ 4
L =
o
12 11 10/ _ﬂ

S

IV(P/R) | oax= 220> pour 6=Qk+1)w
V(PR |min=0  pour &=2km.
5° I(P/R)= —aw’i,.

3 — La figure 22 représente une trongonneuse destiné
A couper un tube fabriqué en continu. La scie doi
se dé 4 la méme vitesse de translation que b
tube (3 ).

Le mouvement est obtenu_ i I'aide d'un systému
bielle-manivelle. Le plateau muni d'une rainure es
entrainé 4 une vitesse de rotation uniforme par I
moto-variateur (4). Le plateau é tourne libremen
autour d'un axe, paralléle & celui du plateau é mai
décalé d'une distance A.

Le doigt (6) relie les deux plateaux; une extrémité es
fixée & (7), I'autre coulisse dans la rainure de (s). L
bielle (8) entraine i partir du doigt(6) |
ulissea sur lequel est monté I'ensemble moteu
scie (2).

— L'entraxe entre @ et @ est DO=AF ave
A =30 mm,
— L'axe @ est fixé sur @ 4 une distance

O'M =R =90 mm.
— La longueur de la biclle est

MC=[=%00 mm.

La figure 23 représente le schéma cinématique d
mécanisme.

4
5
6
I
:
=
/
[
5
x
‘ MOTO
VARIATEUR
W o ———— ___.--"'/
z Fig. ¢
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2° En

3" En

rapport au béti en f
dont a tourné le plateau pendant la période oil la vitesse
du point C est constante & 10 % prés.

QUESTIONS

1° Tracer la courbe des abscisses du point C, par rapport
au béti, en fonction de I'angle de rotation @ du plateu (5 ).
Pour §=0 la bielle (8) est portée par I'axe (O, £ ).

déduire la courbe des vitesses du point C, par
de 6. Déterminer Pangle

déduire la courbe des accélérations du peint C,

par rapport au biti, en fonction de 8.

POSITION Fig. 24

T

37/2

Zone utile

2‘1r #(rad)

0,165

Imi2

0,165

-0,33 4

—0,495 4

b2

w2

s

-0,66 -

27 ﬂl:r;_d)

VITESSE Fig. 25

¥(m/s?)
4 4

a4

24

3w/2|

w/2

27 6(rad)

ACCELERATION Fig. 26
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REPONSES
1° Courbe des abscisses du point C (figure 24).

2° Courbe des vitesses du point C (figure 25).

Entre les angles 6; et @5 la vitesse du point C est
constante_ 4 10 % prés, soit un quart de tour du
plateau

3° Courbe des accélérations du point C (figure 26).

4 — Détermination du profil d'une came.

i ¥s

Fig. 27

Soit R(0O, %, 7. 7 ) un repére lié & un biti (So). La came
(S) a une liaison pivot d’axe (0, 7 ) avec (Sp).

Soit R, (0, £, #1, 7 ) un repére lié a (S).

On pose 8=(%, %)

avec 8= wt (@ constante positive).

La tige T a une liaison glissiére d’axe (O, ¥ ) avec (Sg).
La came et la tige ont une liaison ponctuelle, de
normale perpendiculaire & Z, en un point P de I'axe

(0,%).
On impose [|OP[nn=a et |OP|na=a+h, et I'on
pose

OP=p% =(a+x)E

|

& =

o T 8 il "
Fig. 28

Le profil de la came doit étre tel que :
— quand # varie de 0 & 8. (@, donné) la tige ait un

uniformé éléré, d'accélération ¥,
(y1>0);
— quand & varie de 6, & 6, (ﬂz dnnné‘.i k tige ait un
unifor o ]
(y2=>0);

— quand @ varie de 6; & s la tige reste immobile;
— quand @ varie de = & 2« la tige ait un mouvement
symétrique de celui défini entre 0 et =

De plus, on veut que x et x; n'aient pas de
discontinuités entre les différentes phases du
mouvement.

QUESTIONS
1° Déterminer y, et ¥, en fonction de 6,, 8;, w et h.
Faire I'application numérique pour :

0,=40"

0,=60"

@ =209,3 rad/s (=2000 tr/min)

k=10 mm.

2° En déduire le profil de la came. Le tracer approxima-
tivement pour @ =20 mm.

REPONSES
- 2w?h
1° % -?Ia—z- 1200 m/s?

1
y,a——zﬂ'--zm m/s?.

62(60;—6y)

2° Equation polaire de la came :
#E[0,8,]: a+ A

'y Bt P 0,65

h(—6+28,0 — 6,0,)

a,, 4 A T e ————
R =
6E[6;, w]: p=a+h

L'allure du profil de la came est le suivant :

—
10 mm

Fig. 29

5 —Soit R(O, %, 7 7) un repére lié a la Terre.
L'origine O est situfe au centre de la Terre et I'axe
(0, ) est dirigé suivant I'axe des péles, orienté du
pole Sud vers le pile Nnrd (figure 30).

Un repére local R, (M, i j, £ ) utile au point M pour Iz
navigation 4 la surfaoe de la Terre est constitué de Iz
maniére suivante :

L'axe (M, ['), tangent au paraliéle de M, est orienté
vers I'Est. _

L'axe (M, j), tangent au méridien de M, est orienti
vers le Nord.

L'axe (M, k ) est orienté suivant la verticale ascendantc
de M.
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e

Soit a(t) la longitude du point M, mesurée autour de Z,
Soit f(¢) la latitude du point M, mesurée autour de —i.
Soit r le rayon de la Terre.

QUESTIONS

Déterminer :
l°umurmuuondelabmduupmmw
rapport & la base du repére R : (I(R,/R).

2° Le vecteur vitesse du point M par rapport au repére
R, V(Mm},exprmédmhhmdurepmn.

3" Le vecteur accélération du point M par rapport au
repére R, T(M/R), exprimé dans la base du repére R,.

REPONSES

1° TR /R)=a'T - BT

2° V(M/R)=re’ cos Bi +rB|

3° [(M/R)=r(a" cos B —2a'B" sin )i
+r(B"+a? sin B cos B)f
+r(=B?—a” cos? p)E.

6 — La figure 31 reg un dispositif de d
de table vibrante.

L'excentrique (E) est un disque de centre C et de
rayon a, qui tourne autour de I'axe (O, Z,) fixe par
rapport au béti (B).

La table schémati rle le (T) est en liaison
glissiére d'axe (O, x.,] avec le biti (B). Le ressort
assure le maintien du contact entre (E) et (T).
L'excentration OC vaut a /2.

Yﬂ“

¥
Hossort

Soit RD(O Xou Yoo 7o) le repire lié au bat et
R, (0, iy, #1, 7o) le repére lié & I'excentrique.

Soit A le point de la table (T) du plan de contact avec
I'excentrique (E), situé sur 1'axe (O, &)
On pose :

OA=x(t)i, et 0=(%, %)
avec §=wt (w constante positive).
Rayon de I'excentrique : @ = 10 mm; vitesse de rotation
uniforme de I'excentrique : w= 10,47 rad/s ( = 100 tr/min).

WY,

////(T

Xy

AN \\[\\\\

&

NEXNEER XN

Xo

RN

ﬁ>>

A T

_\\

/{B’/ﬁ\////////////////

[~
B

Fig. 31
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1° Exprimer x(¢) en fonction de a, @ et I

5
@ oy

presse de découpe J = machine

(bavures et { & couler

masselottes)

-~
refroidissement
Fig. 32 I =
E N 7 — Le manipulateur de fonderie (figure 32) permet

QL_'STI_OE saisir la piéce lors de son éjection de la machine

coulée, d'assurer son transport vers le bac de refroid
et vers la hi de dé lotag

2° Construire la courbe repré: ive de la lonction x(r)
pour ¢ [0; 0,6], ¢ est exprimée en secondes.
3° Exprimer le vecteur vitesse du point A par rapport
au biti 1 V(A/R,).
4° Construire la courbe représentative de la valeur
algébrique o(f) du vecteur vitesse

VAIR)=0(0) 5,
pour {£[0; 0,6], ¢ en secondes.
5° Exprimer le vecteur accélération du peint A par
rapport au bati : T{A/R,).
6° Construire la courbe représentative de la valeur
algébrique y(t) du vecteur accélération T(A/Rg) = ¥(f) Xy
pour {E[0; 0,6], ¢ en secondes.

Y:
4 Yo

«Of

v

TR

1_1_

Fig. 33 2 3/ 4

d’ébavurage.

Soit Ro(0, X, ¥o. Zp) le repére lié au biti définissz
la position initiale du manipulateur face & la machi
i couler et Ry (0, %5, ¥, ;) le repére lié au bras (3 ).«
pose 8=(%p, %)
Le mouvement de
phases : =
a) Quand § varie de 0° & 15° (ls°=amd) le bra:

FIr

du bras iporte tn

un de unifor

b) Quand @ varie de 15° & 195°, le bras a
mouvement de rotation uniforme & la vitesse angula
de 1 rad/s.

Xo
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Quand @ varie de 195° & 225°, le bras a un
mouvement de r ion uniformé: décéléré.
Les vitesses angulaires @e départ et darrivée sont

nulles. Le bras moteur et la barre ont méme
jongueur {=0M =KL =1700 mm.

QUESTIONS
1° Déterminer la durée, I"accélération ou la décélération
angulaire de chaque phase.
2° Tracer les diagr des i des vi et
des accélérations ou décélérations angulaires du bras @
par rapport au bali. Indiquer les val érig
remarquables.
3 Donner les expressions des vecteurs vitesse et accéléra-
tion du point M par rapport au bati :
VM/R) et TMIR,),

en fonction de I, &', 8", et exprimées dans la base du
repire Ry.
Applications numériques :

1=1700 mm,

‘=1radfs, & =0.

8 — La figure 34 repré un p R
utilisé sur le moteur & compresseur volumétrique des

véhicules LANCIA. L'air est véhiculé dans le creux
des dents, entre le carter et le pignon.

Pour expliquer le m de géné d'un des
quatre profils extérieurs aux cercles primitifs (C;) et
(G3), adoy le schéma d'étude suivant pour le profil
AB.

Soit (C) un cercle de centre O, de rayon 4a, situé dans
le plan (O, %, 7 ) d'un repére R(O, %, 7,7 ) et lié & ce
repére.

Soit (C') un cercle de centre O, de rayon a, situé dans
le plan (O, %, ¥ ) du repére R et en contact extérieur
en un point I de sa circonférence avec le cercle (C).

Fig. 35.

Soit R, (0, %, ¥;, £ ) un repére tel que :

O0’'=5a%,.
On pose 8 =(%, &,), avec # = wt (w constante positive ).
Soit Ry (0", Xz, 72, ) un repére lié au cercle (C') on
pose :

L -( —E1 -\"z}-
Soit P un point du cercle (C') tel que

OP=af,.

Le cercle (C') roule sans glissel."_iur’lg‘ cercle (C),
c'est-i-dire qu'a chaque instant : Al = [P.
Le taillage du profil s'effectue de la fagon suivante :
Pendant que la machine & tailler réalise le mouvement
de I sans glis t du cercle (C') sur le
cercle (C) la pointe de I'outil décrit & cadence rapide
l'axe (P, £).

QUESTIONS

1° Quelle relation y a-t-il entre o et 67

2° Déterminer I’équation p étrique de la traj

du point P dans le repére R. La tracer pour § € n.;].

3° Déterminer {E(R/R) et T(Ry/R).
4° Calculer V(P/R) (vitesse d’avance).
5° Calculer T'(P/R).
9 — La figure 36 représente le corps (Sg) d'un aérogé-
nérateur & hélice bipale muni d'un empennage lui
permettant de s’orienter dans le «lit= du vent.
Soit Rg(0, Xy, Fo. Z) un repére lié au corps (Sp). Le
rotor (S;) entraine un alternateur électrique situé dans
le corps (S,) et a une liaison pivot d'axe (O, ¥y) avec
celui-ci. Soit R, (O, %}, Jo, 7;) un repére li¢ & (S,). On
pose 0=(%,, 7,), avec
f=wt et w=120rad/s.

Par fort vent un dispositif de mise en drapeau permet
aux pales de I'hélice de pivoter autour de I'axe (O, ;).
Soit R;(0, £, 2, Z2) un repére lié & la pale (S,) tel
que l'axe (O, Z;) soit dirigé suivant la droite de
référence AB de la pale. On pose g=(%,, 7;), en
fonctionnement normal I'angle de calage 8 =20°.
Soit G le centre d'inertie de la pale (S;), tel que

0G= ax, +ci;
a=160mm et c¢=13 mm.

avec
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QUESTIONS
1° Construire le

de P'aérogéné

2° Déterminer la norme du_vecteur vitesse du point G

par rapport au bati R, : ||[V(G/Ry)| lorsque Pangle 8
reste égal & 20°.

3° Déterminer la norme du vecteur accélération du point
G par rapport au biti Re : |[[(G/Rg)] lorsque I'angle
B reste égal & 20°.

Zy
B
B ¥z
8 Yo
0
[©]
Xy

Fig. 36

10 — Le schéma cinématique d'une équilibreuse de
roue de véhicule est donné figure 37:
R(O,%, 7 ) est un repére lié au biti (S) de
I'équilibreuse. Le bras (S;) a une liaison pivot d'axe
(0, £) avec (S). Soit R,(O, £, #,, 7 ) un repére lié 2
(S,). On pose a(f)=(%, x,).
La roue (S;) de centre C a une liaison pivot d'axe
(0, i) avec (8,). Soit R;(C, &, 72, #2) un repére lié
a (S;), tel que

0C=7,

On pose B(t)=(Z, ).
Lorsque la roue n'est pas équilibrée, les effet:
dynamiques font varier I'angle o entre deux bornes qu
peuvent étre mesurées.

Afin de supprimer celle variation, des masselotte:

ppropriées sont pl. sur la périphérie de la jante
Une masselotte d'équilibrage est assimilée & un poin
P, dont la position dans R, est définie par :

CP=ai, +ci,

(a et ¢ sont des constantes positives).

(r constante positive).

QUESTIONS
1° Déterminer le vecteur vitesse du point P par rappor
au béti (S) : V(P/R).

2° Déterminer le vecteur accélération du point P pa
rapport au bati (S) : TP/R).




champ des vecteurs
vitesse et accélération
= des points d’un solide

Deux points, appartenant 3 un méme solide, restant a une
distance constante I'un de I'autre, il est logique de supposer
que leurs vecteurs vitesse, comme leurs vecteurs
accélération, ne sauraient étre indépendants les uns des
autres et que, par conséquent, il existe des relations entre
ces vecteurs. L'objet du présent chapitre est précisément de
mettre en évidence ces relations.

par conséquent, la relation entre les deux vecteurs
vitesse V (B/R) et V(A/R) est la suivante :

V (B/R)=V (A/R) + (3 (S/R) AAB. (1)

Les vecteurs vitesse des points d’un solide vérifient
donc la relation de changement de point du moment
S) d'un torseur. Par suite, le champ des vecteurs
vitesse des points d’un solide répond & la définition-

% ‘ d'un torseur, ce qui nous permet d’énoncer le
‘ théoréme suivant :

1.1. THEOREME

x Le champ des vecteurs vitesse des points du solide
Fia. 1 (S) dans son mouvement par rapport au repére R
g. est représenté, au point A, par le torseur suivant :

Soit un solide (S) en mouvement par rapport & un
repére R(O, ¥, 7, 7). {vem}= {? @/ R)}.
Considérons deux points A et B de ce solide. AlVAR)
Entre la dérivée du vecteur AB dans la base de R
et la dérivée du vecteur AB dans la base d’un repére
lié au solide (S) (repére que I'on notera (S) comme  Définition
le solide) il existe Ia relation :

AR Le torseur {U(S/R)} est appelé torseur cinémati-
@] = ﬁ] +0(S/RANAB que du solide (S) dans son mouvement par rapport
dr Iy dr s au repére R.
or [% _Xﬁ] =0, le vecteur AB étant constant dans REMARQUE

s
la base liée
ed (5), ot Le point A est un polnt Ui an solide (8). Si

[@] =[@] ._[@;_] éventuellement dans un exercice un doute est
dt lg Lde lg L de possible, nous noterons ce vecteur vitesse :
=V(B/R)-V(A/R) V(AES/R).
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1.2. PROPRIETES

Le champ des vecteurs vitesse des points d'un
solide, étant caractérisé par un torseur, posséde
toutes les propriétés du torseur.

Nous allons donc voir 4 quoi correspondent, dans
le domaine de la cinématique du solide, les
propriétés mathématiques du torseur.

1.2.1. Axe central - moment central
Rappels

— Un point central d'un torseur est un point ol le
moment résultant a méme direction que la résultante
générale.

— L'axe central d'un torseur est la droite constituée
par I'ensemble des points centraux (l'axe central
n’existe que si la résultante générale du torseur n'est
pas nulle).

L’axe central a méme direction que la résultante du
torseur.

Supposons le torseur défini en un point O par :

15

Alors le pied H de la perpendiculaire abaissée de
O sur l'axe central est défini par le vecteur :

ﬁnﬁ
R

OH= (2)

— Le moment central d'un torseur est le moment
résultant de ce torseur en un point de son axe

Le moment central a méme direction que |'axe
central du torseur.

Le moment central est le méme en tout point de
I'axe central.

Soit A I'axe central du torseur cinématique du
mouvement du solide %S) par rapport au repére R
(A existe si 3(S/R)#0)

A est appelé axe instantané de rotation et de
glissement dans le mouvement de (S) par rapport &
R, ou axe de viration.

Cet axe central A est défini & toute date f. Lorsque
t varie, A engendre dans (S) et dans R deux surfaces
réglées (surfaces engendrées par une droite) appe-
lées axoides du mouvement de (S) par rapport a R.
Ces deux axoides sont tangentes suivant A.

Illustrations

& Dans un engrenage cylindrigue, si on considére le
torseur cinématique qui représente le mouvement
d'une roue par rapport a4 'autre, nous verrons au
chapitre 4 que :
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cylindre primitif

(S2) de la roue (S;)
]
6 . l\

cylindre primitil
de la roue (S,)

Fig. 3

— L'axe central A de ce torseur est la général
de contact des cylindres primitifs de I'engren
— Les axoides sont les cylindres primitifs.

— Le moment central représente la vitesse
glissement le long de A des cylindres primitifs; «
le cas présent cette vitesse est nulle (dans le
d'un engrenage gauche cette vitesse de glisser
n'est pas nulle).

o Dans un mouvement plan surplan si on consi
le torseur ique qua repr le mouver
d’un plan par rapport & l'autre, nous verron
chapitre 5 que :

— L'axe central A de ce torseur est la d
perpendiculaire aux plans passant par le ct
instantané de rotation [ du mouvement d’un

par rapport a 1'autre.

— Les axoides sont deux cylindres de générat
paralléles & A. Leurs sections droites avec les |
définissent la base et la roulante du mouve
plan sur plan.

— Le moment central est nul, car il représen
vitesse du centre instantané de rotation da
mouvement d'un plan par rapport i l'autre.

1.2.2. Torseurs particuliers
o LE COUPLE

Le torseur cinématique du mouvement du solid
par rapport au repére R est un couple, s'il e

la forme :
V(S/R)}=
(vis/R)= {vwm}
avec V(A/R)#0.



culons le vecteur vitesse d'un point B quelcon-
ue du solide (S) & partir du vecteur vitesse du
point A, en utilisant la relation (1) :
V(B/R)=V(A/R)+{K(S/R)AAB.
Comme :  ((S/R)=D
V(B/R)=V(A/R).
par conséquent, i un instant donné, tous les
yecteurs vitesse des points du solide ont méme
direction. Entre deux instants distincts cette direc-

tion peut changer.
Le mouvement de (S) par rapport 4 R est donc un
mouvement de translation.

__ Mouvement de translation rectiligne

SRV RN Tam
B

(s) (S)
8

(date 1) (date t')
Fig. 4

Le mouvement de translation de (S) par rapport
a R est dit rectiligne si la trajectoire d’un point A
de (S) dans R est une droite.

Dans ce cas, V(A/R) a pour direction la trajectoire

du point A.

— Mouvement de translation circulaire

V(A/R)

Fig. 5

Le m: de translation de (S) par rapport
i R est dit circulaire si Ia trajectoire d’un point A
de (S) dans R est un cercle.
Dans ce cas, V(A/R) change de direction entre deux
dates ¢ et ¢,

e LE TORSEUR A RESULTANTE

Le torseur ciné tique du mou t du solide (S)
par rapport au repére R est un torseur a résultante,

§'il est de la forme :
(Vis/R)= {f_i(sm)}

0
avec {i(S/R)#0.
point A est un point de I'axe central A de ce
torseur,

Calculons le vecteur vitesse d'un point B quelcon-

que du solide (S), situé sur A, & partir du vecteur

vitesse du point A :
V(B/R)=V(A/R)+THS/R)A AR

avec V(A/R)=0.

Le vecteur rotation {¥(S/R) a pour direction A ainsi

que le vecteur AB, par conséquent, le produit

vectoriel de ces deux vecteurs est nul, et :

V(B/R)=0 YBEA.

Le mouvement de (S) par rapport 4 R est donc, &

un instant donné, un mouvement de rotation autour

de A.

Il faut bien préciser que c'est un mouvement de

rotation & un instant donné, car, dans le cas général,

A se déplace dans (S) et dans R lorsque f varie.

Cas particulier

Lorsque A est fixe dans (S) et dans R le mouvement
de (S) par rapport 2 R est un mouvement de rotation
autour de A.

EXEMPLE

Considérons un arbre (S) ayant avec un biti (S;) une
linison pivot d'axe (O, ¥ ).

Dans ce cas, quel que soit le temps, les points de
(S) situés sur I'axe (O, ¥ ) ont une vitesse nulle par
rapport & (Sg). Par suite, le torseur représentant le
mouvement de (S) par rapport & R est un torseur &
Eéwltajnte dont I'axe central est I'axe de rotation
0,f})

123 équlpro]ectlvllé du champ des
vecteurs vitesse des points
d’un solide

V(A/R)

V(B/R)

Fig. 6

Le champ des moments d'un torseur étant
équiprojectif, le champ des vecteurs vitesse des
points d'un solide 'est également.

Cette propriété se traduit par la relation scalaire
suivante :

VA et BE(S): E-?{A}R)zﬁ-wﬂm).—l (3)

Cette relation a une interprétation géométrigue
simple (figure 6) :
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A une date ¢ donnée, les projections orthogonales des
vecteurs vitesse V(A)‘R) et V(B/R) sur un axe de
direction AB sont égales.

REMARQUES

— Les projections orthogonales, de vecteurs, sur
un axe sont des nombres algébriques, donc faire
attention d construire ces projections du méme
cé:; par rapport respectivement aux points A
et B.

— Intuitiv t ce
facilement : un solide étant mdéformabfe par
définition, on comprend que nécessairement, sous
peine de le voir éclater, la vitesse du point A
dans la direction AB doit étre la méme que la
vitesse du point B dans la direction AB.

Fo Fpay

1.3. TORSEURS CINEMATIQUES
DES LIAISONS

Pour les liaisons entre deux solides (S,) et (S;) que
nous avons définies au chapitre I nous allons
indiquer Ja forme du torseur cinématique

{U(S./5)} de chaque liaison.

Ce torseur s'écrit a I'origine du rep
R(O.% 5.7
0(S./S))
V(S,/8:)f= .
{ a { V(0ES,/S))

Mous noterons, quand elles ne sont pas nulles,
composantes des éléments de réduction dans la b
de R par:

¥S,/S,))=ak +BF +vi
V(OES,/S,)=uf +v§ +wi

et nous écrivons le torseur cinémaligue avec
composantes de la fagon suivante :

a u
{U(s./8)}= {ﬂ v }
al? ¥

Pour mettre en évidence les composantes nulle
faut placer convenablement le repére R par rap,
4 la liaison. C'est pourquoi, nous préciserons |
chaque liaison, dans le tableau de la ﬁgme 7,
quel point on peut exprimer le torseur cinémati

ur qu 'il conserve ses composantes nulles, la |
Ff ¥, Z ) restant inchangée (colonne « forme part
liére conservée » du tableau).

TORSEURS CINEMATIQUES DES LIAISONS
Forme Forme
Liaison {U(S./S,))} | particuliére Liaison {U(S8./S,)} | particuligre
conservée conservée
ponctuelle a« u . pivot @ u .
de normale { B v } dep‘(:’gltsz_ ) glissant 0 0 } 4 eng! t"} )
(0,7) oly © 4 daxe (0, %) | ol0 © ¥
linéique
rectiligne @ u points glissiére a u :
d'axe (O, %) 0 v du plan hélicoidale [ 0 0 } d ep(oga L} )
de normale | |y © (0,4, % d'axe (0, %) ol0 0 !
(0.7) u=pa
linéique @ u ass 0 u
4 ére en tout
annulaire B 0 an , RELS. [ 0 0 } X
d'axe (0, %) o{“}f 0} point O d'axe (0, %) olo o point
rotule de g g au pivot _ {g g} points_
centre O % & point O d'axe (0, %) o o de (0, ¥)
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Champ des vecteurs vitesse et des vecteurs accélération des points d'un solide

1.4. TORSEUR
DES PETITS DEPLACEMENTS
DES POINTS D’UN SOLIDE

1.4.1. Déplacements des points
d'un solide

Soit un solide (S) en mouvement par rapport aun
repére R. Notons (1) sa position dans R a la date
t et (2) sa position dans R i la date t' (figure 8).

date
(8)
I date '
(1}
s’)
(R),~ @ ¥
Fig. 8

Soient deux points quelconques du solide (S), notés
Aet Baladate t et A' et B' a la date ¢'.

Définition
Le vecteur AA’ est appelé vecteur déplacement du
point A par rapport au repére R, entre les dates
tett.

De méme, le vecteur BB’ est appelé vecteur
déplacement du point B par rapport au repére R,
entre les dates f et ¢'.

Lorsque la position (2) du solide (S) est quelcongue
par rapport & sa position (1), il n’y a pas de relation
simple entre les vecteurs déplacement des points A
et B. Par contre, si la position(2) est voisine de la
position (1), il existe entre les vecteurs AA' et BB’
une relation analogue i celle qui existe entre les
vecteurs vitesse des points A et B, relation que nous
allons démontrer.

1.4.2. Petits déplacements
des points d'un solide

Posons :

U(B/R)=V(B/R)dt
W(S/R)=TYS/R)dt.
Le vecteur déplacement élémentaire du point A est
en toute rigueur le vecteur AA’ représenté figure 9.

{ T(A/R)=V(A/R)dt

- V(A/R)
A A
trajectoire
de A dans R
Fig. 9

Lorsque dt — 0, on considére que le vecteur
U(A}R) est pratiquement ega.l au vecteur AA' et
qu'il représente lui aussi le déplacement
élémentaire, ou le petit déplacement, du point A
par rapport au repére R.

Définitions
U{A!R) est app 14 4 petit dépl du
point A par rapport au repér! R, a la date 1.
W(S/R) est appelé peit du solide
(S) par rapport au repére R, & la date .

Par suite, entre les vecteurs petits déplacements des
deux points A et B du solide (S) existe la relation :

UB/R)=T(A/R)+ W(S/R) A AB.

relation qui montre que le champ des vecteurs petits
déplacements des points du solide (S) par rapport
au repére R peut étre représenté par un torseur,
que nous écrirons au point A de la fagon suivante :

_ [WEmR)
e A{ﬁwm}’

Définition

Considérons, a la date ¢, le torseur cinématique du
mouvement du soliee (S) par rapport au repére R.
S/R
{vs/r))= {_ff( /R
A\V(A/R)

Entre les vecteurs vitesse des deux points A et B

du solide (S) existe la relation que nous avons

repérée (1) au paragraphe 1 :
V(B/R)=V(A/R)+{¥S/R)AAB.

Posons ¢'=¢ +d: dt représentant un intervalle de

temps élé , et multiplions les deux membres

de I'égalité préoédente par dt :

V(B/R)dt =V(A/R)dt +(}(S/R)dt A AB.

ts des points du solide (S) par rapport

Le lorseur {TL{S,-'R)} est appelé torseur des petits
lu repére R.

REMARQUES

— Généralement, on considére que le solide (S)
a un petit déplacement, par rapport au repére R,
lorsque les déplacements de ses points sont de
quelgues millimétres et sa rotation de quelques
degrés.

— Cette notion de torseur des petits déplacements
est utile pour déterminer simplement le petit
déplacement d’un point particulier d'un solide,
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car ce calcul se raméne, en fait, au calcul du
vecteur vitesse de ce point.

— En résistance des matériaux, on définit le
déplacement du repére principal d'inertie quadra-
tique d'une section droite d'une poutre, entre la
position non déformée et la position déformée de
cette poutre, par un torseur de petits déplace-
ments défini au centre de gravité de la section
droite considérée.

— En métrologie, pour optimiser la position
d'une premiére surface théorique associée a la
surface réelle, nécessaire pour mesurer les écarts
de position et de forme, on définit une deuxiéme
surface théorique associée qui se déduit de la
premiére par un forseur de petits dépl, ts

QUESTION 2
Déterminer la relation entre les angles « et S.

REPONSE

En remarquant que : HA=KA-h
HA=rsina

KA=—Ising (B <0 sur la figure).
On obtient la relation :

avec

I rsinae=-[sing-h

QUESTION 3
Déterminer le petit dépl du point B sulvant P'a

1.4.3. Application

Soit R(O, %, ¥, 7 ) un repére li¢ au béti (S;) d'un systéme
bielle-manivelle représenté par la figure 10.

; ) L
: Xy @z
A
1) G “@6"_
[} KF B B -,
Fig. 10 ® . X2

La manivelle (S;) a une liaison pivot d'axe (C, 7 ) avec
(Sg) telle que : OC=hF (h=>0). Soit R,(C, %, 5.7 ) un
repére lié & (S;). On pose a=(%, i,).

La bielle (S;) d'extrémités A et B a une liaison rotule de
centre A avec (S,) telle que : CA = r&, (r>0) et une liaison
rotule de centre B avec le coulisseau (S,) telle que le point
B décrive I'axe (0, X ). Soit Ry(A, X3, 7, ) un repére
lié & (S;) tel que AB=1I%; (I>0). On pose B=(F, 5).

QUESTION 1
Déterminer les vecteurs vitesse V(A/R) et V(B/R).

REPONSE

Les deux points C et A appartenant au méme solide (S,),
calculons V(A/R) a partir de V(C/R) :

V(A/R)=V(C/R)+TKS,/R)ACA
= O+a'f Ark,
comme I AX, =¥, on peut écrire :

V(A/R)=ra'F;.

Les deux points A et B appartenant au méme solide (S,),
calculons V(B/R) & partir de V(A/R):
V(B/R)=V(A/R)+{¥(S,/R)A AB
=ra'y, +B'TAl%
comme f AX;= ¥, on peut écrire :

[ Ver)=rs+ips, |
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(0, ¥ ) lorsque la manivelle (S,) tourne d'un angle der
partir d'une position o donnée.
Application numérique :

r=20'mm

1=50 mm

k=10 mm

a=30"

da=2°

REPONSE
Le petit déplacement du point B par rapport au repére

est: =
U(B/R)=V(B/R)dt
sachant que : N
V(B/R)= ra'y, +IB'Y;
o a' di =de
S B dt=dp

U(B/R) s'écril =
U(B/R)=r da¥,+ ! dB7;.

REMARQUE

Si t est exprimé en secondes et o' en radians
seconde, da s'exprime en radians.

Soit en projection sur X :

U,(B/R)=—r sin a da—1 sin 8 dp.
Exprimons ce déplacement élémentaire en fonct
de da.
dp s'obtient en différenciant la relation :

rsine=—/[sinfg—-h

s0oit
rcos a da=—1[ cos B df
r_cosa
d'oll  df=—- i §
ol fil J'xoosBd“ (si cos B #0).
Par suite :

U (B/R)==r sin & da +r cos a tg # da

J U,(B/R)=~r[sin a —cos a tg 8lda. -‘

Application numérique
Avec les valeurs proposées :

sinf= —;UH-rsin a)=-04

d'oin B=-23,58"

et U,(B/R)==0,61 mm.
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Soit un solide (S) en mouvement par rapport & un
mpél.‘c R(O,f‘i Z’) o
Considérons deux points A et B de ce ‘solsde.

atre les vecteurs vitesse des deux points A et B
du solide (S) par rapport au repére R, nous avons
établi la relation (1) (voir paragraphe 1) :
V(B/R)=V(A/R)+T}S/R) A AB.

Pour obtenir la relation entre les vecteurs accéléra-
tion des deux points A et B du solide (S) par rapport
au repére R, dérivons les deux membres de cette
égalité par rapport a la date f, pour un observateur
lié au repére R.

[£ V(B/RJL =[5 Vam] .

+[5; (@s/mnAE)] .
Soit
F(B/R)=T(A/R) + [ TUS/R)] AAB

23
+§(S/R}n[:7 Iﬁ]ﬁ_
Pour calculer [% E]R utilisons la base liée & (S) :
[ [ ] o

d
Le vecteur [E Kﬁ] est nul car le vecteur AB est
8

constant dans (S).
Par conséquent, la relation entre les 2 vecteurs
accélération T(B/R) et T(A/R) est la suivante :

T®/R)=T(A/R) + [% i‘i(sm] AAB
+ (SR A[B(S/R) A AB]. | @)

Les vecteurs accélération des points d'un solide ne
vérifient pas la relation de changement de point du
moment d’un_torseur a_cause de l'existence du
dernier terme (S/R)A[B(S/R)AAB]. Par suite, le
champ des vecteurs accélération des points d'un
solide n’est pas représentable par un torseur.

REMARQUE

Si nécessaire, pour bien préciser que le point A
est lié au solide (S) nous noterons le vecteur
accélération :

T(AES/R).

Application

Soit RO, %, 7, 7) un repére lié & un bati (S;).
Considérons un solide (S) ayant avec (Sg) une liaison
pivot d'axe (O, £ ) (figure 11).

Xy

o a(t) e

Fig. 11

Soit R,(0, &, _'Tr,.j'; un repére lié & (S).
Posons a(t)=(x, x,).
Soit P un point du solide (S) tel que

OF=a%, (a: constante positive).

QUESTION

Déterminer le vecteur accélération du point P par
rapport au repére R : T(P/R).

REPONSE

En écrivant entre les points O et P la relation (4), on
obtient :

I'(P/R)=T(O/R) + [% ﬁ:sm] kaﬁﬁ

+TUS/R)A[TI(S/R)AOP].
Le point O étant fixe dans le repére R :
T(o/rR)=0.
De plus :
Q(S/R)=a'?

d s
et [ ﬁ(sm]n —aL
Alors

T(P/R)=a"7 nai, +a'? Aa'T rak,).

En remarquant que 7 A ¥, =, T(P/R) s'écrit :
T(P/R)=ac"§, + a'f Aaa'F,.
Soit, avec ¥ AF=—%;:

T(P/R) = aa"§, — aa?%,.
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A SAVOIR

PROBLEME RESOLU

Soit R(0, %, 7, 7 ) un repére lié a un bati (S,)
(figure 12). Une tige (S), de longueur I,
d’extrémité A et B, d'épaisseur négligeable, a
une liaison linéigque annulaire de centre A, d'axe
(0, ) avec (S,) et une autre liaison linéique
annulaire de centre B, d’axe (O, ¥ ) avec (S,).
Soit R, (A, X,, ¥, 7) un repére lié i la tige (S)
tel que AB=/(7,, on pose a=(%, ¥,).

I oz "'
¥
B i
s @«
o A e
Fig. 12
QUESTION 1

Déterminer {U(S/R} au point A.

REPONSE

Ce torseur est constitué des deux vecteurs

suivants :
W(S/R)
TEE A{?{A/R}

avec
(S/R)=a'7
et ?(A;R)=[dijl- m] =[‘f—l I sin af]
=la’ cos aX

donc

a'f
UV(S/R)t= 2
{us/ml A{Ia:’ cos af}

QUESTION 2

Déterminer le moment central et I'axe central d
ce torseur.

REPONSE

Les deux éléments de réduction du torseur soi
perpendiculaires, par conséquent ce torseur e:
a résultante et par suite son moment central e:
nul.

L'axe central A a méme direction que |
résultante générale du torseur, soit 7.

Notons I [lintersection de A avec le pla
(0.%.7)

Le moment central étant nul :

V(es/R)=0.

Connaissant le torseur au point A, la position d
point [ est donnée par la relation (.
paragraphe 1.2.1

7y a'f Ala' cos aX
(2)

Ce point 1 est le quatriéme sommet du rectang
BOAIL

REMARQUE

Le point 1 est appelé centre instantané .
rotation du mouvement du plan (A, £, ¥,) p.
rapport au plan (0, ¥, f{
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e

QUESTION 3

e

péterminer les axoides du mouvement de (S) par

rapport aR.

REPONSE

Les axoides sont les surfaces engendrées par A

dans (S) et dans R. Comme A a méme direction
pe 7 les axoides sont des cylindres de génératri-

ces paralléles & 7. Ces axoides seront donc
déterminées par leur section droite avec les plans

(0.5, 7) et (A X,7)
Ce qui revient a chercher les lieux de I dans R

et R,.
— Lieu de I dans R (base du mouvement).

Remarquons que OI=1 (figure 12), par suite le
lieu de I dans R est le cercle de centre O de

rayon L.
— Lieu de I dans R, (roulante du mouvement).

Remarquons que I'angle AIB est droit, par suite
le lieu de 1 dans R, est le cercle de diamétre AB.
QUESTION 4

Calculer V(B/R) de deux fagons :

a) en dérivant le vecteur paosition OB,

b) & partir de V(A/R).

REPONSE

a) V(B/R)= [;—‘ ﬁﬁ]n= [% 1 cos oy ]R

[ ¥B/R)=—ta'sin 5. |

b) V(B/R)= V(A/R)+T(S/R)A AB
=la’ cos aX +a'7 AlF,
=la' cos aX —la'%,
sachant que X, =cos aX +sin ay
V(B/R)=la' cos aX —la'(cos aX +sin a§ ),

soit [ V(B/R)=—Ia’' sin a §. |

REMARQUE

La trajectoire du point B étant connue la
premiére méthode de calcul est préférable.

QUESTION 5

Calculer le vecteur vitesse du point O, supposé lié
a (§) & I'instant considéré, par rapport au repére
R : V(OES/R).

REPONSE

La méthode pour calculer V(OES/R) est de
passer par l'intermédiaire d'un point qui appar-
tient sans ambiguité au solide (S), par exemple
le point A. Autrement dit d'appliquer aux points

—

O et A la relation entre les vecteurs vitesse de
deux points d'un solide.

V(0€S/R)=V(A/R)+TUS/R)AAD
=la’ cos aX +a'? Al sin a¥
avec 7 AX =¥, on obtient
V(OES/R)=la’ cos aX —la’ sin a¥
soit

V(OES/R)=le(cos af —sinaj ). |

QUESTION 6
a) Calculer le vecteur accélération I'(A/R) en
dérivant le vecteur vitesse V(A/R).

b) Calculer le vecteur accélération T(B/R) en
dérivant le vecteur vitesse V(B/R).

ic‘) Retrouver P’expression de I'(B/R) & partir de
(A/R) en utilisant la relation 4 du paragraphe 2.

REPONSE
o Tam=[ vam) = [ o cos ax |

R
X étant constant dans R:

| I'(A/R)=Il{a" cos a —a" sin a}¥. |

b) TB/R)=[ 3 ve/m)]

=[% (~la'sinaF )]n

¥ étant constant dans R :

l T(B/R)=—I{a" sin a + &' cos a) . I

¢) Utilisons la relation (4) du paragraphe 2 entre
les points A et B :

T‘(B/R)=T‘(A{R)+[§? ﬁ(s;R)] AAB

+ﬁ(S/R)T\[ﬁ(S/R)nK§]
soit en remplagant :
T(B/R)=I(a" cos a —a” sin a) ¥ +a"7 AlF,

+a'i A’ AlY,)
en effectuant les produits vectoriels :
T(B/R)=I(a" cos « — a” sin a) ¥ — la"%, — la"7,
et en notant que :
{f,=m aX +sinay
Yi=—sinaX +tcos ay

on obtient :

F(B/R)=—l{a" sin a +a” cos a ) ¥ I
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QUESTION 7

Calculer le vecteur accélération du point O,
supposé lié a (S) a I'instant considéré, par rapport
au repére R : I'(OES/R).

REPONSE _

Comme pour calculer V(OES/R), on calcule
I'(OES/R) en passant par [intermédiaire du
vecteur accélération connu d'un autre point du
solide (S), par exemple le point A.

d -
f(OES/R)=T(A/R]+[a—IQ(S;’R)] AAD
R
] +HS/R)A[TUS/R)AAD]
soit en remplagant
T(OES/R)=l(a" cos a —a" sin a)§
+a"f A—lsineX +a'7 Ala'? A—I sin aX )
en effectuant les produits vectoriels :

T(OES/R)=I(a" cos a — o™ sin a) £
~la" sin ¥ +la'? sin aX

50it

MOES/R)=la"(cos aX —sinaf ).

REMARQUE

— Pour calculer V(OES/R) surtout ne pas
dériver le vecteur position du point O dans le
repére R. Cette opération n'a jamais été
définie et de plus elle donne un résultat faux.
En effet, le vecteur position du point O dans
le repére R est le vecteur nul, et en appliguant
les régles de dérivation habituelles, qui igno-
rent que le point O appartient au solide (S)
a l'instant considéré, on trouverait un vecteur
vitesse nul. =

I — Pour calculer I(OES/R) surtout ne pas

dériver V(OE S/R), pour les mémes raisons
que précédemment.

CONSEILS POUR LA RESOLUTION

— La relation V(B/R)=V(A/R)+{(S/R)AAB
ne s'applique qu'entre deux points A et B liés au
solide (S) a I'instant considéré.

— Soit P un point en mouvement par rapport au
solide (S). Pour calculer, 2 un instant donné,
V(PES/R) passer par I'intermédiaire d’un point
appartenant effectivement au solide (S), par
exemple A, pour écrire la relation :

V(PES/R)=V(A/R)+(S/R)AAP.

Surtout ne pas dériver le vecteur position du poind
P dans le repére R.

— Pour calculer F(PES/R) procéder de la méme
fagon. Surtout ne pas dériver V(PES/R).

— Pour appliquer graphiquement le théoréme de
I'équiprojectivitt du champ des vitesses d'un
solide faire attention de bien porter les projections
des vecteurs vitesse du méme cHté des points
considérés.

De plus, ce théoréme ne s’applique qu'entre deux
points d'un solide.

EXERCICES AVEC REPONSES

I — Le dispositif représenté figure I3 est une parlie
du mécanisme de prise de passes automatiques d'une
machine & fileter.

La rotation de la came @ autour de I'axe (0, &)
provoque la rotation autour de I'axe (A, 7 ) du levier

qui entraine la bicllette .donc la rotation autour de
P'axe (E,7) de la pitce . Par I'intermédiaire du
cliquet , @ engendre la rotation de la roue a
rochet o et du pignon autour de (K, ).
L'engrenage 0 provoque la rotation de
I'excentrique @ autour de (M,Z) qui permet le
déplacement d'une butée (non représentée sur la figure)
en contact avec @ au point N.

Le but de I'élude est de déterminer, dans la configura-
tion proposée, le vecteur vitesse du point N de
I'excentrique par rapport au biti : V(N €10/0), con-

naissant le vecteur vitesse du point C de la came par
rapport au bati : V(CE1/0), représenté sur la figure.
En supposant que le galet roule sans glisser sur la
came (b on admetira que :

viCe1/0)=V(CE2/0).

QUESTIONS
L Déterminer graphiquement le vecteur vitesse :
V(H € 7/0); sachant que

IV e1/o]| = 1100 mm/s.
2° Déterminer $1(7/0) et £1(10/0). Pour cela, on admettra
que :

V(HET/0)=—50F +4005.

3" En  déduire la morme du vecteur vitesse

VINE 10/0).

60



Champ des vecteurs vitesse et des vecteurs accélération des points d'un solide

=

\Z

5 ‘llf‘ g
[y
"N&mwﬂl _

;
»\ﬂ

©z

A

(0/120)A & _

d/ER

(ora)a

Fig. 13

61



Cinématique

REPONSES
1° En appliquant le théoré de  I'équi-
projectivité du champ des vecteurs vitesse des points
d'un solide successivement entre les points C et B de
,BetDde(4),DetFde(5), FetHde(6)ondétermine
(HE7/0). On trouve que
|V(HE7/0)|| =400 mm/s.
2° [(7/0)=~12,57 et £1(10/0)=3,467
3° T(NE10/0)=—128,02% +6,927
et [ViNe10/0)] = 128,21 mm/s.

2 — Le dispositif représenté figure [4 permet de
cenirer entre pointes des troncs d'arbres pour les
dérouler en feuilles sur une i log;

4 un tour. Ces feuilles seront ensuite collées entre-elles
pour obtenir du contre-plaqué multiplis.

Le vérin(V)articulé surle bﬁﬁ@en Netsurlapince

en A, permet par l'intermédiaire des biell @e;
d’entrainer en rotation par rapport au bati les pinces
autour de (F, ), @ autour de (D, 7 ) et @ autour de
(K. %)

Le but de 1'étude est de déterminer les vecteurs vitesse
par rapport au biti des points des piéces @ @cl@cn
contact avec le tronc d’arbre.

QUESTIONS

1° Connaissant le vecteur vitesse du point A par rapport
au biti : V(Af0), dé i graphis le vecteur
vitesse des points de contact R, T, S des 1, 2 et
3 avec le tronc d’arbre: V(RE1/0), V(SE2/0) et

V(Te3/0).
2° Expliquer pourquoi ces vecteurs vitesse sont de méme
norme.

REPONSES

1° Voir figure I4.

— D est le centre de rotation de la pince @ par rapport
au biti : V(SE2/0) est directement déterminé & partir
de V(A/0).

— Aprés avoir déterminé V(C/0), appliquons le théo-
réme de 1'équiprojectivité du champ des vecteurs
vitesse des points d'un solide entre les points C et G
de (4), pour tracer V(G/0). F est le centre de rotation
de la pince par rapport au @ti: V(RE1/0) est
directement déterminé & partir de V(G/0).

— Aprés avoir déterminé V(E/0), appliquons le théo-
réme de I"équiprojectivité entre les points E et H de
pour r V(H/U). K est le centre de rotation de la
pince par rapport au biti. V(T €3/0) est directement
déterminé A partir de V(H/0).

2° Ces vecteurs vitesse sont de méme norme car le
parallélogrammes HEDK et CGFD sont identiques
les points R et S sont disposés de la méme fagon p:
rapport & GF et ED, ainsi que les points S et T p:
rapport & CD et HK. Cette condition est nécessair
pour éviter de mater le bois lors du serrage.

3 — La figure I5 représente un pendule double const
twé de deux tiges OA et AB.

14
¥z
a
A @z
P B
x4
B %
x
Fig. 15

La tige OA est en liaison pivot d'axe (0, 7 ) avec |
biti. La tige AB est en liaison pivot d'axe (A, 7 ) ave
la tige OA.
Soient trois repéres: R(O, % 7, ) lié av bét
R (0, %, 71, ) 1ié & la tige OA et Ry (A, 5, 72, 7 ) i
a la tige AB, tels que :

OA=af, (a>0)

AB=bi, (b>0)

a=(X%, %)

B=(% %)

QUESTIONS

Déterminer :
1” Le vecleur vitesse du point B par rapport au repér
R : V(B/R).
2" Le vecteur vitesse du point B par rapport au repér
R, : V(BIR,).
3" Le vecteur vitesse du point B appartenant au repér
R, par rapport au repére R : 7(BERJR).
4" Le vecteur accélération du point B par rapport a
repére R : T(B/R).
5° Le wecteur accélération du point B par rapport a
repire R, : T(B/R,).
6" Le wecteur accélération du point B appartenant a
repére R, par rapport au repére R :

T(BER,/R).
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SuoiL

Fig. 14
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REPONSES

1° V(B/R)=aa'F, + bB'F.

2° V(B/R,)=b(B'— a') 7.

3° V(BER,/R)=aa'f, + ba'F,.

4° T(B/R)= aa"§, - aa’%, + bB"7, — bB™%;.

5° T(B/R)=b(B"— a") J2 = b(B' — 'V Fa.

6° T{BER,/R)=aa", - aa"%, + ba"; — ba"%,.

4—Le ipul. hématisé  figure 16 est
constitué :

Fig. 16

— d'un  bAti  (Sp)
R(0, %o, Fo. %)

— d’un bras (S,) en liaison pivot d’axe (O, Z,) avec
le bati. R, (O, &, 71, Z) est un repére lié & (S,), on
pose a=(%, i),

auquel est lié le repére

Y1 “
]

— d'un bras (S;) en liaison pivot d’axe (A, #) avec |
bras (S,). Ry(A, %2, ¥, ) est un repére lié & (5;)
qiie 0K = a¥,, on pose g =(%,, &),

— d'une téte (Sy) en liaison pivot d'axe (B, Zp) ave
le bras (S,) telle que AB=bi,.

Le manipulateur est immobilisé dans la position a = 3(
et B=20° On donne a =300 mm et b =400 mm

QUESTION

De quelles valeurs doivent varier les angles « et 8 pou
que le centre B de la téte se déplace de —3 mm suivar
Xy et de +1 mm suivant §,?

REPONSES
da = —0,65°
df =1,52°.

5 —Soit R(0, % 7, 7) un repére lié au bati (0) d'u
égul 4 boules schématisé Iindique :

figure 17,

Le corps @ a une liaison pivot d'axe (O, ¥ ) avec @
Soit R (0, % 7. 7,) un repére lié a (1).

On pose : a(t)=(7 7).

Le levier (2} a une liaison pivot d'axe (A, , ) avec G
Soit Ry(A, %3, 2, #;) un repére lié & (2). On pose
OA=1r5, (r>0) et B(1)=(Z, &2).

Le levier (3 ) a une liaison pivot d’axe (B, Z, ) avec G
Soit Ry(B, X3, ¥, ;) un repére lié 4 (3). On pose
AB=I%; (1>0).

La piéce a une liaison pivot glissant d’axe (O, I

Fig. 17
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I

D est situé sur I'axe {0, & ). La pigce
pivot d'axe (C, Z,) avec

BC=15s.

QUESTIONS
QUES [TUNS
Déterminer :
1* Les vecteurs rotation :
awoe, e, BE/0),
29 Les vecteurs vitesse du point B :
v®i1), VBelo),
3° Les vecteurs vitesse du point C :
Vicin, Viceze), VCio).
4° Les vecteurs accélération du point B :
fem, TFeeyon, T®0).

a@3/2).

V(B/0).

,MSDitR.(D. z, 5. z"]unrePé.re!i’h@_Le:p_oinl
a une liaison
. On pose : DC=r7, et

REPONSES

1° Q(1/0)=a'f
D2/0)=a'F +p'F,
fiG3/0)=a't - p'7,
0(3/2)=-28"%.

2° V(B/1)=18'%>
V(BE1/0)=a'(r +1 sin B)F,
V(B/0)= 8"+ a'(r +1 sin B)7,.

3° V(C/2)=-218'7;
V(CE2/0)=ra'i, +18'(5+ F3)
V(C/0)=ra', = 2Ig" sin B

4° T(B/1)=1p"F,— IB"%
T(BE1/0)=(r+1 sin B)(a"f, - aF))
T(B/0)=1B"F,— Ip%,+(r +1 sin B)

(a"%;— %)) + 2la’p’ cos B1,.

6 — Le mécanisme du releveur de fil d'une piqueuse
plate est constitué comme I'indique la figure 18,

Fig. 18

Le plateau moteur @ et le levier du releveur de fil @
ont une liaison pivot, respectivement d'axe (O, 7) et

(A, ), avec le bati @ de la machine.
L_e releveur de fil @ est articulé avec @ et @ par
l'intermédiaire de deux liai pivot, respecti

d'axe (B, 7 ) et (C, 7).
Le fil passe par le trou centré au point D.

QUESTION

Connaissant le vecteur vitesse du point B par rapport
au bati (0), détermi hi , dans Ia configura-

tion proposée, le vecteur vinem du point D par rapport
an béti .

7 — La figure 19 représente une pompe & eau & trois
bielles. Le mouvement est donné par un moto-
réducteur électrique tournant & 36 tr/min dans le sens
trigonométrique.

Sur I'arbre moteur est fixé une roue dentée @ qui
engréneavec un pignon(2 ). La ma.nive.lle@ﬁl‘.solidaim

du pignon (2 ). Les liaisons aux points D et E sont des
liaisons rotule ; E est un point fixe du béti@. EnF les
trois bielles L et 7 sont articulées autour de
l'axe 6 .

La bielle o entraine le piston (8 ) qui se déplace dans le
cylindre 0 .

On donne : OA=55mm, AB=33 mm, BC=I1 mm,
CD=50mm, OE=8%7 mm, DF=EF=FG=100 mm,
a=35°

QUESTION

Déterminer graphiquement 3 I'instant de la configuration

de la figure (o =35"), la vitesse de translation du piston
par rapport au biti .
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2117l

/ LT

Fig. 19

8 — Soit R(O, %, , £} un repére 1ié au biti (1) d'une | Le poingn (1) a une liaison glissiére d'axe (0, £ ) av
petite machine & cambrer une série de pitces le bétim@. Sa translation est assurée par un systéme
(figure 20). genouillere constitué d'une biellette articulée en
avec le biti, et d'une biellette articulée en C avec

OC\ — P La tige d'un vérin pneumatique, dont
¥ corps @ a une liaison pivot d'axe (B, ) avec le bi
agit sur le point d'articulation A des deux biellettes (
et (3).
? a 2 L4 Données géométriques :
A OA=AC=1[=100 mm;
i B = ! OB=h% +d7, avec h=9%mm, d=150mm

Soit if le vecteur unitaire tel que OA = 1@ et 7 le vect
unitaire directement perpendiculaire a i,

a=(% i)
On pose :
{B =(AB, 7).
Le systéme étant immobilisé dans la position a =
la tige sort du corps du vérin d’une longueur A =5 n

QUESTIONS

1° Déterminer la relation entre A et le petit déplacen
du point A (on mégligera les infiniments petits

/«lr——-@ r———@ deuxidme ordre).
2° Calculer cos 8 en fonction de h, d, [, et a. En déd

M=,

la valeur numérique de la variation angulaire da

I'angle e,

3° Déterminer le petit déplacement du poingon
M) Fig. 20 rapport au biti.
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— des mouvements

Dans le calcul du vecteur vitesse ou du vecteur accélération
d'un point d'un solide par rapport & un repére il est souvent
plus facile de passer par I'intermédiaire d'autres repéres. Le
but de ce chapitre est donc d’établir les relations qui existent
entre les différents mouvements de repéres les uns par

rapport aux autres.

Soit un solide (S) en mouvement par rapport 4 deux

mpém R{O: fv }‘;v z) et Oov fou j"-n. Z'l? eux-
mémes en mouvement I'un par rapport A |'autre.
Soit P un point du solide (S). Cherchons la relation
entre V(P/R,) et V(P/R). Pour cela calculons
V(P/R,). Par définition :

VR =[5 '6.‘.?]%-

% o L ()
Zp
°

Fig. 1

En écrivant que O,P=0,0 + 0P
Wemo-[30]_[2o0]

Xy

d e
En remarquant que : [a @] =V(0O/R,) et en
utilisant la relation de dérivation mise en évidence

soit en remarquant que WP,’R)=[£ @] :
R

V(P/Ro)=V(P/R)+V(O/R,) + TR/R)ADP. (1)

Si on suppose le point P lié & R, V(P/R) est nul et

la relation précédente s’écrit :
V(PER/R,)=V(O/R,) +{}(R/R,) A OP

qui est [a relation entre les vecteurs vitesse de deux

points O et P d'un solide lié & R.
Alors la relation (1) ci-dessus peut s'écrire :

| Vem)=V@m+veerry. | @

Définitions
o V(P/R,) est appelé vecteur vitesse absolue.
© V(P/R) est appelé vecteur vitesse relative.
e V(PER/R,) est appelé vecleur vitesse d’en-
trainement.

REMARQUE
Si le point P n'appartient pas au solide (S), celte
relation doit s'écrire :

VPESR)=VPES/R)+VPER/R,).| (3)

Application

Considé le mé plan d’entr d'une

au chapitre 2 (relation 6 paragraphe 5.2)
d d
['d_: ﬁ]l: [E ﬁﬁ]k +0(R/R,)A OP
V(P/Ry) 5*éorit :
va/&)=?(0/11‘,)+ [% 0_15] +T(R/Ry) A OP

pompe & main représenté figure 2.

Soit R(0, %, ¥, 7 ) un repére lié a un bti (Sg).
Le levier (5,) a une liaison pivot d'axe (0, 7 ) avee (Sq).
Soit R,(0,, %), ¥, 7) un repére lié & (S,). L’axe
(0y, #;) est dirigé suivant I'axe du levier.

La tige (S,) a une liaison glissiére d’axe (O, ¥ ) avec
(Sp) et le centre A d'un maneton lié & (S,), situé sur
(0, ¥ ), décrit I'axe (O, ) lié a (S,).
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V(B/R)

Fig. 2
QUESTION

Connaissant le vecteur vitesse de translation de la tige
(8;) par rapport au repére R, déterminer graphiquement
le vecteur vitesse de I'extrémité B du levier (S,) par
rapport au repére R.

REPONSE

Appliquons au point A la relation (2) de composition

des vecteurs vitesse entre les repéres R et R, :
V(A/R)=V(A/R;)+ V(AER,/R).

V(A/R) est connu, il a méme direction que le vecteur

unitaire X,

V(A/R,) a pour direction O,A.

V(AER,/R) est le vecteur vitesse du point A, supposé

lié & R,, par rapport & R. La liaison entre (S,) et (5,)

étant une liaison pivot d'axe (0, 7 ), tout point lié &

(8,) décrit dans R un arc de cercle d'axe (0, 7).

Le vecteur vitesse V(AER,/R) est donc perpendicu-

laire au rayon O, A de la trajectoire du point A, supposé

U(sll

Fig. 3
Définition
Le vecteur vitesse de glissement au point P
solide (S;) par rapport au solide (S,) est le vecte

¥ vitesse d’entrainement du point P dans le mown
i ment de (S,) par rapport a (S,), soit :

Propriété

Le vecteur vitesse de glissement au point P du soli

(S,) par rapport au solide (S,) est paralléle au pl

tangent commun en P i (S,) et (S,).

Pour démontrer cette propriété appliquons en P

relation (2) de composition des vecteurs vites

entre (S,) et (S,).
V(P/S,)=V(P/S,) + V(PES,/S,)

soit :
V(PES,/S,)=V(P/S,)- V(P/S,).

REMARQUE

Lorsque deux solides (S,) et (S;) sont en cont,
en un point P il faut toujours distinguer en
point, d un instant donné, trois peints :

— un premier point lié¢ d (S,),

— un deuxiéme point lié 4 (S;),

— et le point géométrique de contact, n'app
tenant ni d (S,) ni 4 (S,;), qui au cours

lié 4 R,.

D'oit la construction de la figure 2 pour déterminer
V(AER,/R).

Le vecteur vitesse du point B par rapport a R : V(B/R)
se déduit du vecteur vitesse V(AER,/R) en remar-

quant que dans un mouvement de rotation les normes
des vecteurs vitesse sont proportionnelles  la distance
des points considérés & l'axe de rotation. D'oi la
construction graphique de V(B/R) utilisée figure 2.

Considérons deux solides (S,) et (S;) en contact
ponctuel au point P. Soit (IT) le plan tangent
commun en P a (S,) et (S,).
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t se déplace sur (S,) et sur (S,).

Soit (C,) la trajectoire du point P sur la surf
extérieure de (S,) (figure 4). V(P/S,) a mé
direction que la tangente Pt, & la courbe (C,).

V(P/5;)

(S4)

Or le plan tangent en P a (S,) est défini par
deux tangentes Pt, et Pt} & deux courbes (C,
(C}), de la surface extérieure de (S,), concourar
en P.
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par conséquent V(P/S,) est paralléle & (IT). De
méme pour V(P/S,).

par suite V(PES,/S,) est paralléle au plan tangent
commun en P & (5,) et (S,).

Définition
|On dira que (S;) roule sans glisser sur (S,) si:

Application

Considé le méc
tige par un excenlrique.

de d'une

plan de

A
¢/®
¥i Al | =
S 2 A
o X
Q
z

Fig. 5
Soit R(O, %, ¥, £ ) un repére lié au bati ().
L trique (S) est imilé & on disque de centre
C, de rayon a. (S) a une liaison pivot daxe (O, 7)
avec (£). Soit R, (0, &, #,, ) un repre lié i (S) tel

que :

OC=ei, (e>0)
On pose : 0=(% %)
La tige (T) a une liaison glissiére d’axe (O, 7 ) avec (2).
(S) et (T) sont en contact ponctuel en un point [ de
la section droite extréme de la tige.

QUESTION

Déterminer le vecteur vitesse de glissement au point I
du mouvement de (S) par rapport a (T) : V(IES/T).

REPONSE

Les mouvements de (S) et (T) étant connus par rapport
A4 (Z), appliquons au point I la relation (3) de
composition des vecteurs vitesse entre (S), (T) et (Z)
ou R.

V(1eS/T)=V(IeS/R)+ V(IER/T)
s0it en remarquant que
V(I eR/T)=-V(IET/R)
V(1es/T)=V(1eS/R)—V(IET/R).

Pour calculer V(IES/R) p
point O : _
V(1leS/R)=V(O/R)+TLS/R)a Ol

0 étant I'origine du repére R : V(O/R)=0; d'autre part
Ol=0C+CI,

soit Ol = e, + a¥.

Par conséquent,

VIIES/R)=0'T ek, +ay )=¢'(eF; —af ).

La tige ayant un mou t de ion rectiligne

par rapport & (Z), tous les points de la tige ont mé

vecteur vitesse, & un instant donné, par rapport i R.

Donc V(IET/R)=V(A/R).
A : point de la section droite extréme de la tige situé
sur I'axe (O, 7).

V(A/R)= [:4, ':TX]R

par I'intermédiaire du

d § & ]
[dl‘ (a+_¢ sin 8)§ "
=el' cos B7.
Par suite :
V(1ES/T)=0'(e¥, — af )—ed’ cos 8.
En projetant sur £ et ¥ les vecteurs de la relation
ci-dessus nous vérifions que le vecteur vitesse de

glissement est bien paralléle au plan tangent commun
en 14 (8)et(T)

| Vaesm=-e@+esinorz |

Soit un solide (S) en mouvement par rapport & deux

ui existe
S/R) et

repéres R et R,. Cherchons la_relation
entre les trois vecteurs rotation {(S/R,),
B(R/R,).

Pour cela appliquons la relation de changement de
base de dérivation, mise en évidence au chapitre 2
(relation 6, paragraphe 5.2), 3 un vecteur U
quelconque. Nous pouvons écrire successivement :

P i R

D), =[], +smng.

En ajoutant membre & membre ces deux égalités,
il vient :

[g];[%];[msmnmnm)]nﬁ

d'autre part, nous pouvons écrire directement entre

(S)etR,:
dU7] _dU
ar, L], v mann.
En comparant ces deux expressions de [1—!] nous

en déduisons la relation (4) de composition des
vecteurs rotation :

| Gemo=dem+a®ry. | @
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Apg[icaﬁon avec
Considé le sché inématique d'un train épicy- (Pmduit des nombres de dents des)
cloidal 4 axes paralléles constitué de cing éléments K =1 roues menantes des engrenages
(fe. 6): 7 fproduit a bres de dents d
— deux arbres (S,) et (5,) coaxiaux, ( i ces nom £-dents “)
— un satellite (S), roues menées des engrenages

— un porte-satellite (PS), = : = 3

— un bati (Sg). ol n=nombre d'engrenages 2 contact extérieur.

r“ Dans le cas présent, les nombres de dents des roues
étant indiqués sur la figure, nous avons :

ZaZc

K= +2A%¢

ZoZn

N O

REMARQUES
— La relation de Willis aurait pu étre obtenue
en écrivant que les cylindres primitifs des différen-
tes roues en contact roulent sans glisser 'un sw

Fig. 6

Soit R(O, &, #, £ ) un repére lié & (Sy). L'axe (0, %)
est paralléle a 'axe des roues.

0s/R)=w X
Posons : WUS/R)=w ¥

THPS/R)=wi.
QUESTION

Déterminer Ia relation entre @,, w; et @ (relation de
Willis).

REPONSE

Remarquons que pour un observateur lié au porte-
satellite (PS) les axes géométriques de toutes les roues
sont immobiles.
Or nous savons calculer, pour un tel observateur, une
fois fixé un sens de parcours de la chaine cinématique
du train d’engrenages, le rapport entre la vitesse de
rotation de I'arbre de sortie et la vitesse de rotation
de I'arbre d’entrée.
Calculons TXS,/PS) et {U(S,/PS) (relation 4, para-
graphe 3).
1S, /PS)=1US,/R) ~ TUPS/R) = (@, ~w)
1U(S/PS)=1U(S,/R) ~ TUPS/R) = (w; — w) X
Pour un tel observateur le rapport entre la vitesse de
rotation de I'arbre de sortie et la vitesse de rotation
de I'arbre d'entrée est égal 3 la raison K du train
d'engrenages,

% Wy — @
d'ol 2 oK
Wy
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lautre.
— La relation de Willis s'écrit aussi :

I w;— Ko, +(K-1)w=0.

Par conséquent, nous p s dire qu'un trair
épicycloidal est un mécanisme qui réalise um
fonction linéaire et homogéne entre trois vitesse.
de rotation.

4. vecTEURS ROTATION DE
ROULEMENT ET ROTATION
DE PIVOTEMENT

11,(S2/5)

1(S,/S,)

1,(S2/S1)

;

(S4)
Fig. 7

Soit (S,) et (S;) deux solides en contact ponctu

au point P. Notons (I1) le plan tangent commun

P a (8,) et (S,).

Soit ((S,/S,) le vecteur rotation du mouvement «

(S,) par rapport a (S,).

Posons §1(S,/S,)=11,(S,/S,)+0,(S./S,), avec
{ﬁa(s,fs,) perpendiculaire au plan (IT)

0,(S./S)) paralléle au plan (I1).



Composition des mouvements

Définitions
o 13,.(5./S,) est appelé vecteur rotation de pivote-
ment du mouvement du solide S, par rapport au

solide (S;)-
o 11,(5./S,) est appelé vecteur rotation de roule-
meni du mouvement du solide (S,) par rapport au
solide (S,).

AEEIication
Considérons un variateur & plateau, réglé dans une
position donnée, dont le schéma cinématique est

représenté figure 8.

Fig. 8

Soit R(0, %, ¥, 7 ) un repére lié & un biti (S4). Un
disque (S,) de centre C,, de rayon r, a une liaison
ivot d'axe (O, ¥ ) avec (Sp). Le centre C, est sur
{6, ) et le plan de (S,) est perpendiculaire (O, ¥ ).
Un plateau circulaire (S;) de centre C; a une liaison
pivot glissant d'axe (O, 7 ) avec (S;). Le centre C; est
Eur (lil.?.'] et le plan de (S;) est perpendiculaire a
0,z7)

Le plateau circulaire (S,) roule sans glisser sur le disque
(Sy) en un point I tel que :

Cil=nt (r>0).
{ AU\ /R) = ajf
TUS,/R)=a3i.

On pose :

QUESTION 1

Déterminer la relation entre la vitesse angulaire o} du

plateau (S;) et la vitesse angulaire a} du disque (S,).

REPONSE

(8,) roule sans glisser sur (S,), par conséquent :
V(1€85,/8,)=0.

En utilisant la relation (3) du paragraphe I, de

composition des vecteurs vitesse entre (S;), (S;) et R,
on obtient :

V(1€8,/8,)=V(IES,/R) - V(IES,/R)

v('ESz/R] se calcule en appliquant la relation enire

ﬁsve;:ieurs vitesse des deux points I et C; appartenant
2).

VI ES,/R) = V(C,y/R) +{¥(S,/R) A C;1

comme : V(Ca/R)=D
VUIES/R)=aif ArE
soit ; V(IE€S,/R)= rya}y.

De méme, V(IES,/R) se calcule en appliquant la
relation entre les vecteurs vitesse des deux points I et
C, appartenant a (S,).

V(LES,/R)y=V(C,/R)+ TS, /R)ATT

avec : V(C,/R)=0

V(IES,/R)=a}i AT
s0it : V(IES,/R)= —rai.
Par suite :

V(IES,/S))=(ra}+ nai) ¥

La condition de non glissement se traduit donc par la
relation scalaire :

ros+ na L

QUESTION 2
Déterminer le vecteur rotation de roulement et le vecteur
ion de pi du it de (S;) par rapport
i (S;) en fonction de aj, ry et rj.
REPONSE
En utilisant la relation (4) du paragraphe 3 sur la
ition des s it le t tati

du mouvement de (S;) par rapport & (5,) peut s'écrire :
0(S2/8,)=TUS;/R)~ TS /R) = a3T — aiF¥

avec la relation : rnaji+rai=0
r
WS:/S1)= —7 aif —aik
Le plan tangent en I entre (5,) et (S;) est le plan

}1, %, ¥ ), et la normale i ce plan est définie par I'axe
L)
Le

de rouls étant paralléle au plan
(1, %, 7 ), est donc le vecteur :

| 0,(5:/S)=—aik. | (5)

Le ion de pi ayant méme direc-
tion que la normale (I, 7 ), est le vecteur :

0,(S2/80)= -:—; aif. ©

& réu * el et
Soit un solide (S) en mouvement par rapport & deux
repéres R et R, eux-mé en mou I'un par
rapport & I'autre.
Soit un point P du solide (S). Nous avons établi
que :

O(S/Ry)=1US/R)+TUR/R,)

V(PES/R,)=V(PES/R)+ V(PER/R,).

Ces deux égalités traduisent I'égalité des torseurs
suivants :

{ T(S/Ro) } 5 { asm) |, { AR/Ro) }
P V(PES/R)  ,V(PES/R) \V(PER/R,)
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D'oit la relation de composition des torseurs
cinématiques :

[ {vsma={vesm}+H{vwma). |

Application

Engrenage gauche (figure 9).

Fig. 9

Soit R{0, %, 7, 7 ) un repére lié & un biti (Sy). (S;) et
(S2) sont deux roues constituant un engrenage.
La roue (S,) a_une liaison pivot d'axe D, (0, 7) avec
(Sp) telle que i -7 =0.
On pose : E=(% 7).
La roue (S;) a une liaison pivot d’axe D, (A, % ) avec
(Sp) telle que :

OA=ai (a=0)
(La droite OA est la perpendiculaire commune des
deux axes des roues (S,) et (5;).)
Les vitesses angulaires de rotation de (S;) et (S;)
autour de leur axe sont définies par :

{?its.fk)=w.f’

TH(S2/R) = w)k.

Soit K-% la raison de I'engrenage. (K est une
1

constante. )

QUESTION 1

Déterminer au point O le torseur cinématique du
mouvement de (S;) par rapport & (5y).

REPONSE

Les mouvements de (S;) et (S;) étant définis par
rapport au repére R, appliquons la relation (7) du
paragraphe 5 de composition des torseurs cinématiques
entre (5,), (S;) et R :

{U(s/s}={V(Sy/RI} +{V(R/S))}
{V(S/8)}={V SR}~ {V(S,/R)).

soit
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Le torseur cinématique {U(S,/R)} a pour éléments de
réduction au point A :
ts,ma}

9 -
{Vis/B} AWV(A/R)

comme : f(S3/R) = wy¥

V(A/R)=D

(Vis/R)= {”5}

Ce torseur s'écrit au point O :
@y X
VI(S:/R)}=
{ a/R0} o{mzf .»\TG}
soit, avec AD=—af :
{us/R)}= { S } ®)
olawyy
Le torseur cinématique {VU(S,/R)} s'écrit au point O :
(S\/R)
V(S,/R);=
s/} 5 v:o;m}
comme : US| /R)=awyi”
V(O/R)=0

{vsyr}= {“”’}
ol 0
Par suite :

o (-1

Pour soustraire ces deux torseurs exprimons-les au
méme point 0. Compte tenu de la relation (8), on
obtient :

- {5145

{v(S:/80}= {”’; _f"r}
ol awzy

QUESTION 2

Déterminer I'axe central A du torseur cinématique du
mouvement de (S;) par rapport a (S,).

REPONSE

L'axe central A du torseur cinématique {V(S;}S.)} a
méme direction que la résultante générale w,¥ —ai de
ce torseur (voir chapitre 3 paragraphe 1.2.1).

Pour faciliter les calculs et I'interprétation des résul
posons :

d'oil

O=kKi -1 et i =1.
1ol
Les vecteurs unitaires ¥ et i étant fixes dans la base
de R, le vecteur U et le vecteur unitaire i@ le sont
également. e
Pour faire intervenir U dans [I'expression de
{W{Sﬂsl}}, écrivons que :
(25-7)
a | —x —i
&
{vsyso}= :
oy
wa—y
@y
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Fig. 10

1)
alors © {V(S/50)= {”‘_}
olaKa,y
On constate donc que le vecteur U a méme direction
que I'axe central A et que @ est un vecteur unitaire
de A.
Définissons les angles entre A et les axes des roues en
posant {figures 10 et 11) :
{6. =(&, i)
8y=(u, ¥)
(les angles 8, et &, sont constants).
Par suite, ['angle £ s’exprime en fonction de 3, et &, :
E=(% 1)
s50it S=(f i )+(& )

La direction de A étant connue, reste i déterminer la
position d'un de ses points dans le repére R.
Le pied H de la perpendiculaire abaissée de O sur A

est donné par la relation (2) du chapitre 3
paragraphe 1.2.1. B
OH= @, UraKe,§
w} U2
soit OH=aK Ua 2

Le vecteur U a méme direction que le vecteur unitaire
i, par conséquent on peut écrire :

U=(0-2)&
or U=K% -i
p ks
11 =cos &
alors : U=(Knos&,-oo581}i.
Par suite -
oK g5
Kws&-oosS.uAy
soit ) L L M

K cos 8,—cos &,
Le point H est un point fixe de I'axe (0, 7).

Posons : r=0H
’ ra=AH.

Dans I'engrenage gauche |r| et |r;| sont les rayons
des cylindres primitifs des roues {S,) et (S;) :
si I'engrenage est & contact extérieur : ry=ry =0,
si I'engrenage est & contact intérieur : ry+r,=0.
La relation entre ry, ry et I'entraxe a des roues s'obtient
en écrivant que : N
OH=0A +AH
soit n=a+r
d'oti la relation :

n-n=a.

Par suite, on peut exprimer ry et r; en fonction de a,
K, 5 et &;:

akK cos §;
i R R 8
=K cos 8, —cos 5, ®

a cos §;

et ry=—
* Kcos 8; —cos §,

(&)

REMARQUES

— Le rapport, membre @ membre, des expressions
de r, et r, obtenues en (8) et (9) donne la raison
K de I'engrenage en fonction de r,, ry, 8, et 8, :

_r; cos §,
rz cos 8,

(10)

(Si rz#0 et si cos 8;#0.)

— Soit ¥ le vecteur unitaire tel que ¥ =7 Al
(figure L1).

Zo

Y

&’
< s
4

_) i

| u

Fig. 11
¥ est perpendiculaire a i, alors : @ -9 =0
soit (K& —7)-5 =0
en remargquant que
{f «# =sin &, (8, <0 sur la figure)

i +¥ =sin 8,

U'expression précédente s'écrit :
K sin 8, —sin §,=0

d'on K200
sin &,

an

(si sin &, #0).
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QUESTION 3

Déterminer le moment central du torseur cinématique
du mouvement de (S;) par rapport i (S,).

REPONSE
Le moment central du torseur cinématique {V(S,/S,)}
est le moment résultant de ce torseur en un point de
son axe central (chapitre 3 paragraphe 1.2.1).
Au point H de A le moment central est le vecteur
vitesse du point H lié a (S,) par rapport & (S,), soit :
V(HES,/S)).
Ce vecteur vitesse se calcule & partir du vecteur vitesse
connu V(O ES,/S,) par la relation :
V(HES,/S,)=V(0ES,/S,)+TS,/S,)A OH.
11(5,/51) et V(OES,/S,) sont les deux éléments de
réduction, au point O, du torseur cinématique
{0(5,/8,)} déterminé A la premiére question, alors :
V(HES,/S))=aKe,§ +w,0ArE
Ce moment central a méme direction que 'axe central
A, c'est-d-dire que & Or le vecteur w,UAr7 est
perpendiculaire & iZ. Par conséquent :
V(HES,/S,)=aKuw, (7 & )&
comme ¥ & =—sin8; (8,<0 sur la figure)

V(HES,/S,)= —aKuw, sin 8, . (12)

Ce‘veczeur (eprésenle la vitesse de glissement entre les
cylindres primitifs en leur point de contact H.

REMARQUES

1. On démontre, pour qu'un engrenage puisse
fonctionner correctement, que le plan tangent aux
profils conjugués en leur point de contact doit
étre paralléle @ A. Donc A définit l'inclinaison
des dentures par rapport aux axes des roues.
|8,] et |8.] sont les inclinaisons primitives des
dentures des roues (S,) et (S;).

2. Les surfaces conjuguées en contact étant
voisines de A, la vitesse de glissement entre les
profils en contact @ une norme voisine de celle
de V(HES,/S)).

Par suite dans le cas du taillage d'une roue par
fraise mére |[V(HES,/S,)|| représente la vitesse
de coupe.

3. Le vecteur V(HES,/S,) peut se mettre en
place géométriquement sur la figure 11 en remar-
quant que :

V(HES,/S,)=V(HES,/R)- V(HES,/R).
Le vecteur V(HES,/R) se détermine a partir du
vecteur vitesse du point A de I'axe de la roue
(S,) par la relation :

V(HES,/R)=V(A/R)+{(S,/R)AAH
comme V(A/R)=D
V(HES,/R)=w,X Ani
soit
V(HES,/R)=—awr,).
Le vecteur V(HES,/R) se détermine & partir du
vecteur vitesse du point O de I'axe de la roue
(S,) par la relation :
V(HES,/R)=V(0/R)+{KS,/R)AOH
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comme V(O/R)=0
V(HES,/R)=w,i Ari
soit
V(HES,/R)=—w,n [
(i est le troisiéme vecteur unitaire de la ba

orthonormée directe (Z, 1, [ )).
Par suite

WHES,/S.}= —waryy + W:"l.n'f

QUESTION 4

Pour le cas particulier d'un engrenage i axes parallél
déterminer 1'axe central A, la raison_K en fonction

ry et ry, el la vitesse de glissement V(HE5,/5,) enl
les surfaces primitives de I'engrenage.

REPONSE
. |
T cﬂindre
primitif
- A de(s)
A
H
o]
ey 0, o 4
x
“T—~_cylindre
e e — primiti
de (S;)

Fig. 12

Dans ce cas Z=0 et a #0, par suite §, et §; sont r
et 'axe central A est paralléle aux axes des roues.
Les surfaces primitives de ['engrenage sont les surfa
réglées engendrées par A dans (S;) et (S;) au co
du mouvement.

Dans ce cas les surfaces primitives sont des cyline
de révolution d'axe D, et D,, en contact suivant
La raison K est obtenue par la relation (10} :

n_an

R o

La relation (12) indique que :

Ce qui que les cylindres primitifs
glisser 'un sur 'autre.

QUESTION 5

Pour le cas particulier d'un engrenage 2

concourants, déterminer I'axe central A, la raison }
fonction de &; et &;, et la vitesse de glisser
V(H €5,/S,) entre les surfaces primitives de I'engren
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REPONSE
Dans ce cas £#0 et a=0, les relations (8) et (9)
indiquent que r; et r; sont nuls, par suite A4 passe

(4]
o Qz cone primitif
Ope de (Sy) -
8 4
cbne primitif
de (Sz2)
Fig. 13 x|

Les surfaces primitives de I'engrenage sont des cones
de révolution de sommet O, d’axe D, et D, et de demi-
angle au sommet |5,] et ['8,|. en contact suivant A,
La raison K est obtenue par la relation (11)

- sin &,
sin 8,

La relation (12) indique que :

Ce qui montre que les cones primitifs roulent sans
glisser I'un sur I'autre.

REMARQUE

Dans le cas d'un engrenage gauche les surfaces
primitives ne sont pas, en général, les surfaces
réglées engendrées par A dans (S,) et (S;) mais
des cylindres de révolution d'axe D, et D, comme
cela a été mentionné d la deuxiéme question, car
cela conduirait a des profils conjugués difficiles
a fabriquer.

K

Soit un solide (S) en mouvement par rapport i deux
repéres

R(O,% 7 7) et
eux-mémes en mouvement [’un par rapport A I'autre.

Soit P un point du solide (S). Cherchons la relation
entre les wvecteurs accélération du point P par

rapport au_repére Ro; T(P/R,) et par rapport au

Ro(0s, %o, For 20)

repére R; T(P/R).
Dans le paragraphe 1 nous avons établi la relation
(1) suivante entre les vecteurs vitesse de P par
rapport & Ry et 2 R :

V(P/Ro)=V(P/R)+V(O/Ro) + l(R/Ry) A OP.
Dérivons les deux membres de cette égalité par

rapport & la date f, pour un observateur lié au
repére Ry,

[ V@] - [& V(P/R)]&: [£vormo] L

v) 1] (1)
d d
+ [Eﬁ ﬁ(R;‘R.,)]hA(_)P"Fﬁ(R/Ro)A[a 615]%
Iy av) 4

Calculons successivement chaque terme :
(I) s’éerit :

[a‘\?(p/m];[%V(sz)]nm(kmﬂ)n V(P/R)
soit

[:_: Ve/R)|  =T(B/R)+T(R/Ro) AVCR/R)
Rg

(II) sécrit :

[5; Vorra] =T/ Ro)

Ry

(III) reste inchangé.
(IV) s’écrit :
T(R/Ro) A [a"- EP]

t Re

dOP

=BR/R [T

tJg

+ﬁ(R/R°)n6F]
avec [% 515]‘=V(P/R)

ﬁ(R/Ro)A[% oT];h'(RfR.,)W(P/R}

+TUR/Ro) A[(HR/R,)ADP].
Sachant que (V) est égal a I'(P/R,) on obtient la
relation suivante :

T(®/Ro)=T(R/R) + T(O/Ro)+ [ - HR/Re) ]| £OP
Rg

+TU(R/Ro) A[SUR/Ro) A OP] + 20(R/Ro) A V(P/R).
Si on suppose le point P lié 2 R, la relation
précédente s'écrit :

TP ER/Ro) =T(O/Ro) +[ £ TR/R)]  AOP
Rg

+TU(R/Ro) A[{U(R/R,) A OF]
qui est la relation entre les vecteurs accélération de
deux points O et P d'un solide lié 4 R.
Alors :

F®/R,) =T'(P/R) + TP ERIRy)
+20R/R) A V(@®/R). (13)

Définitions

e T'(P/R,) est appelé vecteur accélération absolue.
e T'(P/R) est appelé vecteur accélération relative.
e T'(PE R/R,) est appelé vecteur accélération
d’entrainement.
o 200(R/R,) A V(P/R) est appelé éléra
tion de Coriolis.
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Application

v Yo,

(R) (Rq)

Q
z ]

Fig. 14 0 g
Soit Ry(O, %y, Jo, £ ) un repére lié & un bati (S,). Un
solide (S) a une liaison pivot d'axe (0, 7 ) avec (S).
Soit R(O, %, 7,7 ) un repére lié & (S). On pose:
6=(%, ) avec #=wt (w constante positive).
Un solide (S,;) a une liaison linéique annulaire de centre
P, d'axe (0, £ ), avec (S) telle que :

OP=ar’% (a constante positive).
QUESTION 1
Déterminer les vecteurs vitesse du point P :

VP/R) et V(@PER/R,).

En déduire le vecteur vitesse V(P/R,).

REPONSE
Le vecteur vitesse V(P/R) s'obtient en dérivant le
vecteur position du point P dans R :

vem=[5 615]“

soit V(P/R)= [EdF ar’i ]
R

d'olt V(P/R)=2atx.

Le vecteur vitesse d'entrainement du point P dans le
mouvement de R par rapport & R, se détermine & partir
du vecteur vitesse V(O/R) par la relation :
V(PER/Ro)=V(O/R)+THR/Ry) A OP.
Le point O étant {ixe dans R :
V(O/R)=0 et V(PER/Ry)=wf Aat’s
soit rV{PERfR,)-m’;‘r.
Le vecteur vitesse V(P/Rq) s'obtient en appliquant la
1 de

relation (2) du paragraph ition des
vecteurs vitesse entre les repéres R et Ry :

V(P/Ry)=V(P/R)+ V(PER/Ry).
Par suite :

I V(P/Rp)=2aiF + awt’F.

Sur la figure 15 sont placés les trois vecteurs vitesse
qui viennent d'étre calculés,

Yy Yo V(P/Ro)

QUESTION 2

Déterminer les vecteurs accélération du point P suivants ;
TP/R) et T(PER/R).

Puis 'accélération de Coriolis 2TH(R/Ry) A V(P/R).

En déduire le vecteur accélération I'(P/R,).

REPONSE

Le vecteur accélération T(P/R) s'obtient en dérivant
dans R le vecteur vitesse V(P/R):

f’[Pz‘R)=[c% V[P{R}L

soit f(P/R)= [% 2ati L

Le vecteur accélération d'entrainement du point P dans
le mouvement de R par rapport & R, se détermine
partir du vecteur accélération ['(O/R) par la relation
(4) du chapitre 3 paragraphe 2.

T{PeR!Rcl-T‘(OIRoH[;;ﬁ(RIRcJ] AOP
Ra

+TUR/Ro)A[TUR/Re)ADP .
T(O/Rg)=0 et  que

En  remarquant  que
[i ﬁ(nmo}] =0, il reste :
de Re

T(PER/Rg)=wi A({wi nat®F)

L T(PER/Ry) = —au'f'fj

L accélération de Coriolis est :
20UR/Ra) A V(P/R)=2wi A2atE

soit

soit
20(R/Rg) A V(P/R) = dawty.

Le vecteur accélération T(P/Ry) s’obtient en appliquar
la relation (13) du paragraphe 6 de composition de
vecteurs accélération entre les repéres R et Rq :
F(P/Ro)=T(P/R) +T(PER/Ro) + 20UR/Ro) AV(P/R).
Par suite

T(P/Ro) = a2 - )£ +4m§—|

sur la figure 16 sont placés les quatre vecteul
accélération qui viennent d'&tre calculés.

Yo T(P/Ry)

T cor.

ND

Fig. 16. ©
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PROBLEME RESOLU

Etude du mouvement d'une bille dans un | QUESTION 1

t & bill 17).
roulsme s s 7 Déterminer le torseur cinématique, au point C, du
YA mouvement de la bille par rapport au béti, en
fonction de w,, @,, r, et r,.

REPONSE

Le torseur cinématique, au point C, du mouve-
ment de la bille par rapport au béti est de la
forme :

{vis/R}= {‘"f}
clv

(w et v sont des valeurs algébriques).
Exprimons qu'au point I, la vitesse de glissement
de (S) par rapport & (S,) est nulle :

V(1,€5/S,)=0.

O]
z

Rl 7 En passant par I'intermédiaire de R :
Soit R(O, %, 7, 7 ) un repére lié au biti (S,). Les V(I,€S/R)-V(I,ES,/R)=0
deux basu.is (5,) et (S;) ont une liaison pivot V(I ES/R) se calcule & partir de la vitesse du
d'axe (O, ) avec (S,). On pose : poirzt C de (S):
{‘7(3'/“)”-1 V(1,€S/R)=V(C/R) + TS/R)ATI,
U(S,/R)=w,Z.

> - 1 =
La bille (S) de centre C, animée d’un mouvement i R (=i

plan, roule sans glisser_en I, avec (S,) et en I_

avec (8,). Soit R, (0, Ejffj un repére tel que { =[v—2(rz—-r,)] i

ait méme direction et méme sens que OC. On 2

Pose ;. V(1,E£8,/R) se calcule & partir de la vitesse du
611="'|r point O de (S,) :
OL=ni V(I,€S8,/R)=V(0/R)+T¥(S,/R)A0OI,

La (S,) a un mouvement de rotation d’axe =6+“";_£ At

(0, 7)) par rapport & (So). =whj.
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La condition de non glissement en [; se traduit
donc par la relation :
v —% (ry—r)—awr;=0.
Par un calcul analogue, la condition de non
glissement en [, se traduit par la relation :
v +% (ry=r)—w,r,=0.

La résolution de ces deux équations ;Ilermet
d'exprimer v et  :

1
v =3 (@,r) +wyr;)

_sn— gl

-r

et

QUESTION 2

Déterminer la vitesse de glissement de la bille par
rapport a la cage (S,) au point A, tel que

1 A
" =§ (ra=—ry)j.
REPONSE
Pour calculer la vitesse de glissement en A de
(S) par rapport a (S;) passons par |'intermédiaire
du point C :

T(AES/S,)=V(CES/S,)+TUS/S,)ACA
le point C étant lié a (S) et 4 (S,):
V(ces/s,)=0.

Pour obtenir {3(S/S,) appliquons la relation de
composition des vecteurs rotation entre (S), (S;)
etR

0(S/8,)=14S/R)—TUS,/R)
TUS/R) a été calculé i la question précédente :
‘“2’: Wy .

us/R)y=2—117

—h

Pour avoir {1(S./R), qui est égal a TI(R,/R),
écrivons la relation entre les vecteurs vitesse des
points O et C appartenant 4 R, :

V(c/R)=V(0O/R)+{¥R,/R)A0C

@t war) ] =0+ IR/RIAS (1)

Par suite :
ey ry twar; .
rytr;

mRIH'R)=

“’z’z L P L

rtr

0(S/Sy)=

soit
@) -

2r, rz(w,
-ri

0(S/S,)=

La vitesse de glissement cherchée s‘écril donc :

V(AES/Sg] m&&.__._

) .

- Az (rz mi

s0it

(Wz |)"P

V(AES/S,)=
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EXERCICES AVEC REPONSES

1 — Un petit avion de tourisme est équipé d'un train
d'atterrissage tricycle composé :

__ de deux atterrisseurs principaux latéraux,
_ d'un atterrisseur auxiliaire avant.

L'étude porte sur [Iatterrisseur principal
(figure 18).

A I'instant de date f; les deux roues du train principal
entrent simultanément en contact avec le sol, la roue

avant ne le sol qu'ultéri t. Lal
de l'amortisseur est

gauche

alors maximale et vaut
BoD =1p="585 mm. A I'instant de date ¢, I'amortisseur
a sa longueur'minimale B,D = h =490 mm.

VUE DE FACE
{Avion de profil)

Entre ces deux dates, le mouvement de l'avion par
rapport au sol est une translation caractérisée a chaque
instant par le vecteur vitesse du point A par rapport
au sol @: ViA/j0).

Ce vecteur vitesse est représenté figure 19 aux deux
dates 1, et ;.

A la date to: V(A/0)=—30% —37 exprimée en métres
par seconde.

A la date 1, : V(A/0)=—30% exprimée en métres par
seconde.

Nous supposerons que le pneu est indéformable (pas
d'aplatissement).

LY, LS P

LRSS T s

Fig. 18
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Vso)at, A
0
3
B,
B,
Cy
u V(Co/0) V(Cy/1)
V(C,E1/0)
- V(M,E3/0) | M, \
V(M;€2/0) T3 ‘,5
4
Q
L V(loe2/0) l: W Vil,E3/2)
@z
x
Fig. 19
QUESTIONS appliquant le théoréme de I'équiprojectivité du champ

1° Représenter & la date ¢, le vecteur vitesse du point C
par rapport au sol : VI(C,l0).
2° Représenter @ la_date £ le vecteur vitesse du point C
supposé lié au £t (1) par rapport au sol (0) : V(C, € 1/0).
3° Représenter a la te {, le vecteur vitesse du point C
par rapport au fit (1) : V(Cof1).
Q'SIchlnlqu'ihdllet,hrm@mnlesnmglkur
au point I, sur le sol (0), représenter & cette date fy le
wvecteur vitesse du point I, supposé lié au balancier (2 ) par
rapport au sol (0) : V(I, € 2/0), ainsi que le vecteur vitesse
du point I, supposé lié a la roue par rapport au
balancier (2) : VI, €3/2).
5° Pour tous les points M; du rayon Cgly, déterminer,
i la date fy, la répartition des vecteurs vitesse :

VM E2/0), V(ME3/2) et V(M E3/0).

REPONSES

1” Le point C reste & une distance constante du sol,
donc le vecteur vitesse V(Cy/0) est horizontal. En

des vecteurs vitesse des points d'un solide entre les
points A et Co du balancier , on construit le vecteur
V(Co/0). On trouve que : [[V(Co/0)] =21,5 m/s.

2° A la date 1, le filt o a un mouvement de translation
par rapport au sol . Par conséquent :

V(G € 1/0) = WV(A/0)

et [¥(Coe 1/0)]| =30,15 m/s.

3* En applig la relati de compositi des

vecteurs vitesse au point Cg entre le fiit @el le sol @ :
V(Co/0) = V(Co/1) + V(Co € 1/0)

on peut construire le vecteur vitesse V(Co/l), en
sachant qu'il est perpendiculaire & ACy. On trouve que
IV(Co/ D] =9 mys.

4° En applig le théoréme de I'équiprojectivité du
champ des vecteurs vitesse des points d'un solide entre
les points I et C, d'une part, et entre les points I, et
A d’autre part, on peut construire le vecteur vitesse
V(1,€2/0).

On trouve que :

[V,e2/0)] = 16 m/s.

80



Composition des mouvements

I

Le roulement sans glissement de la roue @ sur le sol @
au point Iy se traduit par la relation :
V(l,e3/0)=0.

Applig la relati de
yitesse au point I; entre @

V(i,€3/0)= V(luemnvu,,ez;o}
alors : Vi, €3/2)= -V(I,£2/0)
d'oit la construction de V([,€3/2).

ition des

5° Tous ces vecteurs vitesse ont leur origine sur le
segment Col,.

L'extrémité de V(M; €2/0) est sur PU.

L'extrémité de V(M; €3/2) est sur QC,.

L'extrémité de V(M;€3/0) est sur LU.

Ces trois vecteurs vitesse vérifient la relation :

VM, €3/0)=T(M, €3/2)+ V(M,; €2/0).

2 — Un mé de ch t de vitesse, a deux
vitesses et une marche arriére est représenté figure 20.
R(Ofyz)est un repire lié au biti (So) de ce

Larbre 17 (M) a une liaison pivot
d'axe (0, ¥ ) avee (S,). (M) porte un satellite (S), d’axe
paralléle & ¥, constitué de trois roues dentées (5,), (5,)
et (Ss) qui engrénent respectivement avec les 3 roues
dentées (S3), (54) et (S¢), d'axe (O,

On pose
OM/R)=w,f,  HS/M)=of,
BSy/R)=wnk,  [(S/R)=wf,
§U(Se/R) = wF.

Nombre de dents de la roue (S,): 36, (S;) : 36, (S;) :
48, (S,) : 24, (8s) : 30, (Sq) : 42.

® ® &

Les roues (Sy) et (Sg) peuvent étre immobilisées par
rapport & (Sp) par deux freins & commande électroma-
gnétique F et F. Un embrayage (E) permet la
solidarisation des roues (S;) et (5,).

QUESTIONS

1 Déterminer la relation entre les vitesses de rotation
suivantes :

a) @, @ el wy;
by wy, @ et @y
€}y, @ et g

rMmMummﬂ?dﬂMMduns
1

suivants :

a) Premitre vitesse : (F)  desserré,
(E) débrayé.

b) Deuxiéme vitesse : (F) et (F') desserrés, (E) embrayé.
¢) Marche arviére : (F) serré, (F") desserré, (E) débrayé.

(F)  serré,

REPONSES

1° a) whwy—w,;=0.
b) 2w+ wg—a;=0.
¢) 5w+ Twg—Tw, =0.

o 63=l
2° a) g

b) 2
@

le
|
i . [oF £
T <k L~
| —1 [ 1 1 -
LE=——1] 0 — 1 X
17T \q
T =0 W+
N

AUVWVRRRRARRARAN @ SOV

Fig. 20
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3 — La pompe oscillante dont le dessin est donné
figure 21 est schématisée figure 22 en vue du calcul de
la vitesse de translation du piston (S,) par rapport au
bloc oscillant (S;).

R(0O, %, # ) est un repére lié au corps (So) de la
mpe. La manivelle (S;) a une liaison pivot d'axe

{8. ) avec (S;). Soit R, (0, %), ¥, £ ) un repére lié &

(S). on pose : a=(%, &).

Le piston (S,) a une liaison pivot d'axe (A, 7 ) avec

(S)). telle que DA =r&; (r=>0).

Le bloc oscillant (S;) a une liaison pivot glissant d’axe

(B, ) avec (Sy), telle que OB =% (I>r). (S;) et (S,)

ont une liaison pivot glissant d'axe AB.

Soit Rz(A, X3, 72, T ) le repére lié & (S;) tel que X; ait

méme direction et méme sens que AB. On pose
B=(% %)
y“ Xy
A
= -

QUESTIONS
1° Les angles et § étant dépendants, déterminer la
relation liant ces deux paramétres.

2° Déterminer le vecteur vitesse de glissement du point
B dans le mouvement de (S;) par rapport i (5,) en
fonction de :

a)l, B et a';
b) I, r, @ et &',

REPONSES
1° [ sin B =r sin(p—a).

(B est négatif sur la figure 22).

2° a) V(BES,/S;)=la’ sin B7%;

5) VBESy/S;)=——rr SN &

—_—— %
VITF A =2r cos a

X2

o

ALLE
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4 — Le dessin partiel d'un réducteur 3 billes est donné
figure 23 et le schéma cinématique figure 24.

l"lk

Tsnam

asesn

g

As Ay
0 & 3 X
i
-
+_ i 0 e
@
"’ ' z,

/
Fig. 24

Soit R(O, %, ¥, 7) un repére lié au bati (So) du
réducteur, L'arbre moteur (S,) et I'arbre récepteur (S;)
ont une liaison pivot d’axe (O, ¥ ) avec (Sp). On pose :
(S,/R) = w ¥
B(S,/R) = w, .

Une bille (S) de centre C, de rayon a, roule sans glisser
en Ay sur (S,), en A; sur (S;), et en A; et A, sur (Sg).
Soit R, (0, %, #,, £;) un repére tel que :

OC=ry, (r>0).
Les points de contact sont tels que :

(678 al)=(al- =F)=(-%. az)'%
et (% E&)=16—T‘

Soit { le vecteur unitaire de méme direction et de méme
sens que le vecteur AyA,. On pose : a=(i, ¥ ) (o est
un angle constant).

Le but de I'exercice est de déterminer le rapport de
réduction 22 du réducteur. Pour cela, répondre succes-

sivement aux guestions suivantes :

QUESTIONS

1° Montrer que 'axe central du torseur cinématique du
mouvement de (S) par rapport & (Sg) est la droite AyAy.

2° On pose: fi(S/R)=wi. Calculer V(A,ES/R) et
V(A; ES/R) en lonction de g, @ et a.

3° Déterminer le rapport de réduction :—" du réducteur
& billes. Faire I'application numérique. '

-

[E k]

7

O | Y

W%@@@
NE

22

Ay As

N\g2

BN

I

Fig. 23 i o
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REPONSES

1° En A; et A, les vitesses de glissement entre (S) et
(Sq) sont nulles. Par conséquent, en ces points le
moment résultant du torseur cinématique du mouve-
ment de (5) par rapport & (S,) est nul. Or, c’est en un
point de I'axe central que la norme du moment résultant
est minimum, donc si cette norme est nulle le point
considéré est situé sur I'axe central du torseur.
Par suite, les points A, et A, sont deux points de I'axe
central du torseur i‘U{S/R)}, et on peut poser
AS/R)=wi.
2° V(A ES/R)= ~awV2 cos af,
V(A;ES/R)=aw V2 (sin a —cos a) ;.

changement de vitesse

satellite (S)

couronne extérieure (S;)

planétaire a
denture intérieure (S;)

arbre de sortie

L
3° 2= -mna
g

Application numérique : 22-0,868.
@y

5 — Le dessin du variateur de vitesse Graham est
donné figure 25 et le schéma cinématique figure 26.
Soit R(O,%, # 7) un repére lié au bét (S,) du
variateur. L'arbre moteur (S,) et I'arbre récepteur (S;)
ont une liaison pivot d'axe (O, ¥ ) avec (Sy). On pose :
(S, /R) = w ¥
(S2/R) = w,X.

indicateur de vitesse

moteur

Fig. 25

Fig. 26
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Soient Ry (0, %, 71, 71) et Ra(A, &, 2, Zi) deux repé-
res liés a (S,) tels que OA ait méme direction et méme
sens que . —

On pose a=(%, %) (a est constant).

Le satellite (S) a une liaison pivot d'axe (A, £;) avec
S,). (S) est un tronc de cdne de révolution d'axe
Lq, i), de demi-angle au sommet a.

On pose (5/S,)=wk,.

La génératrice de (8) du plan (O, %, 7, ) Ia plus éloignée
de I'axe (O, ¥ ) est paralléle a .

Notons d sa distance a I'axe (O, ¥ ).

(S) roule sans gjisser au poir!l I sur une couronne (S,),

liée & (So) penda : Le réglage du
rapport de variation s'obtient en déplagant (S,;) suivant
I'axe (O, X ).

Soit B le centre de la section droite du tronc de céne
passant par L. On pose BI=Ay;.

A P'extrémité de (5) est fixée une roue dentée de n
dents, d'axe (A, %;), qui engréne avec une couronne
dentée intérieure d'axe (O, X ), de n; dents, liée i (S;).

QUESTIONS

1*‘En exprimant que (S) roule sans glisser sur (S;) au
point 1, déterminer « en fonction de w,.

2° Quelle relation obtient-on entre ®,, @; e @ en
exprimant P'engrénement des deux roues dentées?

3° En déduire le rapport de variati
en fonction de A.

4° Tracer la courbe représentative du rapport de

wy P " n 11
variation 7 en de A, que o
d =55 mm, et que A varie entre la valeur A, =12 mm
et la valeur A,,, =23 mm.

REPONSES

1° w= T

2% ny{wy = w,)= nw.
Wy nd

3 7= i—;;:,
4° Voir figure.
=2\
wy
1
-
0,308 -
12
b I /1592 23 A
-0,327 1 —
/
/
/
74 Fig. 27

6—La course d'une table de rectifieuse plane est
réglée av moyen de deux interrupteurs de fin de course
commandés par des butées réglables.

La figure 28 donne le plan de I'un de ces ensembles.

Lorsque la butée @. liée i la table @ vient en contact

avec le galet sa vitesse de translation est

V(AE€2/0)=VF avec V=1m/s.
Le galet roule sans glisser sur la pente de la butée @
Soient respectivement B, C et D les centres des
articulations entre @ et @, et @ @ et .
Leressort (12) est destiné A ramener le bﬁs@cn position
initiale.
Le contact est métallique et assure, en position
«Tepos » le passage du courant électrique entre les deux
plots , et en position «action » la coupure du courant
Electrique.
Soit F un point de la surface de contact entre o et ,
Le guide @ est en liaison pivot glissant avec 9 et se
termine dans sa partie basse par un cone & 90° en appui
ponctuel au sommet E de la cuvette chnique & 120°
creusée dans le bati ({3).

QUESTIONS

1° Représenter le vecteur vitesse du point A supposé lié
a la roue @ par rapport au biti (0) : V(A €3/0).

2° Déterminer graphiquement le vecteur vitesse du point
B par rapport au béti : V(B/0).

3° Déterminer le vecteur vitesse du point C par rapport
au bati @: V(C/0).

4° Déterminer le vecteur vitesse du peint C par rapport
au guide @ : V(C/m.

En déduire le vecteur vitesse du point E supposé lié 4 (3)
par rapport i @.

5° Déterminer le vecteur vitesse du point E supposé lié
a par rapport @ : V(EES/0).

6° C t les vect it V(C/0) et V(EES[0)
déterminer le vecteur vitesse du point F supposé lié &
par rapport i .

85




Cinématique

W= . L

V(AE 2/0)

T T

Fig. 28
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7 — Le dessin de la pompe & débit réglable DKM est | QUESTION

donné figure 29 ainsi qu'un dessin partiel figure 30.
En supposant connu le vecteur vitesse du point A par

L'excentriquel | Jayantu mouvement de rotation autour rapport au bati , & dans la

de I'axe (O, Z ) du biti (£) met en mouvement la bielle

qui commande la translation du piston par
[intermédiaire du balancier (3 ), articulé autour de I'axe
((ch £ ) du bati (Z). (Le réglage du débit est obtenu par
variation de la distance EC.)

configura proposée, le \-ecuu: de translation
du piston par rapport au bati $‘k

O, ()

! w//l,',_,,.-,'-.

.

—

//'/'/}'gi\:\'{\"(\ﬁx'&
‘ /]
-
;//Illﬁ'li' AL SIS, b 1
2]
Z e 2 1]

/

Fig. 29 0,

Fig. 30
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8 —La figure 31 représente une poulie réductrice | Trois satcllil.es lent sur un planétaire bi
REDEX qui se monte sur ['axe de [‘appareil lisé en rotation par un bras de réaction, non représenté
commandé. Le corps est entrainé par cing courroies sur la figure, fixé sur le fourreau . Trois autres
trapézoidales . et porte les axes porte-satellites @ satellites entrainent le deuxiéme planétaire ,
axe porte satellites
1 2 3 4 5 6 7 B 9 ilyena3a120° 10 11 12 13 14 15 16
L 1 1 i T Coupes :
thermo plastique
enlevé
- 2] Af &
s e e =
45 R -
26 <
£ .
28 ’
i’
29 — : 1}
= 7 B [\A I
SRYALIS A
S >
P S <~ 17
4 | S ——— |11} | (757 S SR ?hﬁ P 19
R
S SRR "
A
- i 22
= |
30 L 23
5 F\ [
31 | g :% r\ 24
32 é %
33 . .
et Tableau des dentures
N° | 24 | 10 6 3
m |1.75]1.75 .75 1,
. * + + +
| I | ] [ Z | 49|31 |34 |«
Fig.
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solidaires du moyeu @. lequel est claveté sur I'axe de
|'appareil commandé.

Les nombres de dents des pignons @ . @ @ sont

donnés par le tableau de la figure 31.

QUESTIONS
——

1° Kitablir le sché inématique do ce :

2° Déterminer la vitesse de rotation w; de I'arbre de
sortie @ par rapport au biti @. en fonction de\-ilme
de rotation «, du corps par rapport au biti etdu
mnbndeduusduplgnm@,.@u .

9 — Le schéma cinématique de la figure 32 est celui
du variateur de vitesse «Patin».
R(O, %, 7, 7 ) est un repére lié au biti (So) du variateur
de vitesse.
L'arbre d'entrée (S,), I'arbre de sortie (S;) et le
porte-satellite (PS) ont des liaisons pivot d'axe (0, ¥ )
avec (Sg). On pose :

A(S,/R)=w

TUS:/R) =T

PS/R)=wi.
La rotation du porte-satellite (PS) est obtenue i partir
de la rotation de I'arbre d’entrée (S;) par 'intermédiaire
d'un train épicycloidal constitué d'un pignon satellite
(S), en liaison pivot d'axe paralléle & ¥ avec (PS),
engrénant avec une roue dentée liée i (S;) et avec une
couronne & denture intérieure liée & (S;).
Nombre de dents de la roue liée & (5,) : n;, du satellite
(S): n et de la couronne liée & (S;) : ng.
Le porte-satellite supporte des galets orientables tels
que le galet (G).
Soit R,(0, %, 7,, #;) un repére lié i (PS).
Le galet (G) de rayon a, de centre C tel que OC =15,

({>0), roule sans glisser en I; et I, sur deux surfaces

toriques liées a (S;) et (S;).

Soit R;(C, %3, F2, ) le repére tel que (C, £, ) ait méme

direction et méme sens que I,1;.

On pose: a=(%, %) (a est réglable mais supposé
r dant le foncti

Le galet r{('}) a une liaison pivot d'axe (C, 72) avec
{PS). On pose :

11(G/PS) =07,
Le but de I' est de dét le rapport e
en fonction de a. 1
QUESTIONS

1° Déterminer la vitesse de rotation @ du porte-satellite
(PS) en fonction de la vitesse de rotation @, de P'arbre
d’entrée (S,).

2* Déterminer la relation scalaire qui traduit le non
glissement au point de contact I, de (G) avec (S,).

3° Déterminer la relation scalaire qui traduit le non
glissement au point de contact I de (G) avec (S2).

4 M que le de est :

ny(l +a sin &) — ng(l — a sin )

PP

“y

@, (mg+ ny){i +a sin a)

10 — Le variateur de vitesse & billes PIV (figure 33)
est constitué de deux pl décalés entre | 1

est enfermée une série de billes maintenue par une
cage intermédiaire pouvant se déplacer suivant un axe
afin de modifier le rapport de variation du mécanisme.
Pour déterminer le rapport de variation adoptons le
schéma cinématique de la figure 34.

Soit R(O, %, 7,Z) un repére lié au biti (Sp) du
variateur. L'origine O est le centre de la cage & billes
(S,), supposé fixe par rapport & (S,) pendant le

fonctionnement.

ya 1 4]
1 ] % 3
L2 : oz
Iy
79 i {5+ V
—Lgeseseed ;L_ -
=T hesesceqd or T x

A

N
N

Fard

Pl s

Fig. 32
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commande
de réglage de
la variation

arbre moteur

ressort de
pression

Le plateau moteur (S,) et le plateau récepteur (S;) ont
une liaison pivot d'axe (O, ¥ ) et (0O, ¥ ) respective-
ment avec (S,), telles que :

0,0;=aj (a>0)
0,0=A7 (0=A<a)
A est pendant le f i
I x
12
@
i h
g
Fa
7
/!
& /
!
z \
Q
X
i

(S, /R)=w ¥

USy/R) = w,f.

Une bille (S) de la cage, de rayon b, de centre C, roule
sans glisser en_I, sur (8,) et en I, sur (S;).

Soit R,(0, i, . £ ) un repére lié a cage (S;) tel que
OC=ri (r constante positive).

On pose & = (5, 1), HSy/R) = af.

On pose !

QUESTIONS
1°* Quelle relation vectorielle obtient-on en exprimant que
(8) roule sans glisser sur (S,)?
2° Quelle relation vectorielle obtient-on en exprimant qu
(S) roule sans glisser sur (S;)?
3° Montrer que le rapport de variation est :

e I 8

wl_a—A‘
4° Déterminer {1(Sy/R).
5° Montrer, par un raisonnement simple, que toutes le
billes de la cage roulent sans glisser sur (S,) et (S;
malgré que la vitesse de leur centre soit imposée par |
cage.

6° Tracer la courbe représentative du rapport d
variation pour : 0=A <a.

En pratique : 0=—2<1,2. Quelle est alors Ia valer
@y
maximale de A?

Q YA
'\
/ s
0, ——
—l 80 9 ="
ese O
(OF 4
77

Fig. 34
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— sur plan

mouvement plan

Ce chapitre est consacré a I'étude d'un cas particulier : le

mouvement plan sur

plan,

fréiquemment rencontré

(engrenages, bielle-manivelle, etc.). Des propriétés originales
seront mises en évidence afin de déterminer simplement la
cinématique de ces mouvements.

Soient deux repéres
R(0, %, 7. 7)

et Ry (0o, %o, Fou 7o)

liés respectivement & deux solides (S) et (S,).
Supposons qu'au cours du mouvement de (S) par
rapport 4 (S,) les deux plans P(O,% ¥) et
Po(0,, Xo, ¥o) restent confondus. Alors le mouve-
ment de (S) par rapport a (S,) est dit mouvement
plan sur plan.

Yo ¥
(Ro) (R)
o] x
Zy =
o Xo
Fig.1 0, %

L'orientation de la base de R par rapport 2 la base
de R, est définie par le seul paramétre 8 =(%,, ¥ ).
Considérons le torseur cinématique du mou t
de R par rapport & R, :

{U®R/R,)}= D{

Remarquons que

?i(R/Ra)}‘
V(O/R,)

UR/Ry)=0'7

V(O/Rg) 7 =0.

Par conséquent, ce torseur cinématique est 2
résultante. Son axe central A a pour direction Z.

Soit I I'intersection de A avec les plans P et P,. Le
moment central de ce torseur étant nul :

VIER/R,) =0.

et

REMARQUES
l o A existe si (R/Ry)#0.

e Le point 1 est unique.
Définition

Le point I est appelé centre instantané de rotation,
i la date ¢, du mouvement plan sur plan de P par
rapport a P,.

REMARQUE

Au cours du mouvement le point 1 change de
position dans P et P,.

Définitions

1° La trajectoire du point I dans le plan P, est
appelée base du mouvement plan sur plan de P
par rapport a P,.

2° La trajectoire du point I dans le plan P est
appelée roulante du mouvement plan sur plan de
P par rapport & P,.

10 LATION LR e
Soit (Co) la trajectoire dans P, d’'un point M lié au
plan P.
Alors V(IMER/R,) est un vecteur paralléle 2 la
tangente en M a (C;).
De plus entre les vecteurs vitesse des points I et
M du repére R nous connaissons la relation (chapitre
3 paragraphe 1) :
V(MER/R,)=V(IER/Ry)+{H(R/Ry) ATM
=0'7 AIM.

91



Cinématique

¥ V(MER/R,)

M

LEo]

Oo

heo %
Fig. 2

Ce qui montre que IM est perpendiculaire i
V(MER/R,).

Par suite, le point I se trouve sur la normale en M
a la trajectoire (C,).

Conséquence

Si I'on connait les trajectoires dans Py de deux
points de P, on détermine I par l'intersection des
normales aux trajectoires de ces points.

Application

Considérons les mécani plan de de d'une
tige (T) par un excentrique (S).

Soit R(0, %, ¥, 7 ) un repére lié au bati (Z).
L’excentrique (S) est assimilé & un disque de centre
C, de rayon a. (S) a une liaison pivot d'axe (0, 7)
avec (). Soit R, (0O, £, ¥;, ) un repére lié a (S) tel
que

OC=ei, (e>0).
La tige (T) a une liaison glissiére de direction (O, ¥ )
avec (Z).
(S) et (T) sont en contact ponctuel en un point P d'un
plan lié & (T) perpendiculaire & (O, ¥ ).
QUESTION

Deé i le centre i é de jion I, la base et
la roulante du mouvement plan sur plan de (S) par

rapport a (T).
o 2

Xy

F

N

Fig. 3
92

REPONSE

Pour traiter ce problé geométrig T q
que : -

— le vecteur vitesse de glissement V(PES/T) a po
direction (P, £ ), donc | se trouve sur la normale P
— Pour un observateur lié a (T) le point O décrit I'a
(O, 7 ). par conséquent le vecteur vitesse V(OE S/
a pour direction §, donc le point 1 se trouve sur
normale (O, ¥ ).

Par suite, le centre instantané de rotation | est
I'intersection de I'axe (O, X ) et de la droite PC.

ROULANTE : Trajectoire de | dans (S).

L angle ﬁé est droit, par conséquent la roulante
le cercle de diamétre OC.

BASE : Trajectoire de | dans (T).

Considérons le point A, quatriéme sommet du recta
OICA. Ce point A est fixe par rapport 4 (T),
AH =CP=rayon de I'excentrique.

De plus, dans le rectangle OICA les diagonales :
égales, alors : Al=e Par conséquent la base es
cercle de centre A de rayon e.

3. PROPRIETE DE LA BASE ET
DE LA ROULANTE

Montrons que la base et la roulante sont
courbes qui roulent sans glisser 'une sur I'a

V(i/b) = Virr)
Yo

(&)

o7} S

Fig. 4

Dans le mouvement de P par rapport & Py st
I le centre instantané de rotation
(b)la base (ER,)
(r) la roulante (ER).
Appliquons au point I la relation de comp:
des vecteurs vitesse entre (b) et (r) :
V(1/b)=V(1/r)+V(IEr/b)
comme V(IE r/b)=V(IER/R,)
et que : V(IER/R,)=0, par définition du
instantané de rotation I, nous avons :
V(/b)=V(i/r),
or V(I/b) a méme direction que la tangente
la base (b),
V(I/r) a méme direction que la tangente
la roulante (r),
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e

par conséquent, la base et la roulante sont deux
courbes tangentes. Comme V(IEr/b)=0 ces deux
courbes roulent sans glisser I'une sur l'autre.

REMARQUE

La base et la roulante servent a définir cinémati-
quement le mouvement plan sur plan. Ce mouve-
ment peut avoir par ailleurs plusieurs solutions
technologiques différentes.

Application
Engrenage cylindrique

(C2)

=A

FIG.5 ©z

Soit R(0, %, ¥, 7 ) un repére lié 4 un biti (Sp), (S;) et
(S;) sont 2 roues, non représentées, constituant un
engrenage.
(S,) a une liaison pivot d'axe (O, # ) avec (Sy). On pose
BS/R)=w,Z
(8;) a une liaison pivot d'axe (A, Z ) avec (Sg) telle que
OA=aj (a>0).

Onpose fH(Sy/R)=wi et K= :’—'3 (K constante).
1

QUESTION
Déterminer le centre instantané de rotation I, la base et
la roulante du mouvement de (S;) par rappert & (5;).
REPONSE

Daprés la relation (7) du paragraphe 5 du chapitre 4,
de composition des torseurs cinématiques, on peut
écrire :

{vs/s0}={VS/R}-{V(S/R)}

= (VSR = {ms,m:}
& B

G (VSR = {ﬁ(s.m}‘
ol D

Pour retrancher ces deux torseurs, exprimons les au
méme point O :

1(s,/R)
V(S,/R)} =
e Q{Vwes.fm}
avec  V(OES,/R)=V(A/R)+T8(S,/R)A AD
=0+w,Z A(~ay ),
s0it V(O ESy/R)=aw,i.

Par conséquent  {V(S,/R)}= { “"E}
o

Qg X

e, par suite  {V(Sa/S1)) = {("‘_"1']?}
ol awi

Le centre instantané de rotation 1 est le pied de la
perpendiculaire abaissée de O sur A, axe central du
torseur cinématique {U(S;/S,)} (relation 2 du
paragraphe 1.2.1 du chapitre 3) d'ol
(wy—w )i Aaw ¥  aw; .  aK _
ol = :
{mz‘mﬂz Wl—&ﬂy K‘-l’l
Le centre instantané de rotation est situé sur l'axe
(0,7 ) posons
[ ri =01
r=Al (n—r=a)

aK a @ Iy
alors rj= . =— ot K=—=-,
o gy w, rz

Si K<0: le point 1 est situé a Iintérieur du
segment OA.

Si K>0: le point I est situé a ['extérieur du
segment OA.

La base est le cercle (C,) de centre O de rayon |r
La roulante est le cercle (C;) de centre A de rayon |r;
Les cercles (C,) et (C;) sont appelés cercles primitifs
de I'engrenage cylindrique.

REMARQUES

— Le mouvement de l'engrenage est donc défini
par le roulement sans glissement des deux cercles
primitifs !'un sur I'autre. Reste au constructeur
d concevoir des dentures pour réaliser ce
mouvement.

— Les cercles primitifs sont des notions liées au
mouvement relatif de (S,) par rapport d (S,), ce
ne sont pas des courbes géométriques lides aux
roues. En effet, si nous modifions I'entraxe des
roues, les rayons des cercles primitifs changent.

AR
Soit (C) une courbe du plan P. Dans le mouvement
de roul t sans gli t de la roulante (r) sur

la base (b) on montre en mathématique que la
courbe (C) admet en général une enveloppe (C,)
dans le plan P,. C'est-d-dire qu'il existe dans P, une
courbe (Cy) qui est constamment tangente 2 la
courbe (C) du plan P.

V(MER/Ry)

(&)

()

(b)

FIG. 6
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Les courbes (C) et (C,) sont appelées profils
conjugués.

Soit M le point de contact de (C) et (C;). Au cours
du mouvement de P par rapport a P, le point M se
déplace sur les courbes (C) et (C,).

Exprimons le vecteur vitesse de glissement entre
les profils conjugués (C) et (C,).

Ce vecteur s'obtient en écrivant la relation entre les
vecteurs vitesse des points M et [ appartenant 2 R
dans le mouvement de R par rapport & R, :

VIMER/R,) = V(IER/R,) + T(R/Ry) A TM.
Par définition de I, on a V(IER/Ry)=0, donc
V(MER/R,)=0'7 AIM.

Ce qui montre que la tangente au point M aux profils
conjugués est perpendiculaire a IM. Ce résultat sera
utilisé pour tracer le profil conjugué d'un profil
donné

Cas particulier

Lorsque la courbe (C) se réduit & un point, la
courbe (Cy) est la trajectoue de ce point dans le
plan P, et la normale en ce point & (C,) passe par
le point I.

Application 1

Tracé d'un profil conjugué par la méthode de Reuleaux.
o,
(C2)

(Ci)

(Z)

Fig. 7 ‘o‘

Soient (C)) et (C;) les cercles primitifs d'un engrenage
cylindrigue droit constitué par 2 roues (S,) et (S;).
Notons leur centre respectivement O, et O; et [ leur
point de contact.
Soit (£,) un profil lié a la roue (S;). Cherchons (Z;)
le profil conjugué de (Z,), lié & la roue (S;).
Soit I; un point du cercle prl:nltlf (C;} Lorsque I,
vient en I, dans le de sans
glissement de (C;) sur (C;), le point de (2,] qui est en
contact avec (Z;) est le point M,, pied de la
perpendiculaire abaissée de [, sur (Z,).
La position M de M, lorsque I, vient en I est 'un des
points  d'i des (0,,O.M,) et
(I, [M,). )
Pour déterminer le point M; de (Z;) qui vient se
fondre avec M, lorsque I, vient en I, il faut d'abord
mettre en place le point I, de (G,),g_lﬁ vient_se
confondre avec I. Ce point est tel que Il = 11 ,.
Par suite le point M, est un des points d'intersection
des cercles (0,, 0;M) et (I, IM).
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Le point M; du profil (Z;), conjugué du point M,, es
défini avec sa l.angente

En éralion pour pl s points |
situés sur le ccrcle (C ) on définit le profil conjugu
(%) point par point.

REMARQUE
I L'ensemble des positions des différents points \

obtenus constitue la ligne d'engrénement 4
I'engrenage.

Génération des profils en développante de cercle d'w
roue dentée par un outil crémaillére.

q)

) -

(1)

NO

(D) | e {2 %,

Fie

Dans le mouvement plan sur plan de fa crémaillére
par rapport & la roue (S;) montrons que le flanc ¢
crémaillére enveloppe dans (S,) une développant
cercle.

Soit R(0,, %, 7, 7 ) un repére lié au bati (S,). La
(S,) a une liaison pivot d’axe (O,, 7) avec (S,)
pose : §i(S;/R)=w,Z.

La crémaillére (5) a une liaison glissiére de dire.
(04, £) avec (S,). Posons le vecteur vitesst
translation rectiligne de (S) par rapport & (Sp) é
—anrX (r; constante positive).

Dans le mouvement plan sur plan de (S) par ra
4 (S)) commengons par chercher le centre insta:
de rotation [, la base et la roulante.
Le torseur ciné du
rapport & (S;) s'éerit :

{v(s/80}={ V(S/50)} ~ { V(S /So)}

L [ 0 }__ {M:z L {"hi
ol =y @ o [®] ol=ann

alors la p du centre i é de rotat
définie par (relation 2 paragraphe 1.2.1, chapit
6_.i= =ani n;w.r;x:ni
L]

de (S
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par suite, la base est le cercle (C)) de centre O, de
rayon ry, €t la roulante est la droite (D) confondue
avec 'axe (1, x ]

Le profil (£) du flanc de la crémaillére est une droite

inclinée d'un angle ; —a par rapport & (D). Cherchons

I'enveloppe de (Z) dans (S;). Le point de contact entre
() et son enveloppe (Z,) est le point M pied de la
iculaire abaissée de I sur (Z).
Soit Ry (I, & 7, £) un repire tel que (%, i )=a. Au
cours du mouvement de (S) par rapport & (5,) l'axe
(M, ii ) passe par [ et est tangeat en un point T, au
cercle (Cp,), lié & la roue (S,), de centre O, et de rayon
ry COS o
sli nous montrons que I'axe (M, i7 ) roule sans glisser
sur le cercle (Cy,) nous aurons montré que le point M
décrit une développante du cercle (Cp,).
Pour cela, appliquons au point M Ila relation de
composition des vecteurs vitesse entre (S) et R, :
V(M/R,)=V(M/S)+ V(MES/R,).
V(M/S) a pour direction &
V(MES/R))=—wn%.
Comme V(M/R,) a pour direction if :
V(M/Ry)=—w,r, cos aii ()
ainsi que tous les points de I'axe (M, & ).
Effectuons un calcul analogue pour le point T,
appartenant & S, :
V(1 €8,/R)=V(0,/R) + TUS\/RIAD,T,
=i Ary cos all
V(T €81/R)=—wyry cos all 2
1l suffit de comparer (1) et (2) pour voir que le vecteur
vitesse de glissement au point T; entre le cercle (Cy,)
lié & (S,) et l'axe (M, 7 ) est nul. Alors le profil
conjugué (Z;) est une développante du cercle (Cp,).

Vocabulaire
« : angle de pression.
(L & ) : ligne d’engrénement.
(Cy,) : cercle de base de la roue (S,).

Soient trois repéres

P cnoid s ‘RILOI’_E-'I’ F]!zl)!
Ry(0y, %5, ¥z, 72) et Ry (0s, %5, Fi, 25) liés respecti-
vement 4 trois solides (S,), (S,) et (S;)

Supposons qu'au cours des mouvements relatifs de

ces solides les trois plans P,(0,, %, ¥,).
P,(0,, %5, 7,) et Py(0s, %5, 7,) restent confondus.
Posons : P
I=Li=0L=4

mszRa)=‘”le’

ﬁ(Ra/ Ry)=wynf

ﬁ(R|/R_\}=ﬂuf-
Notons :
Ly Le centre instantané de rotation du mouvement

du plan P, par rapport au plan P,.

L, Le centre instantané de rotation du mou n

I,5 Le centre instantané de rotation du mouvement
du plan P, par rapport au plan P,.

Montrons que les trois centres instantanés de
rotation sont alignés.
Dans le mouvement plan sur plan de P, par rapport
aPp,:
v(:[zuERl/Rz}‘.ﬁ-

En t par I'intermédiaire du plan P; :

V(I ER,/Rs) ¥ v(lzt €Ry/R;)= 0.
Dans le mouvement de R, par rapport a R,
appliquons la relation entre les vecteurs vitesse des
centres instantanés de rotation I; et I;; supposés
liés a P,, donc 4 R, :
V(I €R/R;)=V(1,; ER,/Ry) + R, /Ry)AT51,,

=wpi f\mu-

De méme entre les points I, et I,;, supposés liés a
R,, existe la relation :

v([zl ER]/‘RI}:_‘?(I]ZE R;;Rz)*'ﬁ(Rsﬂ'rRz)"\ mza
= w3t Al

Par suite :
7 M@ Tl + o) =0
Les deux vecteurs I, et I;,l,, ont donc méme

direction. Par suite les trois centres instantanés de
rotation I,,, I, et I,; sont alignés.

Application
Considé un mécani plan constitué de trois
solides (S}, (52), (5;) et d'un biti (S,).

Soit R(0, %, 7, ) un repére lié au biti (S,).
(8,) et (S,) ont une liaison pivot d’axe (A, T ).
(S;) et (S,) ont une liaison pivot d’axe (B, ¥ }.
(S;) et (S;) ont une liaison pivot d'axe (C, # ).
(Sp) et (S;) ont une liaison pivot d'axe (D, ).
Déterminons le centre instantané de rotation I, du
mouvement (S;) par rapport & (Sg).
En appliquant le résultat précédent :

lp=4A, I,=B
par conséquent, I, est sur la droite AB.
D'autre part :

I35=C, ILjp=D

du plan P, par rapport au plan P,.

I3q est sur la droite CD.

Finalement I, est 2 'inter des d AB et CD.
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latra]ectouedupomtldanslgplanl’estsppg 1
roulante du mouvement de -P par rapport & Py
—=:La base et wmauauteson:dquxmm“
muiﬂn sans glisser 'une sur I‘autm .

du plan P sur le plan l’., ost le
s Pet Py, tel que : <

V(lep/maﬁ

PROBLEME RESOLU

Le dessin partiel d'une pompe & débit réglable | QUESTION 1

est donné figure 10. W T

L'arbre moftgu: a une liaison pivot d’axe (A, ) Déferminer graphiquement, dans la configuration

avec le bati @ proposée, le nentr\e_ instantané de rotation I,, du

L’excentrique (D, lié & I'arbre moteur, entraine | Mouvement de la bielle (@) var rapport au biti

une bielle @ dont 1'axe BD passe constamment

par un point C fixe par rapport au bati

Cette bielle @ anime, par l'intermédiaire d'un

maneton @, le piston d’un mouvement de | REPONSE

translation rectiligne alternatif par rapport au biti | Le centre instantané de rotation I, sera obtenu
; géométriquement si I'on détermine les directions
réglage de I'amplitude de la course du piston | de deux vecteurs vitesse de deux points de la
est obtenue par déplacement de la position du | bielle @ par rapport au béti

point C parallélement a I'axe de la vis de réglage, | Le point B, centre de rotation de la biclle @ par

symbolisé sur le dessin.) rapport a I'excentrique @decnt dans @un cercle
V// ViDe2/0) ® ® ©
Y T (\&\
T\ o,
- V(D/0)
}P -
4
(A7)
l2g
axe de |la vis
de réglage
Fig. 10 (1) @
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NS
de centre A et de rayon AB. Par conséquent, le
vecteur vitesse V(B/0) est perpendiculaire 3 AB,
et par suite, I se trouve sur la normale en B a
V(B/0), c’est-a-dire sur le rayon AB.

Au point C, centre de I'articulation, le probléme
est plus délicat car le point C n'appartient pas,
i tout instant, a la bielle (2).

Appliquons la relation de composition des vec-
teurs vitesse au point C entre les solides (2) et (0) :

v(c/0)=V(C/2)+V(CE2/0).

Le vecteur vitesse absolue V(C/0) est nul car le
point C est fixe par rapport au béti @

Alors V(Ce2/0)=-V(C/2).

La liaison entre la bielle @ et le maneton @ étant
glissigre d’axe BD, le vecteur vitesse relative
V(C/2) a pour direction BD.

Par suite, le vecteur vitesse d'ent

QUESTION 2

Déterminer graphiquement la vitesse de translation
du piston par rapport au biti (0).

REPONSE

Appliquons au point D la relation de composition
des vecteurs vitesse entre les solides et
V(D/0)=V(D/2)+ V(D <2/0).

Le vecteur vitesse absolue V(D/0) représente la
vitesse de translation du piston (3) par rapport au
bati (0). Sa direction est celle de I'axe du piston.
La liaison entre la bielle @ et le maneton (:55 étant
glissiére d’axe BD, le vecteur vitesse relative
V(D/2) a pour direction BD.

Le vecteur vitesse d’entrainement V(D €2/0) est
perpendiculaire 3 DI,,. De plus, si on appli
entre le point B et le point D, supposé lié & a
I'i idéré, le théoréme de [I'équi-

V(CE€2/0) a également pour direction BD. Donc
I se trouw Sul'hpclr iculaire en C & BD.
Dol la construction du centre instantané de
rotation Iy :

projectivité du champ des vecteurs vitesse des
points d'un solide, on peut déterminer compléte-
ment le vecteur vitesse V(D€E2/0). Et par suite,
construire le vecteur vitesse V(D/0).

EXERCICES AVEC REPONSES

1 — Le schéma figure Il représente le variateur
GUSA défini dans |'exercice 10 du chapitre 1. Ce
t de 2 z

variateur trans le
Vi(ar0) lz0

de I'arbre @ en un mouvement de rotation intermit-
tent de l'arbre (7).

QUESTIONS
Connaissant la vitesse de rotation de Parbre d’entrée (1)

par rapport au bati : Nyg, déterminer dans la
configuration de la figure :




Cinématique

1° Le centre i é de ion [,y du

de Ia demi-bielle (2) par rapport au biti (0).

2" La vitesse de r ion, & I'instant idéré, de I'arbre
dewrth@parr-ppnrl aulﬂﬂ@:Nm,ndmnm
Nyjo=2000 tr/min.

3 umeurvlmndemﬁmdeh&ml—lﬂele@
par rapport it I'autre demi-bielle @.

REPONSES

1° Pour déterminer géométriquement I il faut connai-

tre les directions des vecteurs vitesse de 2 points de

la demi-bielle par rapport au bati g

Le point A décrit le cercle de centre O et de rayon

OA, par conséquent V(A/0) est perpendiculaire 2 OA

et [, se trouve sur le rayon OA.

Pour déterminer la direction du vecteur vitesse du point

C, supposé lié i@. parrapport&@. appliquons au point

C la relation de ition des vitesse entre

@©®«©
V(Ce2/0)=V(CE2/4)+ V(CE4/0).

La liaison entre @ et @ étant rotule de centre O, on a

ViCce4/0)=0.

La liaison entre (2) et (¥) étant pivot glissant d'axe AB,

V(CE2/4) a pour direction AB.

Par suite V(CE2/0)a pour direction AB. Iy, se trouve

donc sur la perpendiculaire en C 4 AB. D'oi la

construction de [,

2° Lemouvementde @pm' rapporl.é@étunt. al'instant

considéré, une rotation autour de I, on peut construire

le vecteur vitesse V(BE2/0) connaissant le vecteur

vitesse V(A/0).

Pour déterminer le vecteur vitesse du point B par

rapport & appliquons en ce point la relation de

composition des vecteurs vitesse entre 5 @ et
V(Be2/0)=V(B€2/3)+ V(BE3/0).

La liaison entre (2) et (3) étant pivot glissant d'axe AB,

V(BE2/3) a pour direction AB.

Le vecteur V(BE3/0)=V(B/0) est perpendiculaire

a O'B.

D'oit la construction qui nous détermine ces deux

vecteurs.

Par suite : Ny=470 tr/min.

3° Le vecteur vitesse de translation de @ par rapport

a @ est le vecteur V(B €2/3) déja déterminé.

2 — Dans 'opération de rectification d'un profil en
développante de cercle de la denture droite d'un
pignon, étudions le mouvement plan sur plan du pignon
par rapport au biti de la rectifieuse (figure 12).

Soit R(0, %, ¥, 7 ) un reptre orthonormé direct lié au
béti (B) de la rectificuse.

4 développante
de cercle
o =X
0]
z
cercle de
base

Fig. 12

Pendant le mouvement de coupe, le centre C du pignon
(P} ¢st animé d'un mouvement de translation rectiligne
d'axe (O, £ ) par rapport au biti (B). De plus, le pignon
(P) est animé d'un mouvement de rotation de direction
Z par rapport au biti (B), de telle fagon que le profil
de la dent reste constamment en contact avec le plan
(M) de la meule (M).

La meule (M) a une liaison pivot avec le béti (B), I'axe
de cette liaison est situé dans le plan (O, £, 7 ) et est
incliné d'un angle # par rapport & l'axe (O, ¥ ).

QUESTIONS

1° Dans le mouvement plan sur plan du pignon (P) par
rapport au biti (B), déterminer :

a) le centre instantané de rotation,

b) Ia base et la roulante.

2° Déterminer le rayon de la roulante, en fonction de
V'angle 6 et des caractéristiques du pignon :

— nombre de dents : Z

— module de taille : m

— angle de pression de taille : a.

Effectuer I'application numérique pour :

0=15°, Z=31dents, m=8mm, a=20°
REPONSES
1° @) Le centre instantané de rotation [ est &

I'intersection de AT et de la normale en C & (O, £ ).
b) Base : droite paralléle 4 (O, X ), & une distance CL
Roulante : cercle de centre C et de rayon CIL

2° Le rayon du cercle de la roulante est :

soit CI=120,63 mm.
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3. — La figure 13 représente le guidage par billes d'une
table de machine outil (S,) par rapport au béti (Sg).
Les billes (S;) de rayon R roulent sans glisser sur les
plans d'une rainure en vé d'angle égal & 90° usinée
dans (S;) et sur les plans d'une autre rainure d'angle
égal & 120° usinée dans (Sy). Les billes (S;) de rayon
r roulent sans glisser sur les plans d’une rainure en vé
d'angle égal & 2 usinée dans (S,) et sur le plan (P)
de (Sq)-

QUESTIONS

Connaissant le vecteur vitesse de translation de la table
par rapport au biti : V(§,/S,)=VX, déterminer :

1° Les vecteurs vitesse des centres des différentes billes
par rapport au béiti : V(0,/So) et V(0,/S,).

2° Lors du mouvement, & quelle condition la figure

constituée par les centres des billes est-elle géométrique-
ment invarinble?

REPONSES
1° V(0,/Sp)=(3—V6) V&
v
V(O;fs;} _— m x

2° Pour que la figure c par les des
billes reste géométriguement invariable, il faut que les
vitesses de chaque centre par rapport au biti soient

. 6
égales, d'oir sin & ==

4 — Un mécanisme intermittent & croix de Malte
extérieure est représenté figure 14.

L'arbre moteur (S,) a une liaison pivot d'axe (O, 7 )
avec le biti (S) et tourne & vitesse angulaire constante
@ =-30 rad/s.

L’arbre récepteur (S;) a une liaison pivot d'axe (0, )
avec le bati (S), telle que 0,0, = 100 mm.

(S;) est entrainé en rotation par un galet,

Fig. 13

en liaison pivot d'axe (A,Z) aveec (§))
(0;A=70 mm), qui se déplace dans une rainure de
(5;), d'axe 0;A.

Fig. 14

QUESTIONS

Dans la configuration oil P'angle (0,0;, 0,A) est égal &
30°, déterminer :

1° le centre instantané de rotation I,; du mouvement de
(S;) par rapport & (S;),

2° le vecteur vitesse d'entrainement du point A dans le
mouvement de (S;) par rapport a (8) : V(AES,/S).

En déduire la valeur de la vitesse angulaire instantanée
de rotation de I'arbre récepteur (S;) par rapport au biti
(8).

3° Le vecteur rotation £1(S,/S,).

4° Le vecteur vitesse du point O; par rapport a (S,) :
V(04/5)y).

REPONSES

1° I;;z est sur la normale en A & AO, et sur [a droite
0,0; (I;z est aligné avec lj=0; et L{=0;)
figure 15).
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T —
A J V018,
& V(A€ S./S)
V(A/S)
V(A/S)
0, ||2 0,
Fig. 15 (o) (120}
2° Voir figure 15. § — Un véhicule & quatre roues roulant sur une
V(A E€S,/S)| =663 mm/s su_rface plane est schématisé de la fagon suivante
[(S,/S)=w,Z, avec w,=12,6 rad/s. (figure 16).
o s Le chassis est un solide (S). A,, A,, A, Ay sont
=42, rad/s). 5 ¥ 1 e
3 f_&s'/s') Eo 3 tad/s) quatre points liés A (S) formant un rectangle.
4° V(0,/8,)=145,/8,)n 1;;0, Soit R(C, £, ¥, ') un repére lié i (S), le point C
[V(0./8,)]| =3263 mm/s. est le milieu du segment A,A,.
x
Fig. 16
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Mouvement plan sur plan

——

On pose : A,A,=2d% et AA,=1j.
(2d est la voie du véhicule et | I’empattement).
Les quatre roues sont assimilées & des disques
identiques, d'épaisseur négligeable, de rayon r.
Chaque roue (S;) a pour centre A; et pour axe
une droite Dy, située dans le plan du rectangle
A:A:ASAA!; e ’
Soit (An 4;) un axe lié 4 la roue (S;) et situé
dans son plan, on pose :

(f; @ ]'= t;
les roues arriére (S;) et (S,;) ont pour axe A A,.
Soit i; (i=1 ou 2) un vecteur unitaire orientant
I'axe D, de la roue avant (S,).
On pose : (X, &)=V,
Ce véhicule se déplace sur le plan (O, %, 7,) du
repére Ro (0, Xo, Jo, Zo). Chaque roue est en
contact avec ce plan en un point [; de sa
circonférence.
On pose (%, ¥ )="V. )
Les angles ¥, ¥,, 6; sont des fonctions du temps.
Soit I le centre instantané de rotation du
mouvement du plan (C, %, 7 ) de (S) par rapport
4 R,. (On supposera que I existe.)

QUESTIONS

1° A quelle condition I existe-t-i?

2° Exprimer V(A,/R,) en fonction de TE (S/R,) et de TA,.
¥ Ecrire I'expression du veeteur vitesse de glissement
VA, ES5,/Rg). (Om n'effectuera pas les produits
vectoriels.

4° Montrer que si le vecteur vitesse de glissement
V(I, £5,/Ry) est nul, I'axe D, de Ia rove (S;) passe par

Dans la suite de I'exercice on a les 4 roues
roulent sans glisser sur le plan :0, oy ;3"

5° On pose IC=p% et V(C/Ry)=Vy.

(p est le rayon du virage et V la vitesse du véhicule.)
Quelle relation y a-t-il entre V et p?

6° D iner les vi de jon 85 et 8] des roues
arriére (S;) et (S,) en fonction de p, r, d et V.

REPONSES

1% [ existe si la résultante générale T3(S/Ry) du torseur
cinématique du mouvement de (S) par rapport & R,
n'est pas nulle.

Comme T(S/Rg)=¥'Ty, la condition est ¥'#0.

2° V(A /Ro) =TU(S/Ro)ATA,.
3° V(1,E8,/Ro)=TUS/Ro) A TR, +TU(S,/Ro)A AT}
4 On montre que :

T, - —% 7

Ce qui prouve que I'axe D, passe par I.
5° V=pp'.

v
6 05=—— (I +f)
r\ e
et fi= —E (I —‘—‘),
r P

6 — Une presse & décolleter est représentée figure 17,
L’action du vérin pneumatique permet le déplacement
du poingon @

Le cylindre (1) du vérin est en liaison pivot d'axe (A, )
avec le bti . La bielle @ est articulée; en B avec la
tige du vérin, en C avec la biellette et en E avec
le poingon qui peut coulisser dans le bati suivant
l'axe §. La bicllette @esl elle-méme articulée en D avec
le bati @ On donne, en millimétres :

AD=-43% +127§; BC=90; BE=103; CD=45.

QUESTIONS

Dans la position de Ia figure Bl'llepnlngml@eutdqne
AE=—70% + 1907 et que son vecteur vitesse de transla-
tion par rapport au béti , dans la phase de travail, est
égal a:

V(E/0)=-507
Déterminer
1° Le centre instantané de rotation I, du mouvement
de la bielle @ par rapport au bati (0).

2® Le vecteur vitesse de translation de tige @pﬂl’ rapport
au cylindre S

(en mmy/s).
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A x

F4o] @

Fig. 17 AAUANANAANERRARNAANRARANANARN TN AR NANVINR RN

7 — Soit un étau dont le mors mobile (S,) est
commandé de maniére automatique par le systéme
articulé plan représenté sur la figure 18,

Le mors (S;), la biellette (S,) et la biellette (S;) sont
liés a la partie fixe (S;) de I'étau par des liaisons pivot
respectivement d'axe(0,, ), (04, ), (05, 7). La
bielle (S;) est articulée; en A avec la biellette (S,) qui

donne le mouvement au mécanisme, en B avec (S;)
en D avec la biellette (S;), elle-méme articulée en
avec le mors (S5;).
On donne en millimétres :
0,0,=95% +505 et 0,05=130% +707
0,A=30; O;B=60; AB=16; AD=50
DE=30; OE=50; EF=35.
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Piéce
a
abloquer Oy (So)
(Sq)
0.
i (Ss)
(S4)
a
(s
Ny
A B Fig. 18
0, L'arbre moteur @a une liaison pivotd'axe (0,  )avec
[0} le biti (£). Cet arbre, muni de deux excentriques d'axe
z (F, £ )et(G, 7 )communiqueauxarbres(1)et(2),ayant
une liaison pivot d'axe (A, ) et (B, ¥ ) avec @. un
QUESTIONS mouvement de rotation alternatif par I'intermédiaire de

biellettes.
Connaissant le vecteur rotation de la biellette
rapport au mors fixe (Sy) : ﬁ(sto)-: —10; m L'axe (E, £ ) de la bicllette ED a une position fixe par
dans la configuration de la figure oi ce= —20° : rapport & dans le mouvement considéré, mais sa
1° Le centre é de i 1 du de la position est réglable pour obtenir des points de
bielle (S;) par rapport au mors fixe (S,). longueurs différentes.
2° Le vecteur vitesse du point F du mors mobile (5;)
par rapport au mors fixe (S,) : V(F/S,).
8. Etude du mouvement des griffes d'un piqueuse plate
schématisée figure 19. (Les griffes servent a faire
avancer le tissu lorsque [I'aiguille est en position
relevée.)

niveau du plan
de travail
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Cinématique

Les arbres @ et @ iq leur mou au
porte griffe, auquel est liée la griffe (4 ), de fagon que
les points de la griffe aient une trajectoire cyclique de

forme &,

QUESTIONS

Connaissant, & un instant donné, le vecteur vitesse du
point F de 'arbre moteur par rapport au bati @.
déterminer graphiquement dans la configuration
proposée :

1° Les vecteurs vitesse : V(C/Z) et V(H/E).

2° Le vecteur vitesse : V(Q/Z).

3° Le centre instantané de rotation du mouvement de la
griffe par rapport au béti @

4'uumrvlmdnmmMﬂhm@mr
: V(M/Z).

rapport au béti

0,

—

9. Soient (C,) et (C;) les cercles primitifs, en contact
en un point I, d'un engrenage cylindrique droit consti-
tué par deux roues (S,) et (S,) (figure 20).
Notons leur centre O et O, et leur rayon ry el r,
respectivement. On donne @

[ ry=50 mm

r; =75 mm.

2 —— % m "
Sur le secteur angulaire 10,A,;, d'angle 3 le profil (£,)
lié & la roue (S;) est un demi-cercle de diamétre 1A,.
QUESTIONS
1° Déterminer le profil (£,) conjugué du profil (¥,), lié
& la roue (S,), par la méthode de Reuleaux.
2% En déduire la ligne d'engrénement relative 3 ces
profils conjugués.
10. La figure 21 représente un réducteur CYCLO,

L'excentrique @ est moteur. Il est animé par rapport
au bati d'un mouvement de rotation de vitesse
angulaire w, autour de I'axe (O, ¥ ).

Le disque a une liaison pivot d'axe (A, ) avec
I'excentrique (excentration : a).

Larotationde @:ntnﬂne ledisque @donl la périphérie,
cycloidale, roule sans glisser sur 10 galets @ fixes par
rapport au bati 2

Le mouvement du disque @ est transmis & 8 doigts liés
4 l'arbre ré Ed) qui cet arbre en
rotation autour de I'axe (O, £ ), a la vitesse angulaire
wy par rapport au béti (0).

Le mouvement du disque e par rapport au béti @esl
équivalent au I sans gl d'un disque
de centre A de rayon r; sur une couronne d'axe (0, ¥ )
liée au bét , de rayon r; +a.

Le mécanisme est tel que le disque @ n'a aucun
mouvement_relatif de rotation par rapport a Parbre
récepteur @

QUESTION
Montrer que le rapport de réduction du mécanisme est
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2° partie

STATIQUE



modélisation des
— actions mécaniques

Le but de ce chapitre est de choisir une représentation
mathématique des actions mécaniques, d'étudier I'action
meécanique de la pesanteur et de définir les efforts que
peuvent transmettire les liaisons, afin par la suite, de
procéder a leur dimensionnement.

Soient 3 corps (5,), (5,), (S;) et soit (E) I'ensemble
constitué par les 2 corps (S,) et (S,).
— L’action mécanique de (S,) sur (S;) est exté
rieure a (E).
— L’action mécanique de (S,) sur (S,) est inté
rieure 4 (E).

1 = REMARQUE
1
.1. DEFINITION D'UNE ACTION Cette derniére classification est nécessaire pou
MECANIQUE appliquer le principe fondamental de la statiqu
d un ensemble de corps (voir chapitre 2).

On appelle action mécanique toute cause suscepti-
ble de maintenir un corps au repos, ou de créer
un mouvement, on de déformer un corps.

1.3. PREMIER PRINCIPE
DE LA STATIQUE

1.2. CLASSIFICATIONS DES L
ACTIONS MECANIQUES Certaines actions mécaniques peuvent &tre caracté

risées par un vecteur lié.

— Les actions mécaniques sont de deux sortes :
— actions mécaniques a distance (champ de EXEMPLE
pesanteur, champ électromagnétique, ...),
— actions mécaniques de contact (liai Considé un corps (S) suspendu & un céble.
surfacigues, ...).
— On distingue les actions mécaniques extérieures
et intérieures & un ensemble de corps. 3

(S4) (s2) P

(8)
(Sa)

Fig. 2

c Dans ce cas, I'action mécanique du cible sur (S)¢
Fig. 1 caractérisée par le vecteur lié (P, F).
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Modélisation des actions mécaniques

péfinition

-——__L 0 s - s -
Une force est une action mécanique représentée
par un vecteur lié,

Mais la notion de vecteur lié est insuffisante a elle
seule pour représenter complétement d’autres
actions mécaniques.

EXEMPLE

Supposons qu'a I'extrémité d'une poutre (5), encas-
trée dans un biti (), on exerce par I'intermédiaire
d'un cable (C) la force (P, F). Dans ce cas I'action
mécanique de (S) sur (Z) dépend de la position de
la force par rapport 4 (Z). C'est pourguoi on est
amené & introduire la notion de moment de la force
(P, F) par rapport & un point A, quelconque, pour
compléter la caractérisation de I'action mécanique de
(C) sur (8).

/]
A i (8)

/i 2 llF'
/-l s
7

F

Py

%ig. 8 & (]

Par suite, on représente I'action mécanique du cable
wr la poutre par les deux vecteurs :

R(C — §)=F
HA(C — S)=K§AF.

REMARQUE

Si le moment de la force est écrit au point P les
2 vecteurs sont les suivants :

R(C — 8§)=F

HP(C —_— S}=ﬁ.

Yune fagon générale, si un corps (S) subit de la
sart d'un ensemble matériel (E) une action mécani-
jue représentée par un systéme de n forces (P;, F;)
m caractérise globalement cette action mécanique
ar les deux vecteurs suivants :

RE — 89)=3 F,

=1
MAJE — §)=3 AP, A F.
=1

Jn dit alors que Iaction mécanique de (E) sur (S)
st équivalente, au point A, aux deux vecteurs
YE — ) et Mo(E —> S).

éfinitions
R(E — ) est appelé la résultante générale de
Paction mécanigue de (E) sur (S).

M,(E —+ S) est appelé le moment résultant au
point A de I’action mécanique de (E) sur (S).

Propriété

Le moment résultant s’écrit au point B

Mu(E — S)= 2": BP, AF.
=1
Cherchons la relation qui existe entre Mg(E — S)
et My(E — S).

Ma(E — s)=_2:‘, (BA+AP,)AE,
=($ mm)»r(‘}_": F) A AB
d'ol :

Mp(E — S)=M,(E — S)+R(E — §) A AB.

Le moment résultant d'une action mécanique vérifie
donc la relation de changement de point du moment
d'un torseur. Par suite le champ des moments
résultants d'une action mécanique répond i la
définition d'un torseur, ce qui nous conduit i
énoncer ainsi le premier principe de la statique :

Premier principe de la statique

Toute action mécanique est entiérement carac-
térisée, d’un point de vue mécanique, par un
torseur.

Dans le cas précédent, le torseur représentant
I'action mécanique de (E) sur (S) s"écrit :

i(E—»S)}

{5E® — 9)} =A{ﬁ,\(E i

Définitions

Le torseur {'G’(E —_— S)} est appelé torseur
d’action mécanique de (E) sur (S)..

De plus, on précise les définitions précédentes en
appelant :
R(E — S) la résultante générale du torseur
d’action mécanique de (E) sur (S).
ML(E — 8) le moment résultant au point A du
torseur d’action mécanique de (E) sur (S).

1.4. PROPRIETES DU TORSEUR
D’ACTION MECANIQUE

Toute action mécanique étant caractérisée par un
torseur posséde toutes les propriétés du torseur.
Nous allons donc voir & quoi correspondent, pour
les actions mécaniques, ceTtaines propriétés mathé-
matiques du torseur.
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Statique

1.4.1. Actions mécaniques
équivalentes

Application 1 :

z u#‘?

e
H

0

Fig. 4 (S)

Soit un repére R(0O, £, 7, ¥ ). Un solide (S) subit de la
part d'un ensemble matériel (E) une action mécanique
représentée par les deux forces (O, F,7 ) et (A, F35 )
telles que OA=dx (d=0).
Déterminons I'axe central et le moment central du
torseur d’action mécanique de (E) sur (S).
Ce torseur s'écrit au point O :

Fi+F) F}

(
GE — S)}=
{oc )} o{ g

Son axe central A a pour direction 7. Le pied H de la
perpendiculaire abaissée de O sur A est donné par la
relation (2) du chapitre 3 paragraphe 1.2.1. de
cinématique :
Fi+F)§ AFdT
‘? ( 2
(F, +Fz)

di

m’?,ﬂg

Ce qui nous permet de mettre en place A (figure 4).
Les dm éléments de réduction du torseur sont

lail par & t le torseur est a
résul!ante et le rnoment central est nul. Par suite, le
torseur s'écrit au point H :

(BE — $)}= {(F.+Fz}f}

0
Ce qul sagm.fle que lactlon mécanlque des deux forces
est é ala érale (F, +F;)§ de
suppuﬂ A.
b (Fy+Fo) ¥
(o]
z
A i’
Q) —"/
Fig. 5 A

Application 2 :
Soit un repére R (0, %, 7, £ ). Un tire-bouchon (S) subit
d'une main (M) une action mécanique représentée par

108

les trois forces (A. Fif ).(B, —F,f Jet{O, —Ff )ielie

que :
OA=-DB=aj (a>0)

Déterminons I'axe central et le moment central ¢

torseur daction mécanique de (M) sur (S).

Ce torseur s'éerit au point O :

{tM — s)}= { e }
ol-2aF,f

z

|

=R

B 03__—“
%
S q
& P ¥E oy

Fig.

x

Son axe central A a pour direction 7.

Comme en un point de 'axe central d'un torseur
deux éléments de réduction ont méme direction, A
confondu avec I'axe (0, 7).

Dans ce cas, 'action mécanique des trois forces .
équivalente A la résultante générale —F,Z et au mom:
résultant —2aF,Z de support A.

x 4 Fic

REMARQUE

Les vecteurs moments seront tracés avec a
traits paralléles.

1.4.2. Actions mécaniques
particuliéres

Action mécani .‘..,.’ table par un coupl
Le torseur d action mécanique d'un ensen
matériel (E) sur un corps (S) est un couple s'il
de la forme :

0
GE — S)j= 1.
{5t } A{MA(E — S}}

avec :
MA(E — S)#0.

Application
Soit un repére R(O, %, y, £ ). Un tire-bouchon (S)
d'une main (M) une action mécanique représentéc



Modélisation des actions mécaniques

A
Lty -2aF,Z
8 [ -
57&' Y
® ‘:F ~F\%
x Fig. 8

les deux forces (A, F\X ) et (B, —F, ) telles que :

OA=-0DB=aj (a>0).
Le torseur d'action mécanique de (M) sur (S) s’écrit
au point O :

(1]
{BM— 5)}= { _}_
o\-2aF,Z

Ce torseur est un couple si F;#0.
Le moment d'un couple étant le méme en tout point

on peut placer sur la figure le vecteur moment résultant
~2aF,Z en n’importe quel point du repére R.

Action mécanique représentable par un torseur i
résultante

Le torseur d’action mécaniqgue d'un ensemble
matériel (E) sur un corps (S) est un torseur a
résultante s'il est de la forme :

_ [RE — 8)
{B6(E — S)}—ﬁ{ § }

avec
R(E — S)#0.

Le point A est un point de I'axe central A de ce
torseur.

Application
Soit un repére R(0, %, ¥, 7 ). Un corps (S) subit de la
part d'un ensemble matériel (E) une action mécanique
représentée par n forces (P, F;) de méme direction,
définie par le vecteur unitaire i.

(s

F
Fig. 9

On pose :

F,=Fi.
Montrons que le torseur d’action mécanique de (E) sur
(S) est un torseur & résultante.

Ce torseur s'écrit en un point A quelcongue :
R(E— S
{BE — $))= {nt ’}
AM,L(E — 8),
avec

RE— §)=3 F=a 3 F,
-1 i=1

MuE — 5)=3 KF;AF,=(E F,Iﬁ.)ni.
i=1 =]

Les deux éléments de réduction du torseur sont
perpendiculaires, par suite ce torseur est & résultante.
Cherchons I'axe central A de ce torseur. A a pour
direction &. Le pied H de la perpendiculaire abaissée
de A sur A est donné par la relation :
iy F.A[(E F;'KE)J\E]

=l

=l

TG

3 F
il
En appliquant la relation du double produit vectoriel
va-'\(vzﬁv:l)“(Vr‘ﬁs)vx‘(vl‘?z}vs

L]
aux trois vecteurs &, ¥, F/AP; et il, on obtient :

e [s-(3,vm)]s

ﬁ =1 =1
n L
2 F 2 F
=1 i=1
R q que [e p terme est indépendant de
i. Posons
3 ram,
AG=—

et notons A le coefficient de & du deuxiéme terme.
Par suite AH=AG +GH, avec GH=Aii.
Le point H étant sur A, le point G I'est également.

u

Fig. 10

Par suite, I'axe central A est défini par la direction &
et le point G.
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Statique

Définition

I ([..e pohll G est appelé centre des n forces paralléles
Pi' L]

REMARQUE

Lorsque la direction i change par rapport é R,
les autres p étres restant inchangés, le point
G reste fixe dans R. Par conséquent, le lieu de
A dans R est le point G.

Nolls n’étudierons que I'action mécanique de la
pesanteur, action mécanique toujours présente sur

tous les mécanismes. Quelquefois, nous serons
cependant amenés a la négliger devant d'autres
actions mécaniques souvent 1p plus int

2.1. CHAMP DE PESANTEUR

Le champ de pesanteur est un champ qui peut étre
considéré comme uniforme en tout point d'une
région localisée de I'espace. Ce champ est orienté
suivant la verticale descendante.

REMARQUE

La verticale, matérialisée par le fil d plomb, ne
passe pas par le centre de la terre 4 cause des
effets d'inertie d’entrainement dues a la rotation
de la Terre.

Soit R(0, %, ¥, 7 ) un repere lié a la Terre, tel que
l'axe (O, 7 ] soit dirigé suivant la verticale ascen-
dante du lieu considéré (figure 11).

4

(E)

-‘1

Fig. 11

Compte tenu des résultats acquis en classe de
Terminale dans le cours de dynamique, nous
définirons I'action mécanique du champ de pesan-
teur en chaque point P d’un ensemble matériel (E)
par sa densité § =—gi (g>0) relativement & la
mesure de masse dm du point P considéré.
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REMARQUE

g représente ['accélération du champ
pesanteur. A Paris, au niveau du sol :

£2=981 m/s*,

Par suite, le torseur d'action mécanique de
pesanteur sur (E) s'écrit en un point A quelconque

ﬁ{g—»ﬁa}
L
{(3 } alM (g — E)

avec :

R (g— E)=f g dm=mg =—mgi

reE

Ma(e — I»:)=jI _APAz dm
PEE

=— (-Lea g;ﬁ dm)

en désignant par m la masse de (E).

Posons : P=||R(g — E)|.

P représente le poids de (E).

Par conséquent, entre la masse et le poids de (
existe la relation :

P=mg.

REMARQUE

Dans le systéme S.I., la masse s'exprime
kilogramme (kg) et le poids, qui est homogén
une force, s'exprime en newtons (N).

Les deux éléments de réduction du tors
{ Glg — E)} sont perpendiculaires. Par cor
quent ce torseur est 4 résultante, ce qui signifie .
I'action mécanique de la pesanteur sur (E)

équivalente i la résultante —mgZ de support A
étant I'axe central du torseur.

L'axe central a pour direction Z. Cherchons le f
H de la _E'_irpendiculaire abaissée de A sur A

vecteur AH est donné par la relation :

mgz’A[UPEEgE dm)nz‘]
= (mg)
m=$fn[('[,“msdm)nz'].

En appliquant la relation du double pro
vecloricl‘

soit

LE;‘S @i+ ;(z--jmms dm)3
Posons :

o=L

m Jece

AP dm
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e
gnotons A le coefficient de 7 dans I'expression de

ﬁ:m ﬁ,m+ﬁ_ﬁ avec GH =A7.
Le point G ainsi défini se trouve sur A.

4
A H
G
Fig 12 A
Dédinition

Le point G est appelé centre de gravité ou centre
d’inertie de ’ensemble matériel (E).

Propriétés

1. Le centre d'inertie G est le point tel que :

[ c®am=s.

2. Si (E) est un solide, le centre d'inertic de (E)
est un point lié au solide (E).

3, Soit une partition de E(m, G) en n éléments
Ei(m;, G;). Alors

APdm=73 J AP dm

PEE i=1 “PEE;

mAG=3 mAG,
i=]

soit

AG=1 3 maG,

i=1

Expression analogue 2 celle mise en évidence pour
déterminer le centre de n forces paralléles.

4. Si (E) est homogéne et admet un élément de
symétrie (plan, axe, centre) son centre d’inertic
appartient & cet élément de symétrie.

2.2. APPLICATIONS

1. Centre d’inertie d’un cone de révolution de
hauteur h, plein et homogéne.

Le centre d'inertie G se trouve sur I'axe de symétrie
(0, 7) du tronc de céne (S) de sommet O. Soit Z
son abscisse.

(S) étant homogéne on peut remplacer dans la
relation donnant la position du centre d'inertie la
mesure de masse dm par la mesure de volume dv.

A

Ty

x Fig. 13

Soit z |'abscisse d’un point P quelconque de (S) sur
I'axe (0, 7).
Soit V le volume du cbne.

\Y E% wR*h.

(R : rayon du cercle de base du céne.)

Dans ces conditions, la relation permettant de
déterminer le centre d'inertie s'écrit en projection

sur I :
1
L== z dv.
Ve

Pour calculer Z choisissons comme élément
d’intégration un disque d’abscisse z, d'épaisseur dz,
de rayon r.

Alors dv=mr*dz, comme r=%z 2
O L
z—"mj; W—E?Z dz
3 h
Z=FL Z’ dz
3

Z=3h

soit

2. Centre d’inertie d’une demi-sphére de rayon R,
creuse et homogéne (sans la base).

ol |
é
dz 0
Gl r
Z
a —
Fig. 14 Ox o ¥

Par un raisonnement analogue au précédent. On
trouve que I'abscisse Z du centre d'inertic G est
donné par la relation :

1
=3 LE z ds.

S=2xR? (surface d’une demi-sphére).
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Dans ce cas I'élément d'intégration 4 choisir est un
tronc de cone (creux) d’abscisse z, de hauteur dz,
de demi-angle au sommet @, de rayon de cercle de
base r.

comme r=R cos @ :

Alors ds =2mr e

cos @'
ds =2#R dz
1 R
et Z—W‘L 27Rz dz
R
Z-—E.

2.3. THEOREMES DE GULDIN
Premier théoréme

L'aire de la surface engendrée par une courbe plane
tournant autour d'un axe de son plan, ne la traversant
pas, est égale au produit de la longueur de la courbe
par le périmétre du cercle décrit par son centre de
gravité, <A

e
LD
Fig. 15 D

Dans un plan (I1) considérons une courbe (C) de
longueur L et un axe (O, ¥ ) ne la traversant pas.
La position du centre de gravité G de cette courbe
est donnée par la relation :
L 0G =j OP dl.
PEC

En projection sur un axe perpendiculaire 4 (O, ¥ )
contenu dans (II), on obtient :

Lrg =I rdl.
PEC

Multiplions les deux membres de 1'égalité par 27
27r dl.

PEC

Le deuxiéme membre de I'égalité représente ['aire S

engendrée par la courbe (C) en tournant autour de

I'axe (O, £ ), d’oi la relation :

L2arg=

112

APPLICATION 1

Centre de gravité d'un fil homogéne, demi-circulaire de
rayon R

¥
G
8 -—
o]
0z #ig. 16
La relation précédente devient :
47 R2=7R(27-0G)
et 0G =§.
w
APPLICATION 2
Surface d'un tore (anneau cylindrigue)
)
o
Fig. 17
S=2nr.2wR

Deuxiéme théoréme

Le volume engendré par une surface plane tournant
autour d’un axe de son plan, ne la traversant pas,
est égal au produit de I'aire de la surface par h
longueur du périmétre du cercle décrit par son centre
de gravité.

Fig. 1
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ans un plan (I1) considérons une surface (Z)
aire S et un axe (0, ¥) ne la traversant pas.
a position du centre de gravité G de cette surface
;t donnée par la relation :
S0G=| OPds.

PEL
n projection sur un axe perpendiculaire & (O, ¥ )
yntenu dans (), on obtient :

Srs =J- rds.
ez

[ultiplions les deux membres de I'égalité par 2
Stare=[ 2ards.

PEX
e deuxitme membre de I'égalité représente le
slume V engendré par la surface (£) en tournant
rour de I'axe (O, X ) d'oil la relation :

PPLICATION 1

Centre de gravité d'un demi-disque homogéne, de
rayon R.

y
G
0z $ X

Fig. 19

La relation précédente devient :
4

1
- g Rl= 2, .
3 E.g 2 7R+ (27 -0G)

ot 0G=2%,

APPLICATION 2

Volume d'un tore.

Fig. 20

3.1. TORSEUR D’ACTION
MECANIQUE DE CONTACT

Tout contact réel entre deux corps a lieu suivant
une surface, aussi petite soit-elle. Considérons donc
2 corps (S,) et (S;) en contact suivant une surface
(S) (figure 21).

(S2)

fo(8; — S3)

Fig. 21

L’action mécanique de contact de (S,) sur (S;) se
caractérise, en chaque point P de la surface de
contact (S), par une densité surfacique de forces

Jol8) — 8y).

Définition
fo (8, — S,) est appelé densité surfacique, au
point P, des forces de contact de (8,) sur (S,).

REMARQUE
Une densité surfacique de forces est homogéne da
une force divisée par une surface. Elle s'exprime
généralement en mégapascals (MPa).
Rappelons que
1 N/mm?®=1 MPa
1 da N/mm?*=10 MPa
1 bar=1 da N/cm?=0,1 MPa.
Par suite, I'action mécanique de contact de (S,) sur

(S.) se représente globalement par le torseur
suivant, exprimé en un point A quelconque :

{56, — S)}= {E{S' e S’)}
AML(S;, — §,)
avec |
RS, — sz)=f FuS, — S,)ds
PES
et:

MA(S, — S,)= f

PE

APASAS, — S,)ds.
-

Définition
I { &S, — S,)} est appelé torseur d’action méca-
nique de contact de (S,) sur (S,).
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REMARQUE

Si l'on connait la densité surfacique des forces
de contact en tout point de la surface (S), on
peut calculer le torseur d'action mécanique de
contact. Par contre, la connaissance de ce
torseur ne permet pas la détermination de la
densité surfacique des forces de contact, a moins
de faire des hypothéses sur la répartition de la
densité surfacique.

3.2. LOIS DE COULOMB

Considérons deux solides (S,) et (S;) en contact
suivant une surface (S). Soient (IT) le plan tangent
commun & (S,) et (S;) en un point P de (S) et
Je(8;, — S,) la densité surfacique des forces de
contact de (S,) sur (S;) au point P.

fo(S) — 82] Ap(Sy — S3)

//r.-w. - Sz) /
Fig. 22

Posons :
Fol8) —> 8;)=Hp(S; —> S2)+1p(S; —> 1)
avec
fip(S, — S;) perpendiculaire au plan (IT)

et
(S, — S,) paralléle au plan (IT).

Définitions

Ap(Sy — S,) est appelé densité surfacique
normale, ou pression, au point P, des forces de
COM de (S;) sur (Sz),

(S, —> S;) est appelé densité surfacique
tangentielle, au point P, des forces de contact de
(8,) sur (S;).

Soit V(PES,/S,) la vitesse de glissement au point P
du solide (S,) par rapport au solide (S,). [Ce vecteur
est paralléle au plan (IT).)

Enoncé des lois de Coulomb

Premier cas : V(PES,/S,) #0

Lorsqu‘{l y a glissement en P entre (S,) et (S;), la
densité surfacique tangentielle au point P des forces
de contact de (S,) sur (S,) est opposée a la vitesse
de glissement de (S,) par rapport & (S,), ce qui se
traduit par les deux relations :

(S, — ;) A V(PES,/S,)=D
(S, — S,)-V(PES,/S,)<0.
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De plus la norme de la densité surfacique tangen.
tielle est proportionnelle & la norme de la densit
surfacique normale au point P des forces de contacy
de (S;) sur (S;), ce qui sécrit :

s, — soll= £ |76 — Sall

f est le coefficient de frottement en P entre (S,) ¢
(S3).

En introduisant I'angle ¢, tel que f=1g ¢. on pey
interpréter géométriquement cette derniére relation
en disant que fp(S, — S,) se trouve sur le bord
d'un céne de sommet P, d’axe perpendiculaire }
(IT) et de demi-angle au sommet ¢, appelé cone gdo
frottement (figure 23). L'angle ¢ est appelé angle
de frottement.

.
',;{Sl — Sy dﬂn(s — 5;)
@
. f V(PESys,
o8 L ) le— st
/41\ Fig. 2

Deuxiéme cas : V (PES,/S,)=0.

Lorsqu'il n'y a pas de glissement en P enire (8,
et (S,) la densité surfacique au point P des force
de contact de (S,) sur (S;) se trouve a l'intériey
out 4 la limite sur le bord du cone de frottemer
(figure 24).

fo(8) —

m

Fig. £

Ce qui se traduit par la relation :

(8, — Sl = 1 [lieS, — S, -

REMARQUE 1

En toute rigueur on devrail parler dans

deuxiéme cas d'un coefficient d’adhérence, ¢
est légérement supérieur @ f, mais comme do
la pratigue on considére que le coeffici
d’adhérence est égal au coefficient de frotteme
nous ne ferons pas cette distinction.
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REMARQUE 2

Si on écarte les cas o par exemple (S,) et (S;)
sont deux solides aimantés, on peut dire qu’en
général le vecteur densité surfacique normal

(S — S,) est dirigé de (S,) vers (S,).

Tableau de quelques valeurs moyennes
du coefficient de frottement

Alors, la densité surfaci ielle est :

l'-y(5| — S;)=qF% "‘4,,\"’
et la densité surfaciqgue normale :
Ap(S; — S)=gq.i.
Soit f le coefficient de frottement entre (S,) et (S;),

supposé le méme en tout point. Etudions les 2 cas
suivants :

Premier cas : (8;) est immobile par rapport & (S;).
Dans ce cas nous pouvons simplement affirmer qu'en
hi point de contact la densité surfacique

matériaux en P
Acier sur acier 0,10
Bronze sur bronze 0,20
Fonte sur bronze 010
Cuir sur métal 025
Bois sur bois 0,40
Métaux sur bois 030
Garniture de friction
sur acier 030
Pneus sur chaussée 0,60

Fig. 25

Hypothése du contact sans frottement

Cette hypothése consiste & supposer que f=0
lorsque _le coefficient de frottement est trés faible.
alors fo(S, — S,) est perpendiculaire 2 (IT).
Cette hypothése simplificatrice, lorsqu'elle est
possible, permet la résolution de certains problémes,
somme nous le verrons au prochain chapitre,

Application

Considérons deux solides (S;) et (S;) en contact avec
frottement suivant un plan (EI) (figure 26).

F4
(8, —x )

' To(8, — Sp)

o] v -
1 ¥
/*- | [
P -
// tp(S; — S;3)
) /

m
x # l (84)

Soit R(0, &, ¥, ) un repére tel que le plan (O, %, 7 )
soit confondu avec le plan (1), et I'axe (0, 7 ) dirigé
de (8;) vers (S;).

Soit fp(S. — 8,) la densité surfacique, en un point
P quelconque de la surface de liaison, des forces de
contact de (S,) sur (S;).

Posons :

Fig. 26

fo(8) —> 8)=q,% +q,§ +q,i.

Jo(S, —= $1) se trouve & I'intérieur ou  la limite sur
le bord de son cone de frottement, c¢'est-a-dire que :

l6S — sl <flfps; — sl
soit : HasF +a57 I =<fla i
ou encore, en remarquant que g. = 0 et Z unitaire :

la.5 +a,7 | <fq.. l I

Nous ne pouvons rien dire, ni sur la norme, ni sur la
direction de fp(S; — S;) & U'intérieur de son cbne
de frottement.

Quelle conséquence peut-on en Lirer en ce qui concerne
la résultante générale R(S; — S;) du torseur d’action
mécanique de (S) sur (5;)?

B(S, — Sp)= Lm FlS1 —> Si)ds.
]

Posons : (S, —» $,;)=N(S,— S2)+T(S; — S3)
avec :

NS, — SpLam
(s, — Sped.
Définitions

N(S, — S.) est appelé composante normale de
la résultante générale du torseur d’action mécani-
que de (S,) sur (S;) ou effort normal.

T(S; — 8,) est appelé composante tangentielle
de la résultante générale du torseur d’action
mécanique de (S,) sur (S;) ou effort tangentiel.

Par suite :
ﬂ(S| = Sz)=I Q:Z’ ds
Pe()

et TS, — sz>=f (g% +4q,5 )ds.
Pe()

Calculons la norme de ['effort normal :

ING, — sal =} [ a7 as]
Pe(Il)
=|[_ a1zl
PE()

Comme g, =0 et 7 unitaire :

NS — sal=[  qas | @
Pe()

Calculons la norme de 1'effort tangentiel :
I, — sl =] [ (a% +4,7)as}
Pe(ll)
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La norme d'une somme de vecteurs étant inférieure
ou égale & la somme des normes des différents
vecteurs constituant la somme, on a :

ITs, — syl sJ’mm

-

[la. +a,5 | ds. | (3)

Intégrons sur tous les points P du plan (IT) de
contact entre (S,) et (S;) I'inéquation (1) :

I %3 +q,3"lds=ﬁff
PE(IT) PE(IT)

Compte tenu des relations (2) et (3) on obtient entre
I'effort tangentiel et I'effort normal de ['action
mécanique de (S,) sur (S,) I'inéquation :

[T, — sol s8N, — 8.

q, ds.

REMARQUE
L'effort normal est dirigé de (S,) vers (S;),
c’est-d-dire que :
N(S, — S;)+Z>0.

Le moment résultant M, (S, — S,) du torseur
d’action mécanique de (8,) sur (S;), en un point A
quelconque, n'a aucune particularité. Si A est point
central (paragraphe 1.2.1 du_ chapitre 3 de
cinématique), M, (S, — S,)etR(S, — S,) ont
méme direction que I'axe central A du torseur
d’action mécanique de (S;) sur (S;) (figure 27).

Zh A
A(s, — 82

o ﬁA (Sy —» S;)

Fig. 27

L’inclinaison « de A par rapport & la normale Z au
plan (IT) est inférieure ou égale a I'angle de
frottement ¢ (f=1g ¢).

‘A *
R(S; — S2)

| ) | »
sy | ¥
Vi Fig. 28
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Dans le cas particulier d'un probléme plan, dans
plan (O, ¥, £ ) par exemple, A appartient a ce pl
et le moment central est nul (figure 28).

REMARQUE
Un probléme est plan, dans un plan (P) p
exemple, lorsque les torseurs des actions méca;
ques agissant sur un ensemble matériel don
sont, soil des torseurs a résultante d'axe cent,
situé dans (P), soit des couples de momy
résultant perpendiculaire a (P).

Deuxiéme cas : (S;) est animé d’un mouvement

translation rectiligne par rapport & (S,).

Ce mouvement esl caractérisé par le vecteur viles:
V(PES:/S;)=V§ avec V>0.

Dans ce cas Iappltcahon des lois de Cculumh do
ité surfaci

sur la d

davantage de
fe(S, —= Su) (figure 29).

(S4)

1

Fig. 29

La densité faci 1 qx-!-q,ydmla
méme direction que la vitesse de glissements V§y
qui se traduit par la relation :

(g% +q,5 )aVy =0

E . la densité surfaci tielle doit
opposcc a la vitesse de gllssemeru
Soit :

q,7 Vi <0

Et pour finir, la norme de la densité surfac
tangentielle doit étre proportionnelle & la norme ¢
densité surfacique normale

la,7 I =flla I
s0it : =gy =fq,.

Par suite, tous les vecteurs densité surfac
fo(S; — S,) sont paralléles entre eux et la résult
générale du torseur d'action mécanique de (S,) sur
R(S; — S;) a méme direction que les vec
densité surfacique.
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—"._--__
pe plus, nous avons vu au pamxrapm 1.4.2 que le Posons :
[Lovenbirs o douttane e % RS, — $)=N(S, — SP+T(S, — §)

forces pamlleies est un torseur & résultante.
t laclnon écanique de (5;) sur (5;) est
3 laré énérale R(S, — §;) de
support A, A étant I'axe central du torseur d'action
nique de (S;) sur (S;).
A est incliné par rapport & la pormale 7 au plan (IT)
de I'angle de frottement ¢ (figure 30).

hl

A [
A(S; — S2)

o]

(S2) I
s |

Fig 30 \

3.3. SOLIDES EN CONTACT
PONCTUEL

avec | N(S, — S,).L(IT)
T(s, — S,)e(I)

et
P(Sl — Sz) M (S b Sz]+M (SI =" S})
avec .‘E"(S, — S;).1(IT)
Mi(S, — S,)E).

Définitions

Pour le torseur d’action mécanique de contact de

(8,) sur (S;), on appelle :

N(S; — 8,) la composante normale de la résul-

tante générale ou effort normal.

T(8; — S,) la composante tangentielle de la

résultante générale ou effort tangentiel.

M3(S, —* S.) la composante normale du moment

résultant au point P ou nwmut de pivotement.
£(S;, —+ 8 la p jelle du

momnt résu!md au point P ou “moment de

Soient 2 solides (S,) et (S;) en contact ponctuel en
un, point P. Soit (II) le plan tangent commun en P
a (Si) et (Sy).

(S2)

Fig. 31 / \‘3"

En fait, le contact réel entre (S,) et (S,), que nous
considérons, a lieu sur un petit élément de surface
ds contenant le point P.

Le torseur d’action mécanique de contact de (S,)
sur (S,) s’écrit au point P :

R (S — 8,)
G(S, — Sy)= | __ "
{ : 2)} P{MP(SI o Sz)}

n;(SI — 5,)
n?(sl_" S2)

A8~ s,

M (S; — S)

/ Fig. 32

T(S) — S2)

Considérons le torseur cinématique du mouvement
de (S,) par rapport 4 (S,). défini au point P.

0(8./8,) }
V(S,/8,)1= { ¥
{ /s0} #(V(PES,/S,):
Posons : ﬁ(sﬂjsl)Eﬁn(szlslj"'nrtszfsll
avec { 0,.(5./8,)1L(1)
03.(S,/S)E(II).

8, (S2/S1)

?(I;ESZJS,}

Fig. 33

01,(S,/S,) est le vecteur rotation de pivotement et
11,(S,/S,) est le vecteur rotation de roulement dans
le mouvement de (S,) par rapport & (S,).
Rappelons que le wvecteur vitesse de glissement
V(PES,/S,) est pa:allcle au plan (I1).
Lorsque le teur vite de gli t ou le
vecteur rotation de pivotement ou le vecteur
rotation de roulement est nul ou pas, on a entre le
torseur d’action mécanique de (S,) sur (S,;) et le
torseur cinématique du mouvement de (S,) par
rapport 4 (S,) des relations analogues & celles mises
en évidence dans les lois de Coulomb.
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Vecteur vitesse de glissement

Premier cas : V(PES,/S,)#0
V(PES,/SHAT(S, — S,)=0
V(PES,/S,)-T(S, — 8;)<0

IT(s, — Sl =fINes, —s2)].

Deuxiéme cas : V(PES,/S,)=0

ITs; — Sl =fINS, — 8
f est le coefficient de frott t (ou d'adhérence)
entre (S,) et (S,).

Vecteur rotation de pivotement

Premier cas : §1,(S,/8,)#0
0,,(5:/8,)-M3(S, —> §,)<0
IMz(s, — S| =58[N(s, — Syl

Deuxiéme cas : §,(S2/S,)=0
™Mz, — sl =5V, — Sy

& est le de résistance au pivntemenl entre
(S,) et (S;). & est homogéne a une 1

Vecteur rotation de roulement

Premier cas : 0,(5,/8,)#0
0,(S/S)AM(S, — 8,)=0
B,(52/8,).-Mi(S, — 8,)<0
M8, — Su)| =9[N, — S»)|.

Deuxiéme cas : ©2,(S2/8,)=0
IMs(s, — sl <2V, — s2)].

n est le paramétre de résistance au roulement entre
(S,) et (S;). m est homogéne & une longueur.

Tableau de quelques valeurs moyennes
du paramétre de résistance
au roulement

matériaux en n
contact en cm
Acier trempé sur 0,0005
acler trempé a
0,001
Fonte grise sur
acier trempé 0,05
Fonte sur sol en 1
bon état
Pneus sur sol en 05az2
bon état
Fig. 34
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Application
Le schema l:memallquc de la figure 35 représente |y
a dl:]a ¢ au  chapitre
he 4 de cinématig

P Erap

Fig. 35

Soit R(O, %, 7.7 ) un repére lié & un biti (Sy). Un
disque (S;) de centre C,, de rayon r,, a une liaison
plvul d'axe (O, ¥ ) avec (S;). Le centre C, est sur
(0, ¥ ) et le plan de (S,) est perpendicualire 4 (O, £ )
Un plateau circulaire (S;) de centre C, a une liaison
pivot glissant d'axe (O, 7 ) avec (Sp). Le centre C, est
i-;a: (‘{?, £) et le plan de (S;) est perpendiculaire i
e

Le plateau circulaire (5;) roule sans glisser sur le disque

(5,) en un point 1 tel que :
Cil=rf

On pose : IYS,/R)=aif.

On a montré en cmémanque que :

— Le vec de I

a (S;) est:

t de (S;) par rapport

0,(5:/8)=—aif.
— Le vecteur rotation de pivotement de (S;) par
rapport & (S,) est :
11,(5,/8))= -2 ajf.
rz

Représentons au point I I'action mécanique de contact
de (S;) sur (S;) par le torseur suivant :

§{51—~S;]
TS, —~S)=[ }
1=y 0= s, —

{ R(S; — S$:)=Xi +Yy +2f
My(S; — S;)=L% +Mj +Nf
et notons entre (S,) et (S;) :

f : le coefficient de frottement.
b‘ le paramétre de résaslancc au pivotement.
lep dtre de ré aur

QUESTION 1

Sachant que (S;) roule sans glisser sur (S,), quelle
relation y a-t-il entre X, Y, Z7



Modélisation des actions mécaniques

P

REPONSE

La résultante générale R(S, — S;) est & Vintérieur
‘,u ‘4 la limite sur le bord de son cone de frottement
daxe (1 7).

t que I'effort tangentiel est XX + Y§ et I'effort
gormal ZZ, la relation & vérifier est la suivante :
Ixz +Y5 | =flizz |

soit, en remarquant que Z>0:

VXE+Yi=fZ.

QUESTION 2

Sachant que le vecteur rotation de pivotement {1 (S,.'S.]
est non nul, quelle relation y a-t-il entre Z et N

REPONSE

Le moment de pivotement est :
Mi(S; — 8;)=NZ.
Ce t de pi doit étre

rotation de pivotement T1,(S,/S,)= —; aif soit
2

i
PP au

F - -
-2 ajf -Nf <0
r2

N=0.

De plus la entre le
'effort normal doit étre :

[nz | =slzz .
Z et N étant positifs, on obtient :

QUESTION 3

Sachant que le vecteur rotation de roulement 13,(S,/S,)
est non nul, quelie est ia valeur du moment de roulement
M;(S; — S,) et quelle relation y a-t-il entre L et Z?
REPONSE
Le moment de roulement est :

Mi(S, —» S;)=L% +M7.
Ce moment de rou;lemem doit avoir méme direction

de pi et

que le de roul 0,(5:/8))=-ai%
s0it : —aif (LT +M5 )=0
Ensuite, ce t de 1 doit étre opposé au
vecteur rotation de roulement. Soit :

—aiX LI <0

De plus la relation entre le moment de roulement et
I'effort normal doit étre :

Lz ﬂ =ql27 H
Z et L étant positifs, on obtient :

Hypotheése du contact rigoureusement
ponctuel

Dans cette hypothése on suppose que le moment
résultant M,,(S, — S,) est nul.

Cette hypothése est souvent justifiée et facilite
grandement les calculs.

3.4. LIAISONS
SANS FROTTEMENT

Pour toutes les liaisons théoriques de référence
entre deux solides (S,) et (S,) étudiées en ciné-
manque au chapitre I, détermmons les caractéris-
tiques du torseur d'action mécanique de contact
{2‘»’(5, — Sz)}| que la liaison peut transmettre,
lorsque le contact entre (S,) et (S,) est supposé sans
frottement, c'est-d-dire qu'en chaque point P de la
surface de liaison (S), la densité surfacique

f(S, — S,) est perpendiculaire au plan tangent

(T) & (S,) et (S,) en ce point (figure 36).

o8y — 82)

Fig. 36

Le torseur d’action mécanique de contact s’écrit &
I'origine du repére R(0O, %, ¥, 7 ) placé sur chaque
liaison :
R (S S
{B(5, — S}= {_ i ”}.
o MD(SI — 5,)

Nous noterons, quand elles ne sont pas nulles, les
composantes des éléments de réduction dans la base
de R par :

[ R (S, — S,)=X¥ +Yy +2Z7

Mo(S; — S,)=L% +Mj +Ni
et nous écrirons le torseur d’action mécanique avec
ces composantes de la fagon suivante :

X L
{E(Sl —F Sz}}= {Y M].
olZ N

Pour chaque liaison nous préciserons, au préalable,
la nature des surfaces de liaison compatible avec le
mouvement relatif qu'autorise la liaison, lorsque le
contact est direct, c'est-i-dire sans introduction de
piéces intermédiaires entre (S,) et (S,).

Lorsqu’une liaison réelle entre deux solides (S,) et
(5;) a un comportement analogue 4 un modéle
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théorique de référence et que cette liaison n'est pas
réalisée par contact direct, mais par association en
série ou en paralléle de plusieurs liaisons, comme
nous le verrons au chapitre 3, il est difficile de
parler dans ce cas d'action mécanique de contact si
(S,) et (S,) ne se touchent pas (exemple : liaison
obtenue entre deux bagues d'un roulement par
I'intermédiaire  des billes). C'est pourquoi
I'expression torseur d'action mécanique de contact
sera remplacée dans cette elude par I'expression
torseur statique, par logie avec 1'expression
torseur cinématique.

3.4.1. Liaison ponctuelle
de normale (0, Z )

z

R(S; — S

x/

SURFACE DE LIAISON

Les surfaces de liaison sont par exemple : une
surface sphérique en contact en un point avec une
surface plane, deux surfaces cylindriques de révolu-
tion (d’axes non paralléles) en contact en un point
d'une de leur génératrice, etc.

TORSEUR STATIQUE

L'hypothése d'un contact rigoureusement ponc-
tuel étant tout a fait justifiée pour un oonta-:t théo-
LSIIB, nous PP ons le résultant
My(S, — S;) nul (paragraphe 3.3).

De plus le contact étant sans frottement, la
résultante générale §(S, — S;) a pour direction .
Par conséquent, le torseur statique transmissible par
la liaison est de la forme :

00
{B(S, — S,)}= {o 0].

olZ 0

Lo Fig. 37

3.4.2. Liaison linéique rectiligne
d’axe (0, X ), de normale (0O, Z )

z

fo(sy — Sa)

Fig. 38

SURFACES DE LIAISON

Les surfaces de liaison sont par exemple : upg
surface cylindrique de révolution en contact suivay
une génératrice avec une surface plane, etc.

TORSEUR STATIQUE

La densité linéique f(S, —* S.), en chaque poin
P de I'axe (O, & ) de contact entre (S,) et (S,), es
paralléle & Z. Par suite :

RS —

P S A Jpe[o i)

a également pour direction .

Le moment au point O de fu(S, — S.) &
paralléle 4 y. Par suite :

Mo(S; — Sy)= j OP Afi(S, — Sy)dx

P, T

fe(S; — S3)dx

a pour direction .
Par conséquent, le torseur statique transmissible p:
la liaison est de la forme :

00
{B(s, — 8,)}= {o M].

olz 0

3.4.3. Liaison linéique annulaire
d'axe (0, X )

fo(S) — 82)

o Ty Fig.

SURFACES DE LIAISON
Les surfaces de liaison sont : une surface sphéric
de centre O, en contact suivant un grand cerc
avec une surface cylindrique de révolution d'
(0, ¥ ), de méme rayon.

TORSEUR STATIQUE

Le contact a lieu suivant un grand cercle de
surl’ace sphenque lice_a (S,), situé dans le
(0. 3. 7 ), si bien que f(S, —+ S,) passe par (
est perpendiculaire & I'axe (O, ¥ ).

Par suite R(S, — S;) est perpendiculaire & £
Mo(S, — S.) est nul.

Par conséquent, le torseur statique transmissible
la liaison est de la forme :

0 0
{B(s, — 8,)}= [Y o}.

slZ 0
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3.4.4. Liaison rotule de centre O

7oy — S2)

x 0O

(S4)

Fig. 40

SURFACES DE LIAISON
Les surfaces de liaison sont deux surfaces sphéri-
ques de méme rayon, de centre O.

TORSEUR STATIQUE

La densité surfacique (S8, — Sy)ala particula-
rité de passer par le point O, par suite son moment
par rapport au point O est nul et My(S; — S;)

également.

Par conséquent, le torseur statique transmissible par
la liaison est de la forme :

X 0
{5, — s8,)}= {v u}A
olZ 0

3.45. Liaison appui plan de normale

1]

F ’;"Sl —+ 5)

>/
(s:;? a

L /

X’, Fig. 41

SURFACES DE LIAISON
Les surfaces de liaison sont deux surfaces planes
du plan (O, %, 7 ).

TORSEUR STATIQUE

La densité surfacique fo(S, — S,) est paralléle a
;. alors son moment au point O est perpendiculaire
L.
Par suite R(S, — S;) est paralléle a 7 et
S; — 8§,) est perpendiculaire & 7.
Pﬂl’_cpnséquent. le torseur statique transmissible par
I liaison est de la forme :

0 L
{B(S, — S,)}= [o M}A
olz 0

3.4.6. Liaison pivot glissant

d’axe (0, ¥
le
fo(Si— S
<7
SN
¥ el o
0 ,‘; ¥
xa G,  Fig. 42

SURFACES DE LIAISON

Les surfaces de liaison sont des surfaces cylindri-
ques de révolution d'axe (O, ¥ ).

TORSEUR STATIQUE

La densité surfacique fo(S, — S,)ala farﬁcula-
rité d'étre perpendiculaire & I'axe (O, X ), alors
R(5, — §,) 'est également.

f(S, — S,) a aussi la particularité de rencontrer
I'axe (O, £ ), ce qui signifie que son moment par
rapport a cet axe est nul.

Par suite My(S; — S;) n'a pas de composante sur
I'axe (O,I‘;ﬂ)(.

Par conséquent, le torseur statique transmissible par

la liaison est de la forme :
00
{Y M],
olz N

3.4.7. Liaison glissiére hélicoidale
d’axe (0, ¥ )

{5, — s2))=
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SURFACES DE LIAISON
Les surfaces de liaison sont des surfaces hélicoida-
les daxe (O, £ ), de section droite quelconque.

TORSEUR STATIQUE

Supposons le repére R(O, %, 7, 7) lié a (S,). Au
cours du mouvement relatif de (S,) par rapport a
(S,), un point P de contact des surfaces hélicoidales
de liaison, lié & (S,), décrit dans le repére R une
hélice circulaire (H) d’axe (0O, £ ), de rayon r,
d’inclinaision « et de pas réduit p (entre p et &
existe la relation : p=r tg a (figure 44)).

) aeneI00P 27p

a

Zar Fig. 44

Soit K la projection orthogonale du point P sur le
plan (O, ¥, 7). Notons i le vecteur unitaire de méme
direction et de méme sens que le vecteur OK et j,
Ie troisi¢éme vecteur unitaire de la base orthonormée
directe (%, £, /).

La ;();siticm du point P dans R est définie par 1'angle
0=(x, i).

Alors : KP=p# ou rétga.

Soit & le vecteur unitaire tangent en P 4 I’hélice (H)
et  le troisitme vecteur unitaire de la base
orthonormée directe (1, &, ¥ ).

Alors : (Fa)=(%7)=e

Le profil de la section droite qui engendre la surface
hélicoidale de liaison se trouve dans le plan (P, &, ).
Le vecteur vitesse de glissement entre les deux
surfaces hélicoidales, au point P, a pour direction
i, par conséquent d'aprés les lois de Coulomb
énoncées au paragraphe 3.2, la densité surfacique
fe(S, —= S,) est perpendiculaire 4 i Posons

g FolS) — S2)=Ad +pui
(A et u sont des fonctions du point P considéré).
C la rotati de (O, ¥ ) et la translation
suivant (O, ¥ ) de (S,) par rapport a (S,) sont liées,
il doit certainement en étre de méme pour la
composante de R(S, — S,) sur ¥ et la compo-
sante de My(S, — S,) sur &.
Pour mettre en évidence cette relation calculons

X f(S; — Sy) et ¥ +(OPAfu(S, — 8,)).
Le premier terme est égal a :

X felS) —> S)=F +(Ad +ul)

en remarquant que ¥ est perpendiculaire 4 [ et que
X7 =cosa :

X flS; — Sy)=Acosa (4)
en notant que : OP=ri +pé%, le deuxiéme terme
s’écrit : -

X (OPASAS, — 82)
=% [(r +p8% )A(AG +pi)]
en remarquant que :

FAG =—if
iAi=

X AT =sin ai
N
Tai=j
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on obtient :
% +(OPAfu(S, — S2))
=% +«(—rAil +Ap8 sin ai + 1P6f)

W =5In a
«i =0
=0

i -(OPASAS, — S1))=—rA sin a.
Comme p=riga
ou P cos a=rsin «

% -(OPAJ(S, — S)))=-pAcosa. (5
Par suite avec les résultats obtenus dans les relations
(4) et (5) on a I'égalité suivante :

F(OPAf(S, — S2))=-pX -[u(S, — §,).
En intégrant les deux membres de cette égalité syr
la surface de contact entre (S,) et (S;), on obtien
entre R(S, — S,) et M(S, — §,) la relation:

T Mo(S; — S;)=—p¥ ‘RS, — §,).
Par conséquent le torseur statique transmissible par
la liaison est de la forme :

X L
{B(s, — S)}= {v M}
olZ N

soit avec :

LT T T

avec L=-pX.

3.4.8. Liaison glissiére daxe (O, x )

57"
Fig. 4
SURFACES DE LIAISON
Les surfaces de liaison sont des surface

cylindriques, non de révolution, de génératrice:
paralléles & X.

TORSEUR STATIQUE
La densité surfacique f,(S, —= S,) est perpendi
culaire & la direction ¥ du déplacement alor
R(S, — S,) est aussi perpendiculaire 3 % P2
conséquent, le torseur statique transmissible par k
liaison est de la forme:

0L
{55, — 8,)}= [Y M},
olz N



Modélisation des actions mécaniques

3.4.9. Liaison pivot d’axe (O, x)

Z)

r(S) — S:l

_zfﬁ'l

@, Fig. 46

{URFACES DE LIAISON
s surfaces de liaison sont des surfaces de
gvolution, non cylindriques, autour de I'axe (O, ¥ ).

REMARQUE
En pratique une telle liaison est généralement
réalisée par association d’une ligison pivot
glissant et d’une liaison appui plan.

'ORSEUR STATIQUE

_a densité surfacique f(S, — S,) rencontre I'axe

le rotation (O, ¥ ). Par suite, son moment par
a cet axe est nul et S, — §;) n’a pas

'e-composante sur I'axe (O, £ ).

'ar conséquent, le torseur statique transmissible par

1 liaison est de la forme :

X 0
{B(§, — 8)}= ['r M}.
olZ N

3.4.10. Liaison encastrement

Dans ce cas les surfaces de liaison doivent empécher
tout mouvement relatif entre (S,) et (S,).

Par suite, le torseur statigue transmissible par la
liaison n'a aucune composante nulle :

X L
{B(s, — S))}= [v M}.
olZ N

3.4.11. Tableau récapitulatif

Dans le tableau présenté figure 47 sont indiqués les
torseurs statiques des liaisons sans frottement étu-
diées précédemment, ainsi que les points ol les
torseurs conservent leurs composantes nulles
(colonne «forme particuliére conservée» du
tableau).
Si on compare le torseur statique d'une liaison sans
frottement avec son torseur cinématique (figure 7
du chapitre 3 de cinématique) on constate que la
somme :
RS, — Sz)‘v(OESz/S_L}

+Mo(S; —> $,)+1U(S./S))
est toujours nulle.
Cette propriété sera expliquée au chapitre 3 de
dynamique. Elle traduit le fait que la puissance des
actions mutuelles de contact est nulle dans une
liaison sans frottement.

TORSEURS STATIQUES DES LIAISONS
Forme Forme
Liaison {B(S, — S.)} | particulitre Liaison {B(S, — 8.)} | particuliére
conservée conservée
ponctuelle 00 . pivot 00 f
de normale { 0 0} de"'(’,':',“s-) glissant IY M} dc"?g‘})
(0,7) olZ 0 e d'axe (0, ¥) olZN !
linéique
rectiligne [V} points glissiére X L it
daxe (0, ¥) {o M du plan hélicoidale Y M dcp{O %)
de normale olZ 0 (0,74, %) d'axe (O, ¥ ) o \Z N J
(0.7 avec L=—pX
linéique 0 0} —_ 0L
annulaire Y 0 au ; glissiére {Y M} en tout
daxe (0, 7) o{z 0 point O d'axe (0, ¥) Jlz N point
X0 P X 0 g
rotule de au pivot [ } points
Y 0O p . = Y M -
centre O 0{2 0} point O d'axe (0, ¥) Az N de (0, )
appui plan 0L X L
de normale {l‘l M} his tilo::l encastrement {Y M e"Dti‘:ltlt
(0,7) olZ 0 po olz N p
a. 47
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PROBLEME RESOLU

Sur un broyeur de paille, attelé & un tracteur | Soit R(O, ¥, 7, 7 } un repére lié au carter (0) du

agricole, le moment du couple 'transmi.ssible par | [imiteur de couple. La roue conique motrice (3) a
le moteur est limité par un limiteur de couple & | .0 Jiaison glissiére d'axe (O, y ) avec I'arbre
roues coniques dont le schéma cinématique est i T i
donné figure 48. moteur @ qui a, ainsi que la roue conique

réceptrice (2), une liaison pivot d’axe (O, ¥ ) avec
le carter (0).

Vi //@

Z3 =
@ Zz \
Yz LB —2)
P
qﬂ
m r T
Xy qr P
y —
- o]
) o) o H y b
Fig. 48 «x,
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P

Soient le demi-angle au sommet des troncs de
ggme, €l fm €t ry les rayons minimum et
aaximum des cercles de section droite de la
surface conique de contact entre @ et @

Solent g. la pression de contact, supposée
uniforme, de I"action mécanique de @ sur @, etf
je coefficient de frottement des surfaces en

gontact. i

3—12) }
. TG — )=

Notons - {&( h o{m(s — 2)

le torseur d’action mécanique de contact de la
oue @ sur la roue @

. {F=-f-§(3—> 2)
B pose : e

C=y-My(3 — 2)

E représente I'effort presseur exercé axialement
par la roue @ sur la roue @
@ représente le moment du couple transmis par
le limiteur de couple.
Le but de I'étude est la détermination du moment
maximum C, que peut transmettre ce
mécanisme. Pour cela nous considérerons les
roues @ et @ 4 la limite du glissement.
Dans cette hypothése nous pourrons définir
complétement, en chaque point P de la surface
de contact, le vecteur densité surfacique
(G — 2).
Supposons qu'a la limite du glissement, le
yecteur rotation de @ par rapport @ soit de la
forme:  (2/3)=w§ avec w<0.

QUESTION 1

Paramétrer la position d’un point P quelconque de
hswlacedeconlsddelaroue@parrappoﬂau
repére R. Préciser la direction de la normale en
ce point.

REPONSE
Soit H la projection orthogonale du point P
considéré sur I'axe (O, ¥ ).
Soit R,(H, X,, ¥, Z,) le repére tel que le vecteur
unitaire Z, ait méme direction et méme sens que
le. vecteur HP. e
On pose : 0=(%1,)

y=0H

r=HP.
Soit ‘RE{P. X1, Y20 5) le repére tel que I'angle
I Za)=a.
Le vecteur unitaire 7, est normal en P i la surface
conigue,

_QUESTION 2

Déterminer les comp du densité
surfacique f.(3 — 2) dans la base du repére

local R, (P, £y, Ja, Z;), en fonction du coefficient
de frottement f et de la pression de contact g,
entre et

REPONSE
Lorsqu'il y a rotation relative de @ par rapport
a @, calculons le vecteur vitesse de glissement
du point P dans le mouvement de par rapport
a (3): V(Pe2/3).
Appliquons la relation entre les vecteurs vitesse
des points P et H de (2), par rapport 4
V(Pe2/3)=V(HE2/3)+11(2/3)AHP.
Le point H étant sur I'axe de rotation (O, ¥ )
commun i (2) et 3) : V(HE2/3)=0 par suite :
V(PE2/3)=wj Arf,
V(Pe2/3)=wri,,
comme <0, le vecteur _\7(1’62/3) a une
composante négative sur X,, alors la densité
surfacique tangentielle de I'action mécanique de
contact de @ sur @ a méme direction et méme
sens que I,.
Par suite, on peut poser :
f?(j' — 2)=gq.5; +q.k,

avec : g, et g, >0
et: q.= fa,
alors : | fo3 — 2)=gq.7%, +fq.%,. (6}

QUESTION 3
Déterminer la pression de contact g, en fonction
de I'effort presseur F.

REPONSE
=-§-R3 — 2).

Comme : R(3 — 2)=I fo3 — 2)ds
Pes

(8 :surface de contact entre @et@)l‘expression
de F s'écrit en tenant comple de (6) :

F=| 5 (ada+fa.f)ds.
PES

Sachant que q, est constant, et que

[f fy=—sine

y-5,=0

F=gq, sin a I ds
PES

S0t : F=gq, sin «-8S.
S représentant I'aire de la surface de contact
‘entre et é, notée également S.
La surface latérale du tronc de cbne s'obtient

facilement par application du premier théoréme
de Guldin (figure 49).
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Fog + T
B S=AB2nx |——=
V N 2 )
chant : =r""__,{!'.
A2 ésa Sh o sin @
m
S=— Z—r2).
4 e
3 Par suite : F=mgu(ri—r})
I
£ S o .
d'oi : q"vsr(r.f‘.-—r,f.)'
Q) "y )
Fig. 49
QUESTION 4

Déterminer le moment maximum C,, du couple
transmissible par le limiteur de couple, en fonction
de Peffort presseur F.

REPONSE
C=7 -Ms3 — 2).
Comme :
M3 — 2)=[ OPARG — 2)ds
PES

I'expression de C,, s'écrit en tenant compte de
6):

CM"LESF'[W‘“(‘IJZ+NJI )]ds

remplagons OP par y¥ +/Z, et inversons les
produits scalaire et vectoriel du produit mixte
écrit sous le signe somme.

Cu= j _ 5705 +12)] (a4 0.k )ds
avec
{F Ay =0

¥ AL =%

CM:-[:Es Xy ( Gtz + fq.%, )ds

[f,-fz =0
en remarquant que : Rl
XX =1
Cu=fa,[ rds.
PES

Si on choisit comme élément d’intégration ¢
troncs de cone d'épaisseur dy, de rayon r, ds
pour expression :

d
ds =2ar —
cos a
or r=r,+ytga
différentions cette égalité pour obtenir dy.
dr=tg a« dy
alors dy =£ (si a#0)
ga
et ds= ?'” rdr.
sin a
Par suite i
M =2—?£ng r’dr
sin e J,
i 2mfa, 5 _
soit Cu e (rig—rd)
avec I'expression de g, obtenue en (7):
Cum 2fF -rﬂl— ra
M 3sina ri—r2
REMARQUE

Dans le cas o a=; (surfaces de cont

planes) :

2 __rm—ri
CM=-fF‘M—‘

37 ri-r2

et 5i de plus ry, et r,, sont peu différents,
peut assimiler le terme :
2ry—ri gyt P
Irg-r2 2

alors :
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[ EXERCICES AVEC REPONSES

L ——

1— Déterminer le centre d'inertie : On donne :
g) d'un chne de révuiuti::éde hauteur h, de rayon de Py =25 kg/dm®, p,=1kg/dm’, a=5m
e de base r, homogéne, creux et d'épaisseur b=20 h=130 =9 2
:ﬁl@ablc. sans la base (figure 50), m, 30m, g=98Im/s
zA QUESTIONS
= L En ne considérant que I'unité de longueur du barrage :
1° Déterminer au point O le torseur d’action mécanique
G de I'eau sur le barrage.
- Montrer que ce torseur est i résultante.
h G D Ia valeur érique de sa résul générale F.
Déterminer la position de son axe central A.
2 2° Calculer le poids P du barrage ainsi que la position
# de son centre de gravité G suivant I'axe (O, ¥ ).
o 3° Anticipons sur le prochain chapitre (principe fonda-
: " mental de la statique) :
Fig. 50 Fig. 51 Soit R la résultante générale du torseur d'action
b) d'une plaque h ¢ne, d’épai égligeabl que du sol sur le barrage.

ayant la forme d'un quart de cercle de rayon r | Sachant que le barrage est en équilibre par rapport au

(figure 51). sol, déterminer :
a) Le point d’intersection I de I"axe central du torseur
I d! F4 d *.
REPONSES {ol::l;ﬂ;l mécanique du sol sur le barrage avec I'axe
2
a) 0G== h. b) La valeur minimum du coefficient de frottement [
3 entre le sol et le barrage pour que le barrage ne glisse
42 pas sur le sol.
b) 0G= r.
kg
REPONSES
h?
pg o X
2 — Un barrage poids en béton (masse volumique p,), 1 {'5'(&“ i barraae]}! h?
¢ylindrique, de ion droite trapézoidale (largeurs a olpe—7¥
et b, hauteur h) repose sur un massif poreux 6
(figure 52). — Les deux éléments de réduction du torseur somt
perpendiculaires, par éq le torseur est &
z A résultante.
- I — |Fl=441-10°N.
— @y — Le pied H de la perpendiculaire abaissée de O sur
= h
A est défini par le vecteur '6H=; 7 (figure 53).
h M
z
; ]
T T oo dd o — ®y
b A
Fig. 52 Pl \A @
9 H i A
L'eau exerce sur la paroi verticale du barrage une
action mécanique définie par la densité surfacique : E
fu-‘“p.g(k—z}i avec : 077TTATTI T 77 - :-.-;
P : masse volumique de I'eau vp
g élération de la p
z: abscisse du point M. Fig. 53
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a+b?+ab
o = - I e——
2° B =92-10°N, xg= TTEET
3° a) A‘|-;(c'+bz+db + 2 .‘a’)
3(a+b) Ps
x=118m,
pe _h i
e T >0,48.
b) f sl d'oi  f>0,48

3 — Soit Rg(0, %, Fo. 7o) un repére lié & un béti (S;).
Deux roues coniques (S;) et (S;) en rotation par rapport
au biti (S,) autour des axes paralléles (0, &) et (A, &)
ont pour demi-angle au sommet a €t pour rayon moyen
ry et ry respectivement (figure 54).

On pose :
{msn’&)'”lfo

XSy /Ro)= —endy
(S;) et (5;) sont en contact suivant une faible longueur
de génératrice, si bien que le contact peut &tre assimilé
2 un contacl ponctuel au point I.

=rnYe

On pose : =
TA=r,.
Les roues (S.) et (S;) roulent sans glisser I'une sur
I'autre an poult d
SollR(K %o, 7, 2 )Ierepémtelqut.l axe (I, 7 )aitméme

que la g ice de des surfaces

avec  w>0.

conigues. Soit :

{B(S; — So}= {::”Yf +Zf}.
\LE+My + Nz,

Le torseur d'action mécanique de (S;) sur (S,), au
point L.
Notons entre les surfaces (S,) et (S;):

{ f : le coefficient de frottement

8 :lep étre de résist: au pi
n:ilep étre de rési au roul

Zg

QUESTIONS

1° Dans le mouvement de (S,) par rapport a (!
déterminer le vecteur rotation de pivotement et le vecte
rotation de roulement en fonction de r,, ry, w; et
2* Sachant que (S;) roule sans glisser sur (S;) au point
quelle relation y a-t-il entre X, Y et 27
3® Sachant que le vecteur rotation de pivotement de (¢
par rapport i (S;) n'est pas nul, quelle relation y a-
entre N et Z?
4° Sachant que le vecteur rotation de roulement de (¢
par rapport @ (S;) n'est pas nul, déterminer L et
relation entre M et Z.
5 Si on considére que le contact entre (S;) et (5;) a li
ivant une géné ice, qu'il ne peut ¥ awv
qu'un seul point ol le vecteur vitesse de glissement
(S;) par rapport i (S;) soit nul.

REPONSES

1° ,(5,/5,) = (1 +:—;)m, sin af
fsi/50= (1

2° IX7 +Y7 | =s2.

n -
+=)w, cos aj.
Lt

3° -N=8Z.
4° L=0.
~M=9Z.

5% Les points de I'axe central A du torseur cinématiq
du mouvement de (S, ) par rapport & (S;) ont un vecte
vitesse nul.

Or A a méme direction que la résultante généra
11(8,/S:) = (w, + ;) 7, de ce torseur.

A ne peut donc couper la génératrice de contact ent
(Sy) et (S;) qu'en un seul point.

Par conséquent, il n'y a qu'un seul point oil il n'y
pas de glissement. Ce point n'est pas nécessaireme
le point L.

)
° m,\m:t
Y N—

L | \/ 2

A \ -

Yo

l_g@-)\-)

Fig. 54
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v-'-"'-u-.-_--__

e

4 — La butée Michell employée dans la construction
d'un groupe turbo-al hydrauli se comp
d'un arbre vertical r par I'intermédiaire d'un
film d'huile, sur une couronne de 8 patins articulés
(figure 55). . ; 1
[rarbre tourne 4 la vitesse angulaire de 100 tr/min. La
charge verticale que doit supporter la butée est
6+10° N.
g:lm active d'un patin est assimilable 2 un carré de
goté | =50 cm, dont la secti édiane est au
eercle de rayon r=75 cm.

On , €n premiére approxi que la loi de
répartition des pressions entre le patin et la base de
I'arbre est uniq une fonction de 1'abscisse x du

point considéré, dont |'expression est
6uVx(l—x)
a*(2a—Ifa—x)

plx)=

avec

[T

viscosité dynamique de ['huile {(en poiseuille)

' : .
! Tz
/0
[ 4
|7
YA
zZQ A
v
—
L L LEIN LTSI LL L LS a -
0 hy ¥
hy
I
PA
Q 06 ¢ 7 x Fig. 55
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V : vitesse d'un point de I"arbre sur le cercle d'un
rayon r (en m/s)

a :angle d'inclinaison du patin (en radians)

I :longueur du patin (en m)

a :longueur telle que hy=(a—1)lg &
h, est la hauteur du film d'huile A la sortie du
patin (en m).

On donne :

1
@ HE de degré
hy=0,05 mm.

QUESTIONS

I° Déterminer la résultante générale R des forces de
pression s’exercant sur la base inférieure de I'arbre, par
unité de largeur du patin.

2° Quelle doit étre la viscosité dynamique de ’huile pour
obtenir les conditions de fonctionnement indiquées?

3° Déterminer le support A de la résultante générale des
forces de pression s’exercant sur la surface du patin.

REPONSES
1° Sachant que
x(f=x)  2a-1 ala-=1)
(a-xf  a-x (a-x¢
On trouve :
6uV a 21 £
=2 [ 555

2° La vigcosité dynamique est :
1=0,0122 Pl (poiseuille).

L

En réalité la viscosité dynamique adoptée est 3 fois
plus grande que celle calculée, & cause des fuites
latérales. Soit :

1 =0,0275 Pl (poiseuille)
ou 1 =217,5 cPo (centipoise).
(Pour fixer les idées, la viscosité de I'eau & 20 °C est
1 c¢Po.)

3° Sachant que :

B -x) a(3a—-2) a*{a-—1)
(a-xy “a-x¢

On trouve que le moment résultant M, des forces de

pression s'exergant sur la surface du patin, par unité
de largeur, est :

W, 3uV

“@a-1)

==(x+2a-1)+
a—x

I(6a—1)~2a(3a ~2) In — ]21
a=I

Par suite A se trouve & une distance de 0.6 [ de I'a
(0.7). ’

Cette distance détermine la position de I'axe de rotati
du patin.

1.4 ek

5 — Une vanne par un circuls
de centre C, de rayon r, ferme une retenue d'eau po
laquelle la hauteur de la surface libre est h (figure !

Fig. 56

L'eau exerce sur la surface du secteur une ac
mécanique définie par la densité surfacique :
fu=-pegth-2)it

avec :

p. : masse volumique de "eau

g :accélération de la pesanteur

z : abscisse du point M

A : vecteur unitaire normal i la surface de cont

dirigé vers I'extérieur du secteur,

On donne :
pe= 1 kg/dm’
2=981 m/s
r=12m
h=06m.
QUESTIONS

En ne considérant que I'unité de longueur de la va

I° Déterminer la résultante générale R du tor
d'action mécanique de I'eau sur la vanne.

2° En déduire Porientation de I'axe central A d
torseur d’action mécanique.

REPONSES
1° [|R|| =469 daN et (% R)=67,85 degrés
2° A a méme direction que R.
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§— Déterminer le centre d'inertie :
a) d' une r]em.le sphére de rayon r, pleine et homogéne

(gure 57,

Fig. 57

b) d'une_plaque h
ayant la forme indiquée sur la figure 58 OA=AB=r.

5 d’épai 2 omakl

Fig. 58

7 — Une poutre droite de section carrée est encastrée
dens un mur. A son extrémité A s'exerce une action
mécanique représentée par la force (A, —F7)
(figure 59).
Afin d'éval les pressi qu'exerce la
poutre sur [e mur, on adcpte des lois de répartition de
en tion de y, et en
fnncnon de x, sur les faces supérieure et inférieure de

QUESTIONS

Sachant que ces pressions de
mécanique équivalente a 1a force (A, =FZ ), déterminer :

contact ont une action

1° La loi de répartition des pressions de contact en tout
point de Ia face supéricure et de la face inféricure de Ia
poutre.

2* En déduire la valeur maximum de la pression de
contact qu'exerce la poutre sur le mur.

REMARQUE
Deux acti mécanigq sont
quand on peut les représenter par un méme
torseur.

! PN S |

8 — Deux rotors verticaux de 2 métres de diamétre et
de 8 métres de hauteur, en rotation autour de leur axe
4 la vitesse angulaire de 200 tr/min, sont utilisés pour
la propulsion d'un navire (figure 60).

Yy

VoF

Fig. 60

Le vecteur vitesse relative Vo du vent par rapport au
navire est de 40 km/h et il est perpendiculaire au
navire.

La force propulsive qui entraine le navire est due &
'effet Magnus : lorsquon place dans un courant d'air
un cylindre animé d'un mouvement de mmuon al.ucur

la poutre, comme indiqué sur la figure. de son axe, le cylindre met en t par

z

A ¢ zk

T

g A Ty = =~

g 1144
®y
F - FZ

Fig. 59
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les filets fluides qui le nent, et qui eng

z

QUESTIONS

alors une action mécanique sur le cylindre, repré
par une force perpendiculaire & la direction du courant
d'air dont le sens dépend du sens de rotation du
cylindre. (Cet effet Magnus explique aussi la courbure
que présente la trajectoire d'une balle de tennis
coupée.)

Fig. 61

On en aérody que dans un tel écoule-
ment la répartition des pressions sur le cylindre est :

Fo= —;-'vag[l -(:—:—z sin a)zlﬁ

p : masse volumique de I'air.

Vo : vitesse du vent suivant (O, % ).

@ : vitesse de rotation du cylindre autour de 1'axe
0,7).

: rayon du cylindre.

: vecteur unitaire normal & la surface latérale du
cylindre, orienté vers I'extérieur du cylindre.
a=(% i)

Vo et @ sont algébriques.

On donne : p=1,225 kg/m’.

E

1° Mont que la ré générale des pressions
aérodynamiques est par unité de longueur du cylindre :
F=—2mpVywriy.

la forme propulsive théorique qui entraine

2° En dédui
le navire.

9 — Un flotteur de carburateur correspondant & la
coupe partielle de la figure 62a peut &tre assimilé & un
tronc de cone de révolution dont les caractéristiques
sont données dans la figure 62b.

En chaque point M de la surface immergée du flotteur,
I'essence exerce une action mécanique définie par la
densité surfacique :

fu=-peth-2)i
avec :
p : masse volumique de I'essence.
g: élération de la p A

A : vecteur unitaire normal au point M & la surface
du flotteur, dirigé vers 'extérieur du flotteur
z : abscisse du point M sur I'axe (0, ).
Pour lester le fl il est ire de i
I'action mécanique de I'essence sur le flotteur.

QUESTIONS

1° Montrer que le torseur d'action mécanigue des force
de pression exercées par I'essence sur le flotteur s’éeri
au point O :
i
il

{Glessence — fiotteur)} =
§=w-pgﬁ[r2+k g nr[r‘i-;tg a)].

avec :

Poi a ressort  Ec

Clapet d'enrichissement Crépine-filtre _

=N
—-—

7

7700

e ﬁ

s,

/11

] |

FEFEE:

s

ENIT | rly//?'

(Al
{1 O]

IF.
eI A

N

Fig. 62 (2)

h
3

(b)
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—
2° Vérilier ce résultat en appliquant le principe demi-largeur de contact :
@’Archimide.

be=t,52 Nl
10 — Calcul de I'étendue de la surface de contact et TTNE

de la pression maximum de contact entre deux corps y g .
par les relations de Hertz dans les deux cas particuliers pression spécifique maximale :
sifivants :
a) contact linéique cylindre sur cylindre, Proax = 0,418 1H__.N'f_
b) contact ponctuel sphére sur sphére. Lo

Lorsque I'un des rayons est infini, le contact est celui Deuxiéme cas : Contact sphére sur sphére (figure 64)

d'un cylindre ou d'une sphére sur un plan.
Les relations de Hertz que nous allons donner sont

valables dans le d lastique pour un coefficient
z 1
de Poisson de T
Pour ce calcul, il faut définir : i by
r
1° La courbure relative entre les surfaces en contact :
1% 1 b
T e g
r [} 2
avec : P max

r, : rayon de courbure relative.
ry : rayon du cylindre ou de la sphére @,
r; : rayon du cylindre ou de la sphére @, Fig. 64

signe + pour tangence extérieure,
signe — pour tangence intéricure.

rayon du cercle de contact :

2° Le module d’élasticité de calcul E : r=1,11 “’i ;"
11 [I 3 1) . = :
E 2 E, 'E; pression spécifique maximale :
' R A a).. fE
{E. module d'élasticité du matériau de @ Proax = 0,388 {/N _) S
E; module d'élasticité du matériau de @ s
Premier cas : Contact cylindre sur cylindre (figure 63)
QUESTIONS
1” Deux roues de friction cylindrigues d’axes paralliles,
de rayon ry=3 cm et r,=8 cm, sont en contact sur une
largeur [=1,5 cm. Sachant que :
26 Pase =3 MPa
- { E;=200000 MPa
E;=210000 MPa.
Déterminer :
a) L'effort presseur maximum N que I'on peut exercer
| entre ces roues.
P max b) La largeur 2b de la bande de contact.
» 2° Une sphére de rayon r =3 cm, de poids P=7 N repose

sur un plan horizontal.

Sachant que le plan et la sphére ont méme module

. d'Young : E=200000 MPa, déterminer le rayon r' du
’ cercle de contact entre Ia sphére et le plan, ainsi que la

Fig. 63 pression spécifique maximum.
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principe fondamental
— de la statique

Le but de ce chapitre est en particulier la détermination des
torseurs d'action mécanique s'exergant sur un ensemble
materiel (E), lorsque (E) est en équilibre par rapport a un
repére galiléen. Pour cela, il est nécessaire de formuler le
principe fondamental de la statique apres avoir défini au
préalable la notion d'équilibre d'un ensemble matériel par

rapport & un repére.

Soit un ensemble matériel (E) quelconque. (E) peut
étre un solide, un ensemble de solides liés ou non,
une certaine masse de liquide ou de gaz, etc.

Définition

On dira que I'ensemble matériel (E) est en
équilibre par rapport & un repére R si, au cours
du temps, chaque point de (E) conserve une
position fixe par rapport au repére R.

Cas particulier du solide

Un solide (S) est en équilibre par rapport 4 un
repére R si les paramétres qui définissent sa position
dans R sont constants au cours du temps.

2.1. ENONCE

Il existe au moins un repére, appelé repére galiléen,
tel que pour tout sous-ensemble matériel (e) de
Pensemble matériel (E) en équilibre par rapport a ce
repére, le torseur associé aux actions mécaniques
extérieures i (e) soit nul.

Notons R, le repére galiléen et & I'extérieur de e.
Le principe fc tal de la ique formule
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I'existence d’au moins un repére R, tel que
puisse €crire :

{6(e — e)}={8} | V(e)C(E)

2.2. REPERE GALILEEN

Pour la plupart des mécanismes étudiés
laboratoire, un repére lié a la terre constitue
trés bonne approximation d'un repére galiléen
Un repére galiléen est donc un repére dans k
on peut vérifier le principe fondamental d
statique avec une bonne précision.

2.3. THEOREMES GENERAUX
DE LA STATIQUE

En écrivant qu'en tout point de |'espace
résultante générale et le moment résultant du toi
associé aux actions mécaniques extérieure:
sous-ensemble matériel (e) sont nuls, on ot
deux théorémes appelés théorémes généraux ¢
statigue.
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-'-F"—'-—_-__

posoms: {B(F— e)}= {;{?181)}

en un point A quelconque.

¢me de la résultante statique
Théoréme iq

Pour fout sous-ensemble matériel (e) de
Pensemble matériel (E) en équilibre par rapport
gn repére galiléen R, la résultante générale du
torseur associé aux actions mécaniques extérieures
a (e) est nulle.

Soit i(;—b g}:ﬁ.

Théoréme du moment statique

Pour tout sous-ensemble matériel (¢) de
J'ensemble matériel (E) en équilibre par rapport
gu repére galiléen R,, le moment résultant du
torseur associé aux actions mécaniques extérieures
a () est nul en tout point.

Soit [ M,(6— ¢)=0 VA

2.4. REMARQUE IMPORTANTE

Si le torseur { (& — &)} est nul, (e) n'est pas
nécessairement en équilibre par rapport au repére
galiléen, méme si (e) est un solide. En effet,
considérons les deux exemples suivants :

EXEMPLE 1

Une paire de ciseaux (e) est soumise & ['action
mécanique de deux doigts (d,) et (dy) représentée
par les deux vecteurs liés opposés (A, F) et (B, -F)
(figure 2a). L'action de la pesanteur est négligée.
-F B
B A

Fig.2a

Appliquons le principe fond: I de la statique a
la paire de ciseaux (e), sans se soucier de savoir si
elle est en équilibre par rapport & un repére galiléen.
(), 'extérieur de (e), est uniquement constitué par

Le torseur d'action mécanique de (d,) sur (e) sécrit
au point B :

-F
{B(d, — e)}= { }
gt B
Le torseur associé & ces deux actions mécaniques,
c'est-d-dire le torseur {G (& — e)} est égal 4 :

- i ()

Pour ajouter ces deux torseurs, exprimons-les au
méme point A. Le moment résultant en A du
deuxiéme torseur est nul, car F et AB ont méme

direction.
(B(e— e)}= {:}+ {‘;}

Alors :

d'od {6 (g — e)}={0}.

Ce torseur est bien nul, mais la paire de ciseaux
s'ouvre...

La condition { Z(Z — e)}={0} n'est donc pas une
condition suffisante d'équilibre pas rapport au repére
galiléen,

EXEMPLE 2

Soit R (0, %, 7, 7 } un repére galiléen lié & un bati
(Sg) et un arbre (8) ayant avec (Sg) une liaison pivot
d'axe (0, ).

vk

a @z

0
—_

@WQ Fi;. 2b

Supposons cet arbre (S) en mouvement de rotation
uniforme par rapport au biti (S;) et dynamiquement
équilibré par rapport '1"axe de rotation (O, £ ). (Nous
verrons ¢n dynamique, au chapitre 2, qu'un arbre est
dynamiquement équilibré lorsque son centre d’inertie
est sur 'axe de rotation et que cet axe de rotation
est axe principal d’inertie pour I'arbre.)

Pour ce on en dy ique, que
le torseur associé aux actions mécaniques extérieures
a |'arbre est nul. Et pourtant, il tourne...

o 2 0 2]

les deux doigts (d,) et (d;) si on néglige I'action  Soit (E) un ensemble matériel en équilibre par
écanique de -

la p rapport a un repére galiléen R,. Soit une partition
(8)={d,, d:}. de (E) en deux sous-ensembles matéricls (e,) et
Le torseur d'action mécaniqie de (d,) sur (¢) s'écrit  (€2) (figure 3).
au point A : Appliquons le principe fondamental de la statique
ae,):
Bld, —+ e)}= {F} »
P } A0 {'g(el — fl)}z{ﬁ}'
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Fig. 3

(&), I'extérieur de (¢,), est constitué par I'extérieur
de (E) et (e,).

(&)= {E- e}
Alors :

{B(E — e)}+{Ble: — e)}={0}. (1)
Appliquons le principe fondamental de la statique

a(ey):
{5(a — e)}={0}.
(&), I'extérieur de (e;), est constitué par I'extérieur
de (E) et (¢,). B
(&)={E, e,}.

Alors :

{B(E — e} +{B(e, — ex)}={0}. (@
Ajoutons membre & membre les relations (1) et (2) :
{B(E — e)}+{B(E — e}

+{Ble, — e)}+{Ble, — &)}={0}. ()
Les deux premiers torseurs représentent |'action
mécanique de I'extérieur de (E) sur (e;) et (e;),
¢'est-a-dire sur (E).
Par conséquent :
{6(E — e} +{B(E— &)}
={%(E — E)}
(3) s'écrit alors :
{B(E — E)}+{B(e; — )}
+{Be, — e)}={0}. @
Or, l'application du principe fondamentale de la
statique & (E) permet d'écrire que :

{8(E — E)}={0}.

Par suite la relation (4) devient :

{Bles — e)}=={Ble, — e}

d'ol le théoréme ci-dessous :

Théoréme

sur le sous-ensemble matériel (e,) est opposée 3

4. APPLICATION :

SYSTEME VIS-ECROU

Considérons un  systéme vis-éerou  d'axe (O,
(figtere 4). x

P\

o)
/ y Fig

Le repére galiléen R(O. &, 7. £ ) est lié a la vis (1).
I'écrou (2) s'exerce P'action mécanique d'un corps
représentée par le torseur : P

{G(E — 2)}= [ ]

o'C
avec F=-Ff (F>0)
C=Ck
Les surfaces de liaison entre la vis (1) et I'écrou
sont des surfaces hélicoidales d'axe (0, ¥ ), de sec
droite triangulaire de demi-angle au sommel 8.
Au cours du mouvement de I'écrou (2) par rappe
la vis (1), un point de contact M, lié & "écrou, de
dans R une hélice circulaire i droite (H), d'axe (O,
de rayon r, d'inclinaison o (figure 5).
Soit K la projection orthogonalc du point M sur le
(0.7 f). Motons i le vecteur unitaire_de m
direction el de méme sens que le vecteur OK et
troisigme vecteur unitaire de la base orthonor
directe (%, i, ).
Posons : a=(5.17).
Sml ir le vecteur unitaire tangent en M & I"hélice
et ¥ le troisitme vecteur unitaire de la base orthe
mée directe (i, i, 7 ).
Alors (iiii)=(% 7 )=
Le profil de la section droite du filet triangulait
trouve dans le plan (M, &, ().
Soit A le vecteur unitaire normal au point M au
de la vis, dirigé vers I'extérieur de la matiére
vecteur est perpendiculaire a i@, et :
(5.7 )=8.
Notons A le troisié cteur unitaire de la
orthonormée directe (i, i, X ).
Soient f le coelficient de frottement entre les sur
en contact {supposé le méme en tout point) et ¢ '
de frottement (f=1g ). Soit fi,(I — 2), la di
surfacique au point M de I'action de contact de (
(2). Posons : g
Jall — 2)=pi +ti +r'A.

Dans I'étude, on supposera que |"écrou est a la
du gllssement par rapport & la vis, oll que '

L’action mécanigue du sous-ensemble matériel (e,)
I I’action mécanique de (e,) sur (ey).
136
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Fig. 5

par rapport & la vis. Dans cette hypothise le Le théoré de la résul i liqué a (2)
vitesse de glissement au point M de (2) par rapport a s'éerit :
(1) a pour direction if, et les lois de Coulomb nous R(1 — 2)+F=0 %)
gt ) le théoréme du i au point O, appliqué
Alors full —= 2)=pii +4il i (2) sécrit : :
Le but de I'étude est de . déterminer pour ce Mo(l — 2)=0.
mécanisme :
— La  condition  d'irréversibilité,  c'est-a-dire I oA g e 2

Pour la P sur ¥ cette

I'impossibilité, lorsque C est nul, d'obtenir un mouve-
ment relatif de I'écrou par rapport a la vis, quelle que
soit la valeur de F.

— La pression de contact entre les surfaces de liaison.
— La valeur du moment résultant C pour faire tourner
I'écrou dans un sens ou dans |'autre.

— Son efficacité en fonction du sens de rotation.

QUESTION 1

On suppose que C=0 et F#0. Quelle relation doit-il y
avoir entre f, a et B pour que I"écrou reste en équilibre
par rapport a la vis?

REPONSE

Appliquons & 1'écrou (2)) le principe fondamental de

la statique

_ {z(z2 — 2)}={0}

(2), rextérieur de (2), est constitué par la vis (1) et
(E). Par conséquent le principe fondamental s’écrit :

{za ;-» )} +{BE — 2)}={D}
(1—2 F
o[ 1 N, 0[6]={ﬁ}

Mol —= 2)
avec Rl — z)=L full — 2)ds (5)
s

soit

Mol — 21-L OMAfull — 2)ds  (6)
5

(8) étant la surface de liaison entre (1) et (2).

derniére équation vectorielle
7 Mgl —= 2)=0
soit avec (6) :

i f OMAfi(1 — 2)ds=0
MES

ou en introduisant £ sous le signe somme et en

A lai

les p et vectoriel :
I (£ ADM)-fl(l —= 2)ds=0
Mes
or OM=0K + KM
OM =ri +pb3
(p : pas réduit de I'hélice (H))
et T AOM=% A(rl +p6% )
i AOM=r

par suite la relation s'écrit :

L o fu(l —» 2)ds =0.
(=

Cette intégrale est nulle si en tout point M :
il — 2)=0.

En considérant que I"écrou est & la limite du glissement
par rapport & la vis :

full — 2)=pit + 1
et [e)=rlpl.
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Compte tenu du sens de F, p et ¢ sont positifs, car la
rotation de I'écrou par rapport a la vis se fera dans le
sens négatif autour de (O, £ ); alors

t=fp.
Par suite la relation & vérifier est :

7 +(pit +fpit )=0

s0it
+(sin B +cos B7 )+ ff -G =0
—sina cos B+ fcosa=0
ou ga=

cos B
Par suite, on admet que la condition d'irréversibilité
du systéme vis-écrou est :

tgas (8)

cos @

lorsque la vis est a
devient :

filet carré (B =0) la condition

gas=f
Condmon plus resmcuve sur 'angle a que dans le cas
éral, C'est pourq inver on utilise les vis
i filet carré pour les issi de

QUESTION 2

Déterminer la pression de P, supposée uniforme,
entre les surhoes de Ihmn. en fonction de F.

REPONSE

La pression de p sera
I"équation vectorielle (7) sur X.

iRl — 2)+%-F=0

en pa;

soit I ‘I Full — )ds=F
Mes
En considérant toujours que I'écrou est a la limite du
glissement par rapport 4 la vis :
full —> 2)=p (i +fii )
et la relation précédente s'écrit :

f-L!sp{i‘ +fii )ds =F

en remarquant que :
X il =% +(sin i +cos B7)
X+l =cos B-cos a

X -if =sina.

et que p, o, B sont indépendants du point M, on
obtient :

i
i

p(ccsﬂcos«+,fsina}L ds=F
s

S'—-L ds
s

(aire de la surface de liaison).
Par équent, la relation d la
contact est :

posons :

de

F

p =‘S(cxas Becos a+f sin &)
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QUESTION 3

Pour simplifier la suite de I'étude, mous considér
maintenant que la vis est & filet carré avec un coeffici
de fictif f* S entre les surfaces
cos
contact, pour que les résultats trouvés soient valah
pour un filet triangulaire avec un coellicient de fro(
ment f (on posera également ['=ig ¢').
Lorsque la relation d'ircéversibilité (8) m vérifi
déterminer la du €
torseur d’action nécmlqu de (E) qui entraine I'én
(2) dans un mouvement uniforme par rapport & la v
a) dans le sens positif autour de (O, ¥ );

b) dans le sens négatif autour de (0, £ ).

REPONSE

a) Dans le cas d'un filet carré (figure 6)
full — 2)=pi + 1.

v
- M
i owu
“h
fult — 2)
© p
i
) = Fic

Appliquons & I'écrou (2) le théoréme du mom
statique au point O en projection sur ¥ :

F Mol — 2)+% -C=0.
Notons C, (C,>0) la composante sur ¥ du mom
résultant C, alors -
Cy=-X *Mpll — 2)
avec (6) :

C=-% L OM Al —= 2)ds
es

ou en mtroduuant x sous le signe somme et
per les p Il et vectoriel :

—L (¥ ADM): fu(l — 2)ds
&S
nous avons démontré que : ¥ AOM = rj, alors :
Cl“‘_’ i *full — 2)ds.
Mes

De plus, fu(l — 2)=pi +tii, avec

[p =>0. (car F>0)

<0 (car C;=0)

par conséquent, I'égalité |¢| =f|p| s*écrit :
—t=fp

d'od full — D=p (¥ —fii)
et C.=-L i (- fif )ds
€S
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—
en remarquant que :
{} 0 =—sine
j i =cos a
et que [ et a sont indépendants du point M,
T'expression de C, s'éerit :

C.=[sina+,f'wsa)L rp ds.
€S

Considérons que tous les points M sont & une méme
distance rmgy de I'axe (O, X ), alors :

L mds=rm,L p ds.
€5 &5

La valeur de [I'intégrale p ds est donnée en

es
appliquant & 1'écrou (2) le théoréme de la résultante
statigue en projection sur ¥ :
7Rl — 2)+i-F=0

soit f‘J fu(l — 2)ds=F
mes

ou E-I p(¥ —fi )ds=F
Mes

comme X0 =cosa

X it =sina
on obtient :

{cos a — f' sin a}L pds=F.
s

Par suite C, a pour expression :
sin @ + f' cos &

Cy=Frnoy cos a— [ sin a
ou encore
tgatigy
CinPr W
ey I-tge'tge
soit Cy=Fropoy tgla+e') ]
REMARQUE

Pour ce calcul il n'a pas été nécessaire de
supposer la pression de contact p uniforme.

b) Dans ce cas, notons C; (C;<0) la composante sur
i du moment résultant C.

1 2 ofd

Par un on montre

que :

gue au p

Cy==Fruoy tgle'~ @)

si la relation (8) est vérifiée ¢'=a, par conséquent C,
est bien négatif.

QUESTION 4

Lorsque (E) fait tourner I'écrou (2) d’un tour, le travail
du moment résultant C est (voir cours de Méca-
nique 1™ F) :

W(C)=C-2m.
C=C; lorsque (E) fait tourner I'écrou dans le sens
positif, et C=C, dans le cas contraire,
Le travail de la résultante générale F est :

W(F)=—Fx2np,
avec :
P=rmey tg @ (pas réduit de la vis).
On définit I'efficacité d’un tel mécanisme par le rapport :
_Iw(®)
Iw(C)l

Déterminer dans les deux cas de la question précédente
"efficacité du systéme vis-écrou.

REPONSE

a) C=C,

Dans ce cas et pour un tour :
W{E,}=2w?r,,,.,, tgle +¢')
W(F)= =Flnrmey tg .

Par : Z

tg a

i Etg(a +¢')

Dans le cas d'un systéme vis-écrou irréversible (¢'=a)
I'efficacité est inférieure 3 0,5.
b) C=C,
Dans ce cas et pour un tour :
W (§R}= _2"F’mr tg(e'—a)
W (F)=—Flmrn., g a.
Par suite :

ga

ﬂ!lsw'—od

si @'<2a, alors n>1.




Statique

PROBLEME RESOLU

Pour déplacer suivant un axe (O, £ ) un meuble
en bois (3) de masse M, de centre de gravité G,
sur un sol en béton (0) on intercale entre le
meuble et le sol deux barres cylindrigues de
révolution (1) et (2) identiques, en acier,
homogénes, de rayon r, de masse m, d'axe
paralléle a (O, ) (figure 7).

Le repére R(O, %, 7, 7) est lié au sol. Soit
2 =—g¥ laccélération de la pesanteur.

On suppose que les coefficients de frottement
aux différents points de contact sont identigues,
ainsi que les paramétres de résistance au
roulement. Notons alors :

[ : les coefficients de frottement

7 : les paramétres de résistance au roulement.
Le but de I'étude est la détermination :
— de la force horizontale nécessaire au déplace-
ment du meuble,
— de la position que doit avoir le meuble par
rapport aux barres cylindriques, pour qu'il soit
en contact et roule sans glisser sur celles-ci.
Définissons aux différents points de contact les
torseurs d’action mécanique du sol et du meuble
sur les barres :

{6(0 — D}= At{;‘}

- (5

M,
=X.X y
dvec {E! Jx—+Y3."
M, =M,z
o
T3 — 2)4= s
{ } A‘{M4
avec

R,=XI +Y.§
M, =M.z

On déplace le meuble 4 une vitesse de translation
constante VX (V>0) en exercant sur ce meuble
une_action mécanique représentée par la force
(P, F) telle que :

F=F% avec F>0

OP-7 =2r+h  (h : constante positive).
Au cours de ce mouvement on suppose que les
barres roulent sans glisser sur le sol et sur le
meuble.

Dans un tel mouvement uniforme, on montre er
dynamique (chapitre 2) que le principe fonda
mental de la statique est applicable 4 tout sous
ensemble matériel de 'ensemble matériel consti

R=X,Z+Y,7 tué par (1), (2) et (3).
avec b
M,=M,Z Soit | la distance entre les axes des barres (1
B et (2). Cette distance reste constante au cour:
{50 — 2)}= {ﬁ‘} du mouvement.
=Xk +,;,"_ . Soit x I'abscisse sur I'axe (O, X ) du centre d
avec {_"" X 2y gravité G par rapport au centre C, de la barn
M,=M,7 (1). On suppose que 0<x<I.
y l [
H
2 G
X
£
As Ay
¥ -Mgy
16G C;
0 TTTT77T77772 Ry 777 7777777777777 77777777777 777777 77 70?7 —
©z
£
Fig. 7
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J——
REMAROUE I'équation (10) donne en projection sur 7
Les du blé sont les | I'équation scalaire :

12 composantes d’s acﬂon de contact et F
'application du principe fondamental de la
statiqgue a (1) donnera trois équations
scalaires, ainsi qu'd (2) et a (3).

Par conséquent on disposera au maximum de
neuf équations scalaires indépendantes, qui ne
suffiront pas a elles seules a déterminer les
treize inconnues du probléme.

Les équations supplémentaires seront obtenues
en exprimant qu’en chaque point A,, A,, As,
Ay, il y a une relation entre le moment de
roulement et I'effort normal de I'action méca-

nigue de contact (voir chapitre 1
paragraphe 3.3).
QUESTION 1
Eerire les trois équations scalaires déduites du
principe fond tal de la statique appliqué a la
barre (1).
REPONSE

Le principe fondamental de la statique appliqué
a (1) s"écrit :

i {51 — 1}={0).

EI). I'extérieur de (1), est constitué par le sol
0), le meuble (3) et la pesanteur notée g.

Le principe fondamental s’écrit alors :

{B0 — D}+{BG — 1}
+{B(g — D}={0}

) e

Pour ajouter ces torseurs exprimons-les au méme
point A, :

Jaf fomma)s {500

en ajoutant ces torseurs on met en évidence le
torseur { B (T — 1)}

R, +R;—mgy
a\M,+M +R,Aﬁ,A
Le théoréme de la résult 1 ppliqué &
(1) s’exprime par :
R,+Ry—mgy =0. 9)

Le théoréme du moment statique, au point A;,
appliqué a (1) s’exprime par :

M, +M,+R;AAA, =0 (10)
I’équation (9) donne en projection sur X et y les
deux équations scalaires suivantes :

av

M, +M,—2rX,=0. ]
QUESTION 2

Ecrire les trois équations scalaires déduites du
principe fondamenta! de la statique appliqué a la
barre (2).

REPONSE

Le principe fondar_nenla] s*écrit :
_ {52 — 2)}=(3}

soit

{80 — 2)}+{BG — 2)}
+{Bg — 2)}={0}

Jap fat 7o

En exprimant les torseurs au méme point A,, on

(13)

en déduit les deux équations vectorielles
suivantes :
(R Ry =D
M, + M, +R A AR, =0

soit en projection sur (¥, ¥, z )
X+ Xe=0 (14)
Y, +Y,—mg=0 (15)
M, +M,—2rX,=0. (16)

QUESTIONS 3

Ecrire les trois équations scalaires déduites du
principe fondamental de la statique appliqué au
meuble (3).

REPONSE
Le principe fondamental s'écrit :

_ {8(3 — 3)}={0}
soit

{6(F — 3)}+{z01 — 3)}
+H{B@ — H}+{BE — 3}={0}.

En tenant compte, du théoréme des actions
mutuelles, ces torseurs s'écrivent :

R R .

En exprimant les torseurs au méme point A, on

en déduit les deux équations vectorielles

suivantes :

{P-B-Rogr =3 _
FAPA,~M,-R,AAA,—M,—Mgi AGA,=D
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soit en projection sur (¥, ¥, 7 ) :
[ F-X.-x=0

[

[ —Fh—M, + Y.l M+ Mg(-x)=0. [(19)

(17
(18)

-Mg=0

REMARQUE

Les équations numérotées de (11) a (19)
expriment 9 relations entre les 13 inconnues
F, Xi, Y, My, X5, ..., My

En répondant aux deux questions suivantes
nous obtiendrons quatre équations supplémen-
taires pour déterminer toutes les inconnues du
probléme.

QUESTION 4

Déterminer les vecteurs rotation (3(1/0) et {3(1/3)
en fonction de V et r.

REPONSE

Entre les vecteurs vitesse des points A, et A,,
supposés liés a la barre (1), existe la relation :
V(A €1/0)= V(A€ 1/0)+TH1/0) A KA,
la barre (1) roule sans glisser sur le sol (0), par

suite :

V(A €1/0)=0,
la barre (1) roule également sans glisser sur le
meuble (3), alors :

V(A,€1/0)=V(A,€3/0)

V(A, €3/0) est le vecteur vitesse de translation
de (3) par rapport a (0), soit Vx
De plus, en remarquant «kue AA,=2r7, et que
dans ce mouvement plan £2(1/0) est de la forme
wyoZ (@,0<0 lorsque V>0), la relation liant les
vecteurs vitesse des points A, et A, s'écrit :

VX =w o A2rV

s0it VI =—2rw,t
, \'4
d’oir Wyg= _Z_r

¥ oo

et a1/0)= ~5-E

Appliquons entre (1), (3) et (0) la relation de

composition des vecteurs rotation :
8(1/3)=11/0)-1(3/0)

comme (3) a un mouvement de translation par

rapport 2 (0) : $3(3/0)=10, alors

0(1/3)= —%z

QUESTION 5

Sachant qu’aux quatre points A,, A;, A;, A, il y
a roul t sans gli t entre les solides en
contact, transposer les résultats du cours for.
mulés sur le contact ponctuel au chapitre I,
paragraphe 3.3, pour déterminer les relations que
vérifient :

a) X,, Y, et M;;

b) X, Y, et My;

c) Xy, Y, et My;

d) X, Y, et M.

REPONSE

a) La barre (1) roule sans glisser sur le sol (0),
alors :

[X | =flYil-
En remarquant que Y,>0, cette inéquation

s'écrit :

Le moment de roulement M,Z est opposé au

; Vi
vecteur rotation de roulement ﬁ(l,“(})= -Zz.

v
Comme -—<0, M,>0.
2r

De plus, ce t de roul t se calcule a
partir de I'effort normal Y,y par la relation :

Mz | =alY.5
avec Y, >0 et M, >0 on obtient

b) La barre (2) roule sans glisser sur le sol (0).
En remarquant que Y, >0 et M, >0, on obtient :

[X2|=fY,
et M,=7Y,. (1,

(20)

¢) Le meuble (3) roule sans glisser sur la barre
(1). En remarquant que Y,<0 et M;>0 or
obtient :

e

[Xs| = —£Ys
et M;=-nY,. (22

d) Le meuble (3) roule sans glisser sur la barre
(2). En remarquant que Y,<0 et M,>0, or
obtient :

et M= —nY,. (23
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F=217,7 daN.

QUESTION 7

Déterminer les composantes des résultantes géné-
rales des torseurs d’action mécanique de contact :
Xy, Yo, Xz ooy Yo

REPONSE
En remplagant M, par — 7Y, et M, par —nY,

dans I’équation (19), cette équation donne avec
I'équation (18) les valeurs de Y; et Y,.

[Y,+Y..= - Mg
(n+)Y;+7Y,=Fh—Mg(l-x)

-—'-'---_
—
QUESTION 6 d'olt
———— -
péterminer la force (P, F) qui engendre le
mouvement du meuble. Faire Papplication numéri- Y,=F $+ Mg (:—r-t?— l) (24)
¢ pour :
* M =200 ke,
m=12 kg, et
r=3cm, P
n=0,4 cm, Y,=-Fo-Mg (3+3 25
2=9.81 m/s’. o= -F7-Mg (7+]) oo
REPONSE (12) donne alors Y, :
L'équation (17) peut s'écrire :
F=X,+X, Y.=—F$—[M G+?—i)-m]g
d'aprés (13) :
x’=2]_r(M‘+M’) et (15) donne Y, :
et d'aprés (16) : ; ’ Y2=F?+[M G-l-?)-!—m]g
LIZ (M, +M,)
o X, s'exprime & partir de |'équation (13) :
1
F=-2-]; (M, + M, + M, + M) Xs=3- (M, +M,)
compte tenu des relations (20), (21), (22), (23), soit X.= n Y\ —Yy)
obtenues i la question 5. L L
F=% [Y,+Y,—(Y,+ Y] comme X, = —X;, on obtient :
Ajoutons membre & membre les relations (12) et )| [ o P [ WL,
(15), on obtient alors : s X“_r [F.'+M3 (1+.' l) z] (26)
Y, +Y,=2mg—(Y;+Y,) - , 2
doit X, s'exprime & partir de I'équation (16) :
1
1 i
F=;[mg—(Y,+Y,)] Xe=5; (M2 + M)
I'équation (18) permet d'écrire que soit X.=1(Y2—Y¢)<
—(Y;+Y,)=Mg. 2r
Comme X,= —X,, on obtient :
Alors : F=§(M+m)g. "
X m
X, =~ K= =2 [FT+ Mg (I*‘?)*Tg]' @n
Application numérique :

REMARQUE
On constate que pour 0<x<|:
X:<0, X,>0, Y,>0 et Y,<0.
Si Y,>0 et Y,<0 la barre (2) est toujours
en contact avec le sol et le meuble pour
0<x<l

QUESTION 8

Quelle est la valeur maximale que peut prendre x
pour que le meuble soit toujours en contact avec
Ia barre (1), sachant que hA=1m et /=1,5m?
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REPONSE
Le meuble est en contact avec la barre (1) si:
Y, <0 soit :
h
F- r —-+Mg (I+T_ l)<0

x<f-n—ih (28)

d'oir @ Mg

Application numérique :

x<135,5 cm.

QUESTION 9

Lorsque le meuble est en contact avec les deux
barres et que le coefficient de frottement est
f=0,5, déterminer entre quelles valeurs peut
varier x pour que I’hypothése de roulement sans
glissement des barres sur le sol et sur le meuble
soit vérifiée.

REPONSE

Si la condition (28) est satisfaite, alors :
X, <0, Y, >0
X>0,  Y,<0.

Si un glissement doit se produire au niveau de
la barre (1), il se produira au point A; et jamais
au point A, car :

lei = Ixsl
et [Y:]> s
ce qui veut dire que la résultante générale R, ne
pourra jamais venir sur le bord de son cone de
frottement.
De la méme fagon, si un glissement doit se
produire au niveau de la barre (2), il se produira
au point A, et jamais au point A,.
Reste donc & comparer les conditions de non
glissement aux points A, et A,.
Au point A, cette condition est :

|Xa] =£]Ys].

REMARQUE
Comme Y, peut devenir nul, sans que X, le
depienne (voir relations (24), (26), (28)), il
faudrait un coefficient de frottement infini
pour empécher le glissement au point As
lorsque x augmente.

Sachant que X;>0 et Y,<0 la relation précé-
dente s’écrit :

X=-fY,

avec (24) et (26) on obtient :
_A[gh 59, 48 _E]
r[Ff+Mg(.‘+.' 1) 2

<~ toma (3]

soit
(o
h
~[F7eme (G-1)] (-7)-me3y

Avec les valeurs numériques proposées :

n
-I>0,
f r
par conséquent, la condition sur x s'écrit :
W
T"Mg M (Lf :)
n

Application numérique : | x<133,9 cm.

Au point A, la condition de non glissement est :
[Xal=slYd

sachant que X,>0 et Y,<0, cette inéquation

sécrit :

xls 'fY-n
avec (25) et (27) on ab:iem -
[F +Mg ]

sf[F!;-t-Mg G+?)]
soit

A1) (rboue)E-1) e

avec les valeurs numériques proposées :

(2-1)<o

par conséquent, la condition sur x s'écrit :

m ]

M%’”m‘rf_-
(;“)

x=-n-

Application numérigue :

On trouve que: x=—129cm. Comme dans
I'étude, on suppose que x >0 cetle condition est
satisfaite.

Finalement, I'hypothése de roulement sans glis-
sement est vérifiée si x=133,9 cm.
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EXERCICES AVEC REPONSES

Yo

1—La figure 8 représente la butée de fixation de sécurité LOOK 77 pour ski.

D=

Ny N

=)
(\h
(ilip G

2V

Fig. 8
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Le pivot @ est riveté a la semelle qui est vissée sur
le ski. Soit R(0O, %, 7o, fo) un repére lié a la semelle
tel que (0O, 7,) coincide avec I'axe du pivot et (O, Zp)
soit dirigé suivant I'axe du ski.

Le corps @ a une liaison pivot sans frottement d'axe
(0. ) avec e pivot o SoitR(0O, i, Fo, £, )unrepére
lié au corps tel que I'axe (O, ¥, ) soit dirigé suivant
I'axe du corps.

On pose : 8=(%,, &).

Zy @ Yo
Fig. 9 A

L.a rnm ion du corps @ provoque le_déplacement du
p 5 Jetla p duressort (3 ) grice au méplat
usiné sur le pivot. Le réglage de la dureté de la fixation
s'effectue en comprimant plus ou moins le ressort
par I'intermédiaire du bouchon

On suppose que le piston @ a une liaison linéique
annulaire sans frottement d'axe (A, ¥,) avec le corps

et une liaison linéique rectiligne d'axe (I, 7,) de
normale X, avec frottement, avec le pivot lorsque
6+#0. Cette liaison est supposée avoir un coefficient
de frottement suffi élevé pour idé ue
le piston ne vient pas en contact avec le pivot &)

On pose : DA = —44%, (en millimétres).

La position du point I est définie par la figure 9. Le
ressort a les caractéristiques suivantes :

Longueur «libre» : ly=40 mm, longueur «montées :
I =36 mm, raideur K=35 daN/mm.

A l'instant du déclenchement de la fixation, I'action de
la chaussure sur la fourche du corps ( 1 ) est représentable
par le torseur :

{ @ (chaussure —+ 1)}= {x"ﬁ‘fﬁynH:zn}
D

avee OD =505, + 27, (en millimétres).

Les piéces de la fixation sont supposées de poids
négligeable devant F.

QUESTIONS

iner la lnrummcparkmsorl@mle
plsmi en fonction de 'angle 6.
2° Déterminer la relation entre I'angle 6 et la compo-
sante F sur I'axe I, de I'action mécanique exercée par
la chaussure sur la fourche du corps

REPONSES

1° R(3 — 5)=100[1+4 cos(75.52— 6)] 7,

(6 exprimé en degrés et [R(3 — 5)|| en newtons).

2° En appliquant le théoréme du moment stati

rapportal'axe (0O, 7o)a I'ensemble constitué parlb s

et les fourches; puis le théoréme du moment statique

par rapport i I'axe (I, §,) au piston (5). On trouve :

88[1+4 cos(75,52 - 8)]sin(75,52 - 8)
5,5—co0s(75,52-8) i

F=

2 — Sur un plan incliné @ un parallélépipéde rectangle

retient une barre cylindrique de révolulionr"@
(figure 10). Etudions la rupture d'équilibre d'un tel
systéme.

Fig. 10

Dans ce probléme, supposé plan, soit R(0, %, 7, 7 ) ur
repére galiléen lié au plan , I'axe (0, ¥ ) étant dirigé
suivant la ligne de plus grande pente du plan. Noton:
a I'angle du plan @ par rapport au plan horizontal
Le parallélépi ] Eﬁesl" éne, de masst
m, de cenire de gravilé G. Sa section droite a pow
largeur | et pour hauteur h.
La barre cylindrique ( 2 ) est homogéne, de masse M. S
section droite est circulaire de centre C, de rayon r
Soit f le coefficient de frottement entre les trois solide
en contacl.
On donne : m=4kg

M=12kg

=10 m/s*
=10 cm
h=I5cm
r=10cm
f=02.
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2° En supposant (hypothise dont on vérifiera la validité
i la question 5) qu'i la rupture d’équilibre :

glisse sur @ sans basculer.
roule sans glisser sur @ et roule et glisse sur @

Ecrire les deux équations scalaires que Pon obtient
lorsque le systéme est a la limite du glissement.

3° Déterminer la valeur maximale de I’angle o pour que
le systtme reste en équilibre par rapport au plan .

4° A la limite du glissement, déterminer les inconnues
de liaison.

5° Vérifier la validité de I'hypothése de rupture
d'équilibre faite 3 la question 2.

REPONSES
1° En posant :
_ [XeE +Y,F
E@— On= {77

5@ — @n= )
{5(@) e @)}" A{x,\f +Yu?

1]
les équations d'équilibre s'en déduisent facilement...
20 {Xﬂ = fYO.
Ya =fXs
3% @ 25t tel que :
f
g Sy = M .
1+—(1-f)
m

4" Xg=8,22 (en N)

Yo=41,1

Mgy = 1,35 (en mN)

Xp =587

Ya=117.

Xa=117

Y.=118,62.
5° Condition de non-basculement de @ sur @ :

Mo>0.
Condition de roul sans gli de@sur@:
Xa<fYa.

——
QUESTIONS 3 — La figure 11 représente le schéma cinématique de
—— la suspension du demi-train avant du véhicule Renault 4.
1° Ecrire les six équations scalaires déduites du princij
fondamental de la statiq ..,fa('swnsa ;

deplacement
Fig. 11

La suspension est constituée d'un triangle inférieur (D
et d'un triangle supérieur, , liés & la caisse par deux
liaisons rotule de centre A et C et deux liaisons lindique
annulaire d'axe (B, 7 ) et (D, ¥ ) respectivement.
porte moyeu a une liaison rotule de centre F avec é
et une autre liaison rotule de centre G avec (b

a_une liaison rotule de centre E avec , el exerce sur

une action mécanique représentée par la force
(E, FX ). La barre de torsion d'axe (O, ¥ ) exerce sur
le triangle inférieur une action mécanique représentée
par le couple de moment C§.

La biellette de direction, non représe% sur la figure,

Laroue aune liaison pivot d'axe (K, & ) avecle porte
moyeu o (le véhicule se déplace en ligne droite).

On suppose que toutes les liaisons définies jusqu'a
présent sont sans frottement et que les piéces consti-
tuant la suspension sont de masse nulle ainsi que la
roue.

L'action mécanique de la route sur la roue est
représentée par la force (H,R) (le moment de
roulement est négligé).

On pose : N=7 -R. Soit f le coefficent de frottement
entre la roue et la route.

On donne, en millimétres, dans le repére
R(O, % 7.7):

ODA=—1007; OB=200§; OC=50% +4007;
CD=2007; O0G=350%; CF=200%;
FE=1507 — 150£; GH=50% —150%.
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QUESTION

Le véhicule étant dans une phase de freinage brutal dans
Iesmsde —¥, déterminer F et C ainsi que les actions

ques dans les liaisons, saul dans la liaison entre
la roue et le porte moyeu. On se placera dans le cas oir
les roues avant sont i la limite du glissement par rapport
& la route. On donne N=440 daN et f=0,9.

REPONSE

Les préces étant de masse nulle on peut appliquer le
de

prmcnpc d: I de la stati a tout bl
piéces i la p (voir chapitre 2 de
dynamique).

On trouve alors (en décanewtons et en mélre-
décanewtons)

—680% — 545§ — zasz]
0

{ Blcaisse — 1 en B)}= [ﬁllx 6— N‘.'z’J
B

{G(caisse —= 1| en A)}= [
A

183X + 149,
{ Blcaisse — 2 en C)}= { x; ‘F]
c

(3]

{ Bicaisse —= 2 en D)}=
o

i 9
(8@ — 3}= [”’ i ﬂ
¥ 0

—67F - 545§ — 440
{B(1 — 3)}= St z]
S 8

et F=33, C=154.

4 — Pour I'opération de tournage d'un alésage d'une
série de 1000 tétes de vérin, on décide pour obtenir
un montage et un démontage rapide de la piéce de
brider celle-ci par un mécanisme utilisant ['effet
centrifuge, créé par la rotation de la broche, sur deux
masselottes identiques (S,) et (S,) (figure 12).

Le but de I'étude est la détermination de la masse des
masselottes, pour que la piéce reste en contact avec
ses appuis pour des conditions de coupe données.

Soit R (0, %, ¥, { ) un repére galiléen lié au biti du tour,
I'axe (O, ¥ ) coincidant avec I'axe de la broche.

Soit B, (0, &, 7,. £,) un repére lié au montage (M), on
0'(?» FI)'

pose :

"N 4=

g
@

of | .
& 1| i "ky ) o 6] ™
ox o g
—
Q 1 e
d d A" @/f* e
Fig. 12 i J
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Le positionnement de la piéce (8) dans le montage (M)
st réalisé par 6 appuis ponctuels sans frottement aux
points H, K, L, P, Q, R, dont les coordonnées
cartésiennes dans le repére R, sont en premiére
approximation :

—e =g ] 0 0 0
H| 4 K| 4 L|-4 Pl 0 Q|-d R|-d
d —d d -d -d d

les normales de contact dirigées de I'appui vers la piéce
étant respectivement : X, %, &, Zy. 1. Fi-

Le mécanisme de serrage, é par deux
tes identiques (S, ) et (S;), exerce sur la piéce (5) deux
forces (1, F') et (J, F) telles que :

—F sin ¢ —F sin ¢
F 0 F ~Fcos ¢
ml=Fcos g Ry 0
0 0
1 0 I d
rld rd 0
¢ est 'angle de fr entre le mécani de

serrage et la pidce.

On suppose que I'outil & aléser exerce sur la piéce la
force (D, Fc) telle que :

Fo=—Faf +Fry +Fgpi
avec Fu, Fy, Fp=0 et OD=I% +rZ.

L'action de la pesanteur est négligée.

QUESTIONS

1° On considére le torseur d’action mécanique de I'outil
sur la piéce défini au point O par :

i)

R =R, +R,j, +Rs3,

Mo=M, £ + My, +Msi,.
Déterminer R, R;, Ry, M, M;, M, en fonction de F,,
Fr et Fg.

{Bloutil — S)}=

avec

2° On suppose que la piéce est dynamiquement équilibrée
par rapport a I'axe de rotation (O, ¥ ) et que la broche
tourne & vitesse angulaire constante.

Dans ces conditions, on montre en dynamique (chapitre 2)
que le torseur des actions mécaniques extéricures i la
piéee (S) est nul. En admettant ce résultat, déterminer
les actions des appuis sur la piéce en fonction de R;, R,,
Ry, My, M, M, et F.

3° On pose Fg=AF; et Fy=puF;. En remplagant sin 8
et cos @ par 1, déterminer des majorants des composan-
tes Ry, Ry, Ry, My, My, M.

4° Déterminer I'ordre de grandeur de la valeur minimale
de F qui maintient la piéce en conlact avec ses 6 appuis,
en majorant les expressions obtenues, de la méme fagon
qu'a la question précédente.

On donne :

A=0,1, p=02 =10,
r=15mm, d=40mm, [=20 mm.
Fr=K,-A

K, : pression spécifique de coupe
K, =1250 N/mm? pour un alliage d’aluminium.
A=ap
a : avance, a =0,1 mm/ir
p : profondeur de passe, p =2 mm.

5° La masselotte de serrage (S,), de centre de gravité
G, a une liaison pivot sans [rottement d’axe (E, 7, ) avec
le montage (M) telle que: OE=hj, (0’ sur I'axe
(0, £)). Soit Ry(E, 3, 72, ;) un repére 1ié i (S;) tel
que EG = by,
On pose (Fu Ra)=«
(S;) est en contact avec (S) le long d’un segment de droite
de I'axe (J, ).
On pose : [EJ| = et (EJ, —7;)=8.
Si on suppose la masse de (S,) concentrée en son cenlre
de gravité G, on montre en dynamigque (chapitre 2) que
I'effet centrifuge sur (S;) due @ la rotation de la broche
est équivalent & la force (G, W), telle que :
W=mapj,
avec ( m : masse de (S;)
{ w=§"
# : distance de G & I'axe (O, ¥ ).

En appliquant & (S;) le théoréme du moment statique
par rapport & Paxe (E, ,), déterminer la masse m
minimale que doit avoir la masselotte pour exercer sur
(S) la force F calculée précédemment.
On donne :

h =56 mm

b=37 mm

¢=15 mm

a = 60"

B =45

0'=104,72 rad/s (1000 tr/min).

REPONSES
1° Ry=—F,
R;=Fy cos @+ Fp, sin #
Ry= —Fysin 8 + Fy cos &
M,=—rFy
M, = —(IFp +rF,) cos 8 +IFy sin #
My =(IFg+ rF,) sin 8 +[Fycos 4.
i "
ZDHEEIM;"M2}+Fsmw
Ko Mty E i
R gl
1 Ry
L:-~2—dM,—~_£—'+Esm¢:
P=Fcos ¢ — Ry

) = _&)
Q—E(Fmsgp R; 7

I M
R=§ (Fcas @ - R;+-F’).
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3" Majorant de :

Ry : wFr

Ry : (14A)Fp
Ry : (1+A)Fy
M, : rF

'
My : [(1+A)+pr]Fy
My : [(I+AM+ur]Fr.
4° La piéce est en contaclt avec ses 6 appuis si les
composantes H, K, L, P, Q, R sont strictement
positives.
1 1 r]
F>——(1+A)= =\ F
H>0 s >sinp[t + )d+,‘d T
K=0et L>0 : i
— F>—7~—-[{I+A]-+g (1+1)] Fr
sin ¢ d d
Fr
cos @
1 r
>——|(1+A)+=|F.
Q>0et R>0 = F Ws‘p[{ ) d] T

P>0 == F>(1+A)

Y2

4
contrepoids

¢=BC
d =distance de C, a I'axe (A, )
Cp : position de C quand E

est en contact.

Fig. 13

Avec les valeurs numériques proposées c'est la
condition pour K>0 et L>0 qui doit étre respectée,
soit :

F>1188 N.
5% Masse minimale : m =290 g.
5 — Le schéma cinématique de la figure I3 représente

un dispositif de d lle de
rectifier les trous de centre.

Une action mécanique en D vers le bas (fleche b) sur
le levier (3) provoque la descente de la téte de
rectification (1), qui porte la broche (5) supportant la
meule. Ceci permet de rectifier ['un des trous de centre
d'une piéce (6) maintenue 3 la main sur la pointe fixe.

Une action mécanique en D vers le haut (fléche k) sur
le méme levier provoque la translation de la téte &
diamanter (2). La meule peut ainsi étre remise en étal

X3

1 téte de
I rectification

5 broche

\IYI diamanter
! pointe fixe
IL' 0 bati

5]
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my la masse du contrepoids (4).
On néglige la masse des autres éléments du mécanisme
par rapport & m, my €l m,.

QUESTIONS

1° Quand I'ensemble est au repos, c'est-a-dire dans la
configuration de la figure, déterminer les actions
mécaniques des butées (E) et (F) sur, respectivement, la
téte de rectification et la téte 4 diamanter en fonction
des paraméires définis ci-dessus et sur la figure.

2" En déduire la valeur minimale de my pour que
I"équilibre proposé sur la figure soit possible.

S

entre deux opérati Un poids (4) est suspend: Application numérique :
4 un céble sans raideur, de masse nulle, reposant sur a=307 m, =3 kg;
deux poulies. 1l permet le rappel automatique de la téte B =6 my=1kg;
i rectifier. contre la butée (E) et de la téte a diamanter d=130 mm; m,=8 kg;
contre la butée (F). (E) et (F) sont & contact ponctuel. I=60mm; g =10m/s.
Toutes les liaisons symbolisées sur la figure sont
supposées sans frottement et sans jeu. On note : &

m, la masse de I'ensemble {{I ). (5), (meule]} REPONSES

m; la masse de la téte & diamanter (2) 1° En li suce

a) Au levier (3) le théoré du ique par
rapport i I'axe (C, £ ), puis le théoréme de la résultante
statique en projection sur iy et Ji.
b) Alatéte a diamanter (2) le théoréme de la résultante
slatique en projection sur ¥.
¢} A la téte  rectifier (ensemble : {(1), (5), (meule)})
le théoréme de la résul ique en projection sur
Y-
On trouve :
IR(E) — ()|l

=mag [1 —EWSI B cos(a—p)]-mg
I1&(F) — @)l

=meg - cos? (@ — ) cos B — myg cos a.

2° my>5,15 kg.

6 — Soit R{O, %, 7, 7 ) un repére galiléen lié 4 un mur
, 'axe (O, 7 ) étant dirigé suivant la verticale ascen-
dante (figure 14).

z
C

9 G \ r
x A pl é) BFig.u

Un portig imilable & un de droite AB
de longueur [, de centre de gravité G situé au milieu
de AB, de poids P=—P%, a une liaison pivol sans
frottement d'axe (A, ¥ ) avec le mur , telle que :
OA=dx (d>0).

Ce portique est maintenu horizontal par un cable @,
sans raideur et de masse nulle, accroché -i son
extrémité B et au point C du mur @

(h>0).

QUESTION

Déterminer en fonction de d, 1, k et P le r d’action
mécanique du mur o sur le portigue ( 1), ainsi gue la

tension du cable (2.

, tel que : OC=hi

7 — Le robot manipulateur représenté figure 15 par son
schéma se compose :

— d'unsocle @pivomnt utour de I'axe vertical (O, ¥ )
par rapport & une base , non représentée,

— d'un bras mécanique constitué de deux parties :
e le «bras» (2), relié au socle par une articulation
«d'épaule »,

o 'avani-bras @ relié au bras @ par une articulation
de «coudes.

L'angle du bras (Z) par rapport & la verticale est
commandé un «vérin d'épaule» V,, I'angle de
I'avant-bras par rapport & I'horizontale est commandé
par un «vérin de coude» V.
Les ensembles @-@ et @ constituent _des
parallélogs A l'extrémité de I"avant-bras . le
moteur O de I'ori ion du positi d)
par rapport au poignet .

Le robot étant immobilisé dans la configuration de la
figure, la position des points particuliers dans le repére
R(O, %, 7, 7 ) est donnée, en millimétres, par :

OA=-2008; OB=200%; OC=250% +4305:

0D =1360% +6305; OE=610% +10757;

OF =610% + 12757 ; OH = 1050% +8257 ;

Ol =2080% +4207; OJ =2080% +2205.
Le positionneur est immobilisé dans le plan de
symétrie (O, ¥, ¥ ) du robot et supporte la charge
verticale (K, P) telle que : P=—40007 (en daN) et
OK =2350% (en millimétres).
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Fig. 15
On les liai sans [ et les piéces 8 — La figure 16 représente un montage de tournag
consutusnl le robot de poids négligeable devant P. l:lerlrllzttant I'usinage d'une piéce cylindrique en acic
moulé.
QUESTION
Détermlncr graphi Lt . les Le dispositif de bridage est constitué des élément
T i. suivants :
@ ke exe per les “rim V, et Vasurlebras | ~ "y ip de commande @ actionné dans le sens de |
G fleche par une clé dynamométrique tarée a 45 mN;
3 111/
\ 8 g
8 -
[
3 E
2 i Pente 2 %
e .
z > | D
| \ _iB S|
N
i i A
2 0 ' ) 8
Q 1 1y x [\ =
! ik
V774 —
7 =
Fig. 16 o 5 7 U
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e

— Pignon de commande 16 dents, angle
d'inclinaison d'hélice (a droite) 8, = 45°, module normal
m, =2 mm, an, de pression o =20°;

— Roue-écrou( 4 ) : 20 dents, angle d'inclinaisond’hélice
(a droite) B4=45°, module normal m, =2 mm, angle

ression a =20,

d:; :‘endemen! du systéme vis-écrou @-@ est n=08.
— Axe d'ablocage : sa partie filetée est définie par
la figure I7 (hélice & droite);

P/4

w w
3 & le=ole= g 8
8

W pos: 5 8 &‘
Fig. 17

— Trois clames e disposées @ 120° maintenues en
contact avec 'axe o par trois ressorts i lame. Dans le
repére R(O, %, 7, 7 ) lié & (1), la position des points
particuliers est donnée en millimétres par :

0A=50917 ;

OB =28,2845 ;

OC=62% +225 ;

CD=18% +12,57;

CE=14% +235.
L’action de la pesanteur est négligée.

QUESTIONS
1° La valeur absolue du moment par rapport & I'axe
(A, ), exercé sur I'arbre de commande (2) dans le sens

de la fleche, étant de 45 mN, ealculer le moment p:
rapportal'axe (0, £ )deaction miuuiqwed:ésur ‘

I'axe d’ablocage sachant que icients de
frottement entre (4) et (1) et entre (4) et (5) ont pour
valeur [y = fys=10,15. On sup que la liaison plane
de normale (O, ¥ )mtreéel a lieu sur une couronne
de diamétre moyen 45 mm.

2° Déterminer I'tﬂiil exercé par la roue-écrou @ sur

3® Déterminer les efforts de bridage des clames @ sur la
pitce o sachant que les coefficients de frottement entre

@et O eunln@et out pour valeur fg=0,15et
feis=10,35. On admettra que les articulations sont sans
frottement et que les actions des trois ressorts 4 lames
sont négligeables.

Viéri que la composante de I'effort de bridage de @
sur suivant I'axe (O, ¥ ) a une valeur supérieure a
1500 N. Valeur minimum exigée pour que la pitce soit
en contact avec pour les conditions de coupe choisies.
Les effets d'inertie dus & la rotation de la broche sont
négligés.

9 — On considére le probléme plan suivant :
Soit R(O, %, 7, 7 ) un repére galiléen lié au biti (2) du
systéme bielle manivelle d'un compresseur pneumati-
que (figure 18).
La manivelle OA, de masse négligeable, a une liaison
pivot sans frottement d’axe (O, 7 ) avec le biti (£).
On pose : OA=r _

a=(%, OK).
Le coulisseau (S), de masse négligeable, a une liaison
glissiére avec frottement (coefficient de frottement f)
de direction ¥ avec le bati (Z).
La bielle AB, de masse négligeable, a une liaison rotule
de centre A avec la manivelle OA et une autre liaison
rotule de centre B avec le coulisseau (S). Ces deux
liaisons sont sans frottement et le point B est sur I'axe
(0,%).
On pose : { AB=

Le moteur électrique d'axe (O, ) exerce sur la
manivelle OA un couple donné de moment CzZ, avec
C=0.

L'air exerce sur le coulisseau (S) la force (B, F¥ ). F
est algébrique. On suppose le systéme en équilibre par
rapport au biti (£) dans une position telle que :

mw
O<a<—.
5

Fig. 18

153




Statique

QUESTIONS

1 Quelle relation y a-t-il entre a et B?

2* Combien y a-t-il d'i de liaison dans ce
mécanisme?

3° Montrer que le systéme reste en équilibre par rapport
au béti (X) si :

C mﬁ—lﬁnB‘F‘C msﬁ+j‘slnﬁ'

r  sin{a+pg) r sin(a+p)

10 — Un porte téle est représenté figure 19. Les
molettes ont une liaison pivot d’axe (B, Z ) et (B, 7)
avec le flasque. Elles serrent la tdle sous I'action

Ecani de deux biellettes articulées en C et C' avec
les molettes, et en D et D' avec |'étrier auquel est
accroché le cible.

On suppose que toutes les liaisons sont sans froltement,
sauf bien sir la liaison entre la tole et les molettes, et
que toutes les piéces sont de masse négligeable devant
la masse de la tole.
On donne (en millimétres)

TA=-305

IC=—IB =15% + 12§

D= 102% - 10§.

QUESTION_

Déterminer la valeur minimale du coefficient de frotte
ment entre la tole et les molettes pour que ce mécanismi
puisse fonctionner.

Etrier

Flasque

Biellette é

Butée

& Molette

Fig. 19

Tole
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hyperstatisme
et mobilité
— des mécanismes

Pour maitriser le comportement d’'un mécanisme (afin, par
exemple, d’obtenir une précision voulue de mise en position
d'une piéce par rapport a une autre, ou d’'éviter une usure
prématurée, un coincement, ou un montage impossible) il
faut connaitre précisément la position relative de chaque
liaison, ainsi que les torseurs d’action mécanique
correspondants.

L’'objectif de ce chapitre est donc :

— de localiser, quand elles existent, les inconnues de liaison
(inconnues hyperstatiques) que I'on ne peut pas déterminer
uniquement par application du principe fondamental de la
statique (ou de la dynamique) & ce mécanisme,

— de proposer, éventuellement, des modifications pour
rendre le mécanisme isostatique (sans inconnue
hyperstatique),

— de savoir a quelles conditions géométriques de position
relative des liaisons correspondent les inconnues
hyperstatiques.

Les résultats que nous allons mettre en place seront

valables pour : Y . Dans le graphe des liaisons d'un mécanisme les
'—1.‘.[es picces modélisées par des solides  solides sont schématisés par des cercles et les
indéformables, linisons par des arcs de courbe joignant ces’ cercles.
— des liai sans frot t

— des liaisons & contact bl]atéral c'est-a-dire des

li dans lesquelles le contact est supposé

maintenu si le sens des actions mecamques est T

inversé. Cette hypothése ne Application

;Elinl.lalsons ponctuelle, linéique rectiligne et appui- Dans le montage d'usinage représenté figure I, les iasons

3 ek entre les différents solides sont les suivantes :
De plus, pour simplifier I'étude, nous supposerons

que toutes les pigces sont de masse nulle, de fagon  (Li) : Glissitre de direction X ;
que, les effets d'inertie étant nuls, on puisse écrire (L) : Appui-plan de ','_'0’““]‘3 *3 =
pour tout sous-ensemble (e) de pieces d'un  (Ls): Glissiére hélicoidale d'axe (O, ¥ );
nlckiime (L) : Pivot glissant d’axe (0,¥7) (vé long); N
E (Ls) : Linéique rectiligne d'axe (I, § ), de normale ¥ ;
{'G’{e —_— e)}={ﬁ}. (Lg) : Appui-plan de normale ¥.

155



Statique

Ly

(Ls) —

U

N

Fig. 1 z

&

Le graphe des liai de ce mécani faisant apg
les quatre solides en présence réunis par six liaisons
s'établit ainsi :

So:t une liaison (L;) entre deux solides (S,) et {51)
Plagons un repére R(O, %, ¥, 7 ) sur la liaison (L;),
en tendnt compte pour faciliter I'étude de ses
éléments de symétrie.

Définissons, au point O, le torseur d’action mécani-
que du solide (S,) sur le solide (S,) & travers la
liaison (L;) :

{z:(s,—'"'+s,)} {E{s _.sz)}_
Mo (S, — 8.)
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Dans la base (x. 7 ) posons :
R(S, — S;)=XX +YJ +Z.7
L!
Mo(S, — S;)=LF +MJ +N7

Et pour simplifier, adoptons |'écriture :

e (s = s}tz

X, L,
{ o }: l"i M.‘}-
olZ, N;

Suivant la nature de la liaison (L,) certai
composantes du torseur {,} sont nulles ou li
entre elles par des relations. Par exemple, si (.
est une liaison pivot glissant d’axe (0, £ ): X,
et L,=0.

Alors :

Définitions

— Le torseur { G, } est appelé torseur statique
la liaison (L,).

— Les cnmposantes X., Ys T L M‘. N1
 nulles sont PP de
liaison (L;).

Notons ng, le nombre d’inconnues statiques indéep
dantes de la liaison (L,).

Définissons, au point O, le torseur cinématique
mouvement de (S,) par rapport a (S,) que la liai

(L) autorise :
0,8./8)
Vi (8:/8));= i S .
{ L I} o{vi(OESz/Sn)
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pans la base (X, 7, Z) posons :
0(S:/S)=aiF +BF +yi
VAOES,/S,)=ui +vy +wi.

pour simplifier, adoptons I’écriture :

{viSa/s0}={V}.

{vi}= [;: :']
olY W

Suivant la nature de la liaison (L,) certaines
composantes du torseur {U;} sont nulles ou liées
entre elles par des relations. Par exemple si (L.}
¢st.une liaison pivot glissant d’axe (0, ¥ ): B, =
y=0, v;=0, w;=0.

Définitions
— Le torseur {V,} est appelé torseur cinématiq
de la liaison (L,).
— Les composantes a;, B, v, u, v;, w, non nulles
sont appelées inconnues cinématiques de la liaison
(Ly)-

Notons nc, le nombre d’ince cinématiq
indépendantes de la liaison (L,) :

Connaissant les caractéristiques des torseurs ciné-
matiques et statiques des liaisons (déterminées au
chapitre 3 de cinématique et au chapitre I de
statique) on vérifie facilement qu'il existe entre les
nombres nc, et ng, la relation :

Alors :

Par ple, pour une liaison pivot glissant : ng, =4
et ne, =2.
REMARQUES

La ligison (L,) étant supposée sans frott

on montre en dynamique (voir cﬁapure 3) que la
puissance des actions mutuelles développée dans
la liaison est nulle. Or cette puissance est égale
d:

M(S: —> S)-0452/S)

LI
+R(S, — 8.)-V,(0€S,/S,).

Par conséquent, les inc es statiques et ciné-
matiques de la ligison doivent vérifier la

relation :

L Lo+ MB: + Ny, + Xt + Yoo, + Zw, =0, }

Considérons par exemple une ligison pivot glis-
sant d'axe (O, X ). Son torseur statique est tel
que X;=0 e L;=0(Y, Z,, M;, N;#0).

Par suite, pour que cette puissance soit nulle,
quel que soit le mouvement relatif entre les préres,
il faut que : B;=0, y,=0, v,;=0, w,=0, ce qui
montre que Ne, =6—ng,.

— Le nombre de relations de nullité indépendan-
tes qu'impose une ligison (L, } aux composantes
a, B Yoo Ui U, W, est égal d 6— nc, Soit ns,.
— On montre en dynamique que la puissance des
actions mutuelles développée dans une ligison se
met sous la forme du produit du torseur statique
B} par le torseur cinématique {V,}, soit :

{z}{v}.

Lorsque cefte puissance est nulle on dit que les
deux torseurs sont réciproques.

Supposons qu'il existe entre deux piéces (S,) et (S,)
plusieurs liaisons réalisées avec ou sans piéces
intermédiaires (figure 3).

(L4}

(Ls2)

Fig. 3.

La liaison équivalente & l'ensemble des liaisons
situées entre les piéces (S,) et (5,) est la liaison
théorique de référence (L,;) qui a le méme
comportement que cefte association de liaisons,
c'est-d-dire qui transmet la méme action mécanique
et qui autorise le méme mouvement.

Soit R(O, %, 7, 7 ) un repére lié a (S,).
Définissons au point O (choisi en fonction des
éléments de symétrie des liaisons pour simplifier les
calculs) le torseur d’action mécanique de (S,) sur
(S;) de la liaison équivalente :

{5, — sp}= |K&— S”}.
[s] MG(S| S Sz)
Posons :
{B(S, — S)}={B)
et dans la base (%, ¥, 7 ) :
R(S, — 8,)=X¥ +Y¥§ +2Z7
My(S, — S.)=L% +Mj +N7.

Alors :
XL
{B}= {\' M}.
olZ N

Définissons, au méme point O, le torseur cinémati-
que du mouvement de (S,) par rapport a (S,) de la
liaison équivalente : }

» ﬁ(szf Sl )
{VGs:/80}= o{woes,zs.) !
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Posons :
{vis./s0}={v}
et dans la base (%, ,7):
US./S))=af +BF +vT
V(OES,/S,)=uX + vy +wi.

{v)= {3 :}
olY W
Définitions

o {G} est le torseur statique de la liaison
équivalente.

o {V} est le torseur cinématique de la liaison
équivalente

REMARQUE
La liaison équwm‘enfe doit également avoir le
méme bilan énergétique que les liai. dont elle
globalise le ¢ rt t. Comme chaque liai-
son composante dévdappe une puissance nulle,
la ligison égquivalente doit développer une puis-
sance nulle.
Par suite, le torseur statique et le torseur
cinématique de la liaison équivalente sont
réciproques.
La connaissance de I'un de ces torseurs entraine
donc la connaissance de l'autre.

Alors :

Suivant la nature des liaisons et la fagon dont elles
sont associées, nous allons déterminer dans les
paragraphes qui suivent les caractéristiques de la
liaison équivalente.

5.1. DEFINITION

n liaisons (L,), (L), ..., L)y ..oy (L,) sont
disposées en paralltle entre deux solides (S,) et
(S,) si chaque liaison relie directement ces deux
solides.

Le graphe des liaisons se trace ainsi :

(L)

‘M\

Fig. 4
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5.2. LIAISON EQUIVALENTE

B.2.1. Torseur statique

Pour déterminer les caractéristiques du to
statique de la liaison équivalente appliquons a
le principe fondamental de la statique.
Supposons qu'en plus de I'action mécanique de¢
sur (S,) & travers les n liaisons en paralléle, s'e:
sur (8,) une action mécanique représentée p
torseur {50 . Le principe fondamental de la sta
appliqué & (S;) s'éerit :

3 (6)+{z:}={0)

En écrivant le principe fondamental avec le to
statique de la liaison équivalente, on obtient :

{z}+{z}={0}

En comparant les relations (1) et (2) on t
I'expression du torseur statique de la |
équivalente en fonction des torseurs statique
n liaisons en paralléle :

(=3 (z).

Par conséquent : pour gu'une composante d
seur statique de la liaison équivalente ne so
nulle, il suffit qu'une seule composante corre
dante d'une liaison (L,) ne soit pas nulle
composantes d’action mécanique transmi:
entre (S,) et (5,) sont celles qui sont transmi:
par les liaisons (L;).

5.2.2. Torseur cinématique

La connaissance du torseur statique de la
équivalente entraine la connaissance du 1
cinématique, comme nous |'avons signs
paragraphe 4.
Pour I'obtenir directement, il suffit d'écrire
torseur cinématique de la liaison équivalen
étre compatible avec tous les torseurs ciném
des liaisons (L,). Soit

{vi={v}. wvi
ou bien :

={v.}.

Par exemple, supposons qu'il y ait entre le
solides (S;) et (S;) les deux liaisons en p
suivantes :

(L,) : liaison pivot glissant d'axe (O, ¥ }
(L;) : liaison ponctuelle de normale (O, ¥ )

{vi={v}={vi}=...
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¥
(Ly) (L2)
S R N
20
Fig. 4 bis

Les torseurs cinématiques de ces deux liaisons

s'écrivent au point O, dans la base de R :

a, U, a; 0
{vi}= [o o} {w,}= [3; v }
ol0 0 olY: W2

les composantes «, B, ¥, u, v, w du torseur
cinématique de la liaison équivalente doivent vérifier
les équations suivantes, déduites de la relation (4) :

a=a,=a,
B=0=5,
y=0=9
u=u,=0

v=0=uv,
w=10 =w,.

Par suite, le torseur cinématique de la liaison
équivalente s’écrit :

a 0
{v}= {n o]
ol 0

torscui qui correspond i une liaison pivot d’axe
(0, %).

REMARQUE
Les comp tes de t existant entre
(S,) et (S,) sont celles qui appartiennent simulta-
nément d toutes les liaisons (L;).

5.2.3. Hyperstatisme et mobilité

Le nombre total d'inconnues statiques introduit par
les n liaisons en paralléle est :

N, = i n,.

i=1

L'écriture de la relation (3) donne six équations
scalaires pour déterminer les N, inconnues statiques
en fonction des composantes X, Y, Z, L, M, N du
lorsenr statique de la liaison équivalente.

Soit r, le nombre d’équations scalaires indépendan-
tes (r,=6).

*REMARQUE
r, est le rang de la matrice associée a ce systéme
de six équations d N, inconnues, c'est-d-dire
l'ordre d'un des déterminants principaux que
Uon peut extraire de cette matrice.

Définitions
Le degré d’hyperstatisme h de la liaison équiva-
lente aux n liaisons en paralléle est égal au nombre
total N, d’inconnues statiques introduit par les
liaisons, moins le nombre r, de relations indépen-
dantes entre ces inconnues.

Lorsque h=0 la liaison équivalente est dite
isostatique.

Lorsque A>0 la liaison équivalente est dite hyper-
statique d’ordre h.

Les h inconnues statiques qui ne peuvent pas étre
calculées en fonction des composantes X, Y, Z, L,
M, N du torseur statique de la liaison équivalente
sont appelées inconnues hyperstatiques.

REMARQUE
En explicitant la relation (4) on constate que le
nombre r, représente aussi le nombre de relations
de nullité indépendantes imposées aux composan-
tes a«, B, v, 4, v, w, du torseur cinématique de
la ligison équivalente (voir application du para-
graphe 5.3). Cette propriété se démontre dans le
cas général.

Définitions
Le degré de mobilité m de la liaison équivalente
aux n liaisons en paralléle est égal 4 6 (nombre
de degrés de liberté de la liaison libre) moins le
nombre r, de relations de nullité indépendantes
imposées aux composantes du torseur cinématique
de la liaison équivalente.

Soit :

Lorsque m=0 la liaison équivalente est dite
compléte ou rigide.

Lorsque m >0 la liaison équivalente est dite mobile
a m degrés de liberté.

5.3. Applications

Application 1

Considérons un arbre (S,), d'axe (O, ¥ ) monté dans un
bti (S,) par Pintermédiaire de deux liaisons (Ly) et (La).
La liaison (L,) est une liaison linéique annulaire d'axe
(0, £), de centre O.

La liaison (L,) est une liaison pivot d'axe (0, ¥ ).

¥
) (L2)
5 s
-

Fig. 5.
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QUESTION 1

Déterminer le torseur statique de la liaison équivalente aux
deux liaisons en paralléle (L) et (Lj).

REPONSE
Soit R(O, %, ¥, 7) un repére lié & (S;). Les torseurs

statiques des liaisons (L,) et (L) ont au point O, dans la
base de R, leur forme particuliére conservée.

Posons
0 0
()= [Y. o]
olZ; 0
X 0
{87}= [Y1 Mz]-
olZ; N,
Le torseur statique {%} de la liaison équivalente est tel
que :
{g}={zm}+{5:}.
Posons :

X L
{5}= [v M].
olz N

Les six équations scalaires & vérifier sont :
X=X,
Y=Y,+Y;
2=Z,+Z,
L=0
M=M,
N =N,.
Par conséquent le lorseur statique de la liaison équivalente

esl
X 0
{z}= {1’ M].
olZ N

Ce torseur statique est celui d'une liaison pivot d'axe
(0, %

QUESTION 2

Déterminer e degré d’hyperstatisme de la liaison équivalente
ainsi que les inconnues hyperstatiques.

REPONSE

Le degré d'hyperstatisme de la liaison équivalente est :
h=Ng—

or: Ns=ng, +ns,=2+5=7

Py 1.

et le nombre d'équations le

(L} soit sur {"axe de la liaison (L,), c’est-
que les coordonnées cartésiennes suivant (
et (0,7) du centre de la liaison (L,)
nulles.

On constate donc qu'il y a une correspor.
directe entre I'existence d’une composante
statique de résultante générale de torseur st
swivant un axe el une condition dimensic
suivant cef axe.

De la méme facon on constaterait qu'il y
correspondance directe entre ['existence
comp te hyperstatique de t ré:
de ftorseur statique suivanf un axe e
condition angulaire autour de cel axe.
Par suite, une construction hyperstatique d
dera toujours une plus grande précisi
position relative des liaisons qu'une constr
isostatique, d'oi une fabrication avec de.
rances de position plus réduites.

QUESTION 3

Par une étude cinématique, déterminer le torseur ci
que de la liaison équivalente aux deux liaisons (L,)

REPONSE

Les torseurs cinématiques des liaisons (L;) ¢
s'écrivent au point O, dans la base de R :

{‘UI}: iﬁ: Dr]
i 0

a; 0
et {v,}= [o o].
olo o

Le torseur cinématique {‘U} de la liaison équivale

de la forme :
a u
{v}= [8 v]-
oLy W

La compatibilité de {V} avec {V,} impose

v=0, w=0.
La compatibilité de {U} avec {V,} impose :
£=0, ¥=0, u=0, v=0, w=0.

Par conséquent cing relations de nullité indépendan
imposées aux composantes du torseur cinématiqu
liaison équivalente. Ce nombre est égal a rg : nor
relations indépendantes entre les inconnues statig

caleul des inconnues statiques des liaisons {L ) et (L;) en
fonction de X, Y, Z, L, M, N est rg=5. Par conséquent :

Les deux inconnues hyperstatiques de la liaison équiva-
lente sont Y, ou Y, et Z, ou Z,.

REMARQUES
— On vérifie que le degré de mobilité de la liaison
équivalente (m =6—rg) est bien égal a 1.
— La simultanéité des contacts dans les ligisons
(L,) et (L,) impose que le centre de la liaison
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Par suite le torseur cinématique de la liaison équ

est
a 0
{v}= [n c].
olo 0

REMARQUE
Les relations v=0 et w=0 sont imposée
Jois aux composantes du torseur {U}
indique la présence de composantes hyp.
ques de résultante générale des torseurs st
des liaisons (L) et (L) suivant (O, ¥ ) et (
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N 4
QUESTIO

Pour que la liaison é aux deux liai (Ly) et (Ly)
cit une liaison plvol isostatique d'axe (O, ¥ ), proposer

ns possibles de la liaison (L;), la liaison
Ly restant inchangée.

REPONSE

La liaison équivalente conservant le méme degré de
ilité m=6—rg=1, on en déduit que rg=35.
§i [a liaison est isostatique : h=Ng=rs=0.

mm: Ng=ns, +ns,=5.
cqmme ns, l=2 la |lalson (L;) doit introduire ng,=3
1 pend. (liaison & 3 degrés de

fiberté). - .
pour trouver une liaison (L;) rendant la construction
isostatique il suffit de supposer Y;=0 et Z;=0. Alors le
torseur statique de la liaison (L) devient :

X, 0
{B.}= { 0 Mz},
ol0 N

Ce torseur statique est celui d’une ligison appui plan de
normale (O, ¥ ). D'oil la premigre solution (figure 6) :

y
(Ly) ? (L2)
) " "
@z

Fig. 6

Les torseurs statiques des liaisons (L,) et (L;) précédents
ont leur forme particulitre conservée (chapitre I
paragraphe 3.4.11) au méme point O et dans la méme base
de R.

Pour obtenir une autre construction isostatique il faut
chercher une liaison (L) dont le torseur statique a sa
forme particuliére en un autre point que le point O,
Envisageons de placer en un point A de l'axe (O, £ ) une

Par conséquent la liaison rotule choisie convient pour
réaliser la liaison pivot isostatique entre (S;) et (S;)
(figure 7).

4
L) (Lz)
? i
[} A x
Oz @

Fig. 7

REMARQUES

— C'est au constructeur de choisir en fonction
de la nature du mécanisme qu’il étudie la liaison
(L) la plus adaptée.

— Lorsqu'en un méme point et dans une méme
base tous les torseurs statiques (ou cinématiques)
des liaisons ont leur forme particuliére, les
liaisons sont dites concentriques.

Application 2

Pour vérifier qu'une liaison entre deux pigces (S,) et (S3),
réalisée par association en parallele de six liaisons
ponctuelles de normales connues, est compléte et
isostatique, il suffit d'utiliser la méthode définie
précédemment.

Cependant dans ce cas f{réquemment rencontré, en
particulier dans les montages d'usinage, on vérifie prati-
quement qu'il en est ainsi & condition :

1° qu'il n'y ait pas plus de trois normales paralléles,

2° qu'il n'y ait pas plus de trois normales dans un méme
plan, ces trois les étant, ni antes en un méme
point, ni paralléles,

3° qu'il n'y ait pas plus de trois normales non coplanaires
concourantes en un méme point,

les soient di ées dans 3 di

4% que les six

lizison rotule de centre A. Le torseur ique cor diff
dant est :
X; 0
{&:}= {Y, n].
Az, o
Posons : —
OA=IX (I#0).

Pour vérifier que cette solution convient écrivons que :

olB}= ofBi}+ ofB2}
d'ob les six équations scalaires :

X=X,

Y=Y, +Y,

Z=E+Z,

L=0

M=-IZ,

N=IY,.
Toutes les inconnues statiques de ce systéme peuvent étre
calculées en fonction de X, Y, Z, L, M, N et rg=5.

6.1. DEFINITION

n liaisons (L), (Ly); ..y (Ly), ..., (L,) sont en
série entre deux solides (S,) et (S,) si elles sont
disposées a4 la suvite P'une de Pautre par
Pintermédiaire de (m —1) solides.

Le graphe des liaisons se trace ainsi (figure 8) :

On dit également que les (n + 1) solides assemblés
par les n liaisons en série constituent une chaine
continue ouverte.

o (L) ° (La) e L) _ (L) .u...‘)__

Fig. 8
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6.2. LIAISON EQUIVALENTE

6.2.1. Torseur statique

Le torseur statique {'(‘3 } de la liaison (L, ) représente
dans cette étude I'action mécanique du solide (S,_,)
sur le solide (S,). Le torseur statique {&} de la
liaison équivalente représente l'action mécanique
équivalente du solide (S;) sur le solide (S,).
Supposons qu'en plus des actions mécaniques dans
les liaisons entre les différents solides, s’exerce sur
le solide (S;) une action mécanique représentée par
le torseur {5,}.

Le principe fondamental de la statique appliqué a

(S,) s"écrit :
{B}-{z}={0}
a I'ensemble {(Sn), (S,)}:
{z.}-{5:}={0}
a I'ensemble {(S,), (S,), (S2)} :
{5} -{.}={0}

et ainsi de suite jusqu'a [I'ensemble {(S,),

(Si)s e (Sa-1)}:

{Zo}-{5.}={0}
En écrivant le principe fondamental, appliqué a (S,),
avec le torseur statique de la liaison équivalente de
I'action mécanique de (S,) sur (S,), on obtient :

{zo}-{w}={0}.
En ¢ t ces relati on en déduit que

le l:orseur statique de la liaison équivalente doit
vérifier :

{s}={5.}={B.}=...={B.}). (5)

Par c« q , 8 une cc d'un torseur
statique d'une liaison (L) est nulle, la composante
correspondante du torseur statique de la liaison
équivalente est nulle. Les composantes d'action
mécanique transmissibles entre (S,) et (S,) sont
donc celles qui sont transmissibles simultanément
par les liaisons (L,).

6.2.2. Torseur cinématique

Le torseur cinématique {‘U,} de la liaison (L,)
représente dans cette étude le mouvement du solide
(S;) par rapport au solide (S,_,). Le torseur
cinématique { U} de la liaison équivalente repré-
sente le mouvement du solide (S,) par rapport au
solide (S,).

La relation entre le torseur { ‘U} et les torseurs {U;}
s'obtient en écrivant la relation de composition des
torseurs cinématiques entre. les différents solides en
présence :

{US./8}={V(Sa/Su -} +... +{V(8,/S0)}
soit avec les notations utilisées :

{v)}=% (v} ©
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Par suite, les composantes de mouvement exi
entre (Sy) et (S, ) sont toutes celles des liaisons

6.2.3. Hyperstatisme et mobilité

L’écriture de la relation (5) :
{s}={v.}={B:}=..={7.}

permet la détermination de toutes les compos
X Yy Zi, Liy Miu N, des torscurs statiques {
f ion des co X, Y L, M,
torseur statique {U de la |1al$0r|. equwa]ente
Par conséquent, la haison équivalente aux n lia
en série entre (Sq) et (S,) est toujours isosta

Définition

s Le degré de mobilité m, de la ligison équic
§4 aux n liaisons en série entre (So) et (S,) es
au nombre d’inconnues cinématiques indépe
tes du torseur cinématique de la |
5% équivalente.

m, est aussi appelé degré de mobilité utile
chaine continue ouverte.

Le nombre total d’inconnues cinématiques int
par les n liaisons en série est :

N.= i n.

Définition
Le degré de mobilité m de la chaine ¢

ouverfe comprenant n liaisons est égal au 1
N, d'inconnues cinématiques introduit pa

Soit

Comme ['introduction successive de solides it
diaires entre (Sy) et (S,) ne peut qu'augme
degré de mobilité de la chaine continue ouve
a toujours : m=m, (voir I'applicatic
paragraphe 6.2.4).

m=m, +n;.

m; est appelé degré de mobilité interne de la
continue ouverte.

Une piéce a une mobilité interne dans un mé«
(par exemple, une bielle tournant sur ell
entre deux liaisons rotule) si elle peut a
mouvement qui n'entraine aucun mouvem
autres pieces du mécanisme.

Posons alors :

6.2.4. Application
Soit une chaine continue ouverte constituée
solides (S), (5,) et (S;).
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(L2)

g Ty

. ®
(Ly)
Fig.9 < rers—— @

La lizison (L3) entre (S;) et (S;) est une liaison rotule de
centre 0.

La liaison (L) entre (Sg) et (S;) est une liaison appui plan
de normale (O, ).
soit R(O, %, ¥, 7

un repére situé sur les liaisons.

QUESTION 1
Déterminer le torseur statique de la liaison équivalente aux
deux liaisons en série entre (S;) et (S3).

REPONSE

Au point O, dans la base de R, les torseurs statiques des
liaisons (L;) et (L) sont de la forme :

0 L, X, 0
{B.}= [o M,} et {G}= [Y, o]
olZ, 0 olZ; 0

X L
s0it {z}= [Y M]
olZ N

le torseur statique de la liaison équivalente.
Le torseur { G} est tel que :

{zl={z:}={7:}

d'oil

X=0 X=X,

Y=0 Y=Y,

Z=Z, Z=Z,

L=L, L=0

M=M, M=0

N=0 N=0
Par éq le torseur statique de la liaison équivalente
est:

0 0
{B}= [o o}.
AT
Par suite la liaison équi aux deux liai en série
'Bh!i' (Sq) et (S;) est une ligison ponctuelle de normale

REMARQUE
l L'avantage d'une telle réalisation est d'avoir des
ligisons a contact surfacique.

QUESTION 2

Par une étude cinématique, déterminer le torseur cinémati-

e de la liaison équivalente aux deux liai en série entre

B4 et (S,). En déduire le degré de mobilité interne de la
continue ouverte constituée par (Sg), (S,) et (S3).

REPONSE

Les torseurs cinématiq des liai
s'écrivent au point O, dans la base de R :

0 u ay O
{v}= [0 "l] {m}= [31 0}
olm 0 olyn: O

" w- fi 7}
oLy W

le torseur cinématique de la liaison équivalente.
Le torseur {U} est tel que :
{vi={vi}+{0}

soit a=a;

B=p2

r=ntn

u=u

v=u,

w=0.

(Ly) et (Ly)

Par conséquent le torseur cinématique de la liaison
équival aux deux liai en série entre (Sy) et (S;)

e;! de la forme :
a U
{vi= [ﬂ v}-
oly 0

Le degré de mobilité de la chaine continue ouverte
constituée par (Sg), (S,) et (5;) est m=N_.

No=n,+n,=3+3

donc : m=6.
Le degré de mobilité m, de la liaison équivalente est égal
au bre d'i inémati indépend du

torseur cinématique de la liaison 'pouctuellre équivalente
d'od :
m, =5,

Par suite le degré de mobilité interne de la chaine continue
ouverte est :

my=m-—m,

La mobilité interne se localise en remarquant que la
relation : y=1y,+7v, indique que ¥, et y, peuvent étre
différents de zéro, si le torseur cinématique de la liaison
équivalente est nul, c'est-d-dire que (S,) peut tourner
autour de (0, ) sans provequer un mouvement de (S;)
par rapport & (So).

soit :

I'absence

un  mécanisme
d'inconnues hyperstatiques indique que la position
relative des liaisons n’a pas besoin d’étre aussi
précise que dans un mécanisme hyperstatique.

Dans isostatique,
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D'od :

a) Une facilité de fabrication plus grande par
I'absence de tolérances de position réduites a
respecter (parallélisme, perpendicularité,
coaxialité...). Notons que cette facilité de fabrica-
tion est en partie compensée par une complexité
plus grande du mécanisme. Complexité générale-
ment due & I'introduction de piéces intermédiaires
en séric dans les liaisons pour augmenter leur
nombre de degrés de liberté.

b) Une assurance que les surfaces de liaison sont
bien en contact. Par conséquent, une construction
isostatique réalise une mise en position précise
d'une piéce par rapport A une autre.

¢) Une connaissance exacte du torseur statique de

chaque liaison, qui permet une évaluation correcte
des pressions entre les surfaces en contact.

EXEMPLE
Positiy t isostatique de Kelvin
Dans ce positi utilisé par le pour les

tourelles de tour, la liaison isostatique et compléte

entre les deux piéces (S,) et (S;) est réalisée par

I'association en paralléle des trois liaisons suivantes :

(L) : liaison rotule.

(L) : liaison linéique annulaire, dont |'axe passe par
le centre de la liaison rotule.

(L;) : lisison ponctuelle, dont la normale est perpen-
diculaire au plan formé par I'axe de la liaison
linéique annulaire et le point de contact de la
liaison ponctuelle.

4

(La) /SC————==

Fig. 10

Ceci dit, un mécanisme hyperstatique est souvent
plus rigide qu'un mécanisme isostatique (par exem-
ple un arbre montré sur trois paliers), ce qui est
aussi un facteur de précision de position d'une piéce
par rapport & une autre. Une telle construction est
généralement employée pour les mécanismes de
transmission d’actions mécaniques importantes.
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REMARQUE

Pour savoir si un mécanisme est réelle
hyperstatique, le constructeur devra interp
les conclusions de 'étude théorique faite i
fonction des solutions technologiques qu'il |
sage d'adopter pour le construire.

particulier : introduction de jeu dans les lia,
oi de piéces déformables dans le mécanis

8. MAINTIEN DU CONTACT
DANS LES LIAISONS

Les dispositifs de maintien du contact d'une
sur ses appuis se classent en deux catégories

1° Ceux qui assurent un maintien du contact ¢
piéce déja positionnée.

2° Ceux qui assurent a la fois la mise en po:
et le maintien du contact d'une piéce.

Etudions un exemple de la premigre catégori
exemple de la deuxiéme catégorie est étudié
I'exercice numéro 2).

Le montage d'usinage (M) de la figure Il p
d’obtenir sur la piéce (P}, les formes définie
les cotes A, B et C, par fraisage « horizontal » (
trois tailles).

La piéce repose sur un plan horizontal, dégagé

sa partie médiane, et s’appuie sur les trois t

sphériques (1), (2) et (3).

On montre par une étude de liaisons en par:

que la liaison équivalente ainsi obtenue, en

piéce (P) et le montage d'usinage (M), est isc

que et compléte.

Etudions le maintien du contact (le bridage) :

par la vis de pression (V).

Supposons qu'on exerce sur celte vis une :

mécanique connue (emploi d'une clé

mométrique) pour que les inconnues statique

liaisons puissent étre déterminées (sinon ces

nues seraient hyperstatiques).

La liaison de la piéce (P) avec le montage d'u

(M) par I'intermédiaire de la vis (V) fait inte

en série les deux liaisons suivantes :

(L,) : liaison ponctuelle d’axe (O, ¥ ).

(L;) : liaison glissiére hélicoidale d’axe (O. ]
pas réduit p.

Déterminons le torseur statiqgue de la

équivalente & ces deux liaisons en série.

Au point O, dans la base du repére R[O. X

lié a (M), les torseurs statiques des deux li

(L,) et (I..) sont de la forme :

0 0 X,
{8)= Y, 0} e {B&)= Ya
ol 0 4] 21
s0it
) B
{B}= Yy M
olZ N

le torseur stalique de la liaison équivalente.
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Fig. 11

Le torseur {&} doit vérifier :
{3}2{'&}:{82}

X=0=X,

Y=Y,=Y,

Z=0=2,

L=0=L,

M=0=-pY,

N=0=N,.
Le torseur {T} est donc nul. Par suite, la liaison
¢équivalente, entre le montage (M) et la piéce (P),
:E; dispositif du maintien du contact est une ligison

re.

Ce dispositif de maintien du contact n’ajoute aucune
inconnue statique a celles déja introduites par les
lisisons de mise en position de la piéce. Par
conséquent, la liaison équivalente aux liaisons de la
pitce (P) avec le montage (M) (dispositif de
maintien du contact compris) est toujours
isostatique.
D'une fagon générale, la liaison équivalente entre
deux solides, d'un dispositif de maintien du contact
n'assurant pas la mise en position relative des
solides, doit étre une liaison libre. Une telle liaison
permet de ne pas augmenter le degré d’hyper-
statisme, déja obtenu par les liaisons de mise en
Position relative des deux solides.

soit :

REMARQUES

— Le dispositif de maintien du contact doit
permettre des mouvements relatifs dans toutes les
directions aux piéces entre lesquelles il vient
s'intercaler.

— Le maintien de l'action mécanique de la vis
(V) sur la piéce (P) est assuré par Uirréversibilité
du systéme vis-écrou, ce qui n’apparait pas dans
cefte étude car les liaisons sont fes sans
frottement.

(o

9.1. DEFINITION
I Une chaine continue ouverte dont les deux solides

extrémes ont une liaison entre eux constitue une
chaine continue fermée.

Dans le cas d'une chaine continue fermée constituée
de (n+1) solides assemblés en série par (n+1)
liaisons, le graphe des liaisons se trace ainsi :
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Fig. 12 () [

Une chaine continue fermée est aussi appelée
chaine simple ou boucle.

EXEMPLE

La chaine ci i d il repré é

U
figure 13 est une chaine continue fermée constituée

des trois solides suivants :

(Sg) : béti du réducteur

(S,) : arbre d’entrée du réducteur
(S;) : arbre de sortie du réducteur.

Fig. 13

9.2. ETUDE STATIQUE

Le torseur statique { '6’;} de la liaison (L,) représente
dans cette étude 'action mécanique du solide (S, _,)
sur le solide (S,;).

Soit R0, &, ¥, 7 ) un repére lié au solide (S,), que
I'on supposera étre le biti supportant la chaine
continue fermée.

Supposons qu'en plus des actions mécaniques dans
les liaisons entre les différents solides, s'exerce :
— sur le solide (S,) une action mécanique, dite
d’entrée du mécanisme, représentée au point O,
dans la base de R, par le torseur :

X, L,
{8.}= IY. M.}
olZ. N,

— sur le solide (S,.) une action mécanique, dite de
sortie du mécanisme, représentée au point O, dans
la base de R, par le torseur :

X, L,
{z.}= {Y. M,]
o z; N:
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— sur le solide (S,) une action mécanique repre
tée au point O, dans la base de R, par le to
{%,} (action mécanique du sol sur le bati).
Ces trois torseurs sont liés par la relation obt
en appliquant le principe fondamental de la sta
4 l'ensemble des (n+1) solides de la «cl
continue fermée :
{5.}+{5.}+{%}={0}
n+l

soit N, = Z n, le nombre d'inconnues stat

i=1
introduit par les (n+1) liaisons de la ¢
continue fermée.
Toutes les relations entre ces N, inconnues stal
s'obti t en appliquant le principe fondan
de la statigue successivement aux n solides
(Sz), ..., (8,)
Montrons qu'il est inutile d'appliquer le pri
fondamental de la statique au solide (S,).

Pour cela appliquons le principe fondamental

statique & :

sn:  {z}-{z:}+{5.}={0}

S):  {B)-{5}={0}

S0 (Bl {m)=0)
S BT+ {B}={0).

Ajoutons membre & membre ces relations, il
aprés simplifications :
(8)-{5, J+ {1+ {5} (0)
avec la relation (7) on obtient :
"‘{E}“‘{Kn- I}+{z’°0}={0}'
Cette relation traduit ['application du p
fond | de la ique au solide (S,;).
elle se déduit des précédentes, il est
d’appliquer le principe fondamental de la s
au solide (S,).
Soit r, le nombre d'équations scalaires indép
tes entre les N, inconnues statiques (r, <6n

Définition
Le degré d'hyperstatisme h de la chaine o
fermée est égal au nombre N, d’inconnues st
introduit par les liaisons, moins le nombr
relations indépendantes entre ces inconnue

Soit

REMARQUE
Lorsque le nombre de solides est impor
détermination de rg est parfois fastidieus

Dans cette étude statique, on montre que |
de mobilité m de la chaine continue fermée
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m représente le nombre d'inconnues cinématiques
indépendantes de la chaine continue fermée. Par
conséquent m comprend le degré de mobilité interne
de la chaine continue fermée.
En éliminant rs entre (8) et (9), on obtient Ia relation
suivante entre le degré d'hyperstatisme h et le degré
de mobilité m :
h=m+N,—6n.
n+l

Soit : Ne= 2, ng, le nombre d'inconnues cinémati-

i=1
ques introduit par les (n -+ 1) liaisons. Sachant que :
ne;=6— s, Ne s'écrit :

n+1

Nc=‘2 (6—ns,)

soit Ne=6(n+1)—Ng.
Par suite :
Cette relation permet le calcul du degré

d'hyperstatisme connaissant le degré de mobilité.
Nous allons mettre en évidence dans I'étude qui
suit, une méthode simple pour déterminer le degré
de mobilité de chaine continue fermée.

On peut également dire que le degré de mobilité de
la chaine continue fermée est le nombre d'inconnues
cinématiques indépendantes qu'il faut se fixer pour
déterminer toutes les autres.

9.4. APPLICATION

Considé un mécani de
un excenlrique.

de d'une tige par

A

/

(La)

©z Fig. 14
Soit R(O, &, ¥, 7 ) un repére lié au bati (Sq).
L’ ique (S,) est assimilé & un cylindre de révolution

9.3. ETUDE CINEMATIQUE

Le torseur cinématique {‘U’,} de la liaison (L,)
représente dans cette étude le mouvement du solide
(S;) par rapport au solide (S;_,).

En écrivant la relation de composition des torseurs
cinématiques entre les différents solides en
présence, on obtient :

{V So/S)}={V (So/S )} +{V (Su/Sa-1)}
+...+H{U (8./S0)}={D}.
Soit avec les notations utilisées :

S (v}=@).

En explicitant cette relation on obtient un systéme
de six équations scalaires pour déterminer les Ne
inconnues cinématiques.

Soit re. le nombre d’équations scalaires indépendan-
tes (re=6).

Définition
Le degré de mobilité m de la chaine continue
fermée est égal au nombre. N. &’inconnues
cinématiques introduit par les liaisons, moins. le
nombre r. de relations indépendantes entre ces
nes.

d'axe (C, £ ), de rayon a. (S,) a une lisison pivot (L)
d'axe (O, £ ) avec (Sq).

Soit R, (0, %, ¥i, 7 ) un repere lié & (S,) tel que : OC =i,
(e=0).

On pose : #=(%, &,).

La tige (S;), cylindrique de révolution, a une liaison pivot
glissant (Ly) d'axe (O, ¥ ) avec (Sy).

(8,) et (S;) ont une liaison linéique rectiligne (L;) d'axe
(I, ) et de normale ¥.

QUESTION 1

Par une étude cinématique déterminer le degré de mobilité
de la chaine continue fermée (S5) — (S;) — (S;) — (S¢)-
En déduire son degré d’hyperstatisme,

REPONSE

Avec les notations définies précédemment, les torseurs
cinématiques {;} des liaisons (L;) sont, dans R, de la
forme :

00 0 u,

{vi}= [0 0] {w}= [ﬁz 0}
oly O 1\Y2 Wy 0 0
{va}= [51 l-’s]-
ol0 0

Les torseurs {U;} doivent vérifier la relation :
3
3 (w0

Pour ajouter ces trois torseurs, exprimons au préalable le
torseur {23} au point O.

0
{Vz} o [ 2
olr

—¥;€ cos

Uy +yy(a+e sin ﬂ)]
wy+ B¢ cos 8
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Par suite, les inconnues cinématiques sont liées par les
£équations suivantes :

Bat+By=0
n+y:=0 )
uy+y(a+e sin 8)=0
= y2€ cos =0
wa+ Bie cos 0=0.
Le bre d'équati indég de ce éme est :
rc=5.
Le bre d'i duit par les trois

linisons étant : Ne=1+4+2= ? le de;re de mobllué de
la chaine continue fermée est :

m=Ne—re
REMARQUE

Si on se fixe y, et B, on détermine les autres

Le degré d'hyperstatisme se détermine par la
relation h=m +6—Nc.

QUESTION 2
Par une étude , déterminer I'i !

de Ia chaine continue fermée. Prnpwrnmsnlmionpmr
rendre ce mécanisme isostatique.

REPONSE

Appli le principe fond 1 de la
puls a (S;), en supposant que s'exerce :
— sur (8,) : I'action mécanique d'entrée du mécanisme
définie par le torseur :

xi L‘
{z.)= [n M.]

olZ, N,
— sur (8,): I'action mécanique de sortie du mécanisme
définie par le torseur :

X, L.
{ (A } - [;rx M.]-
olZ, N,

Les torseurs statiques { %, } des liaisons (L;) sont de

la forme :
% Ta
{B.}= [Y. Ml}
o ZI 0

0 L,
{ g2]' ™ [YZ 0 ]
Lo 0

X L
{'6’3}= [ 0 0 }
olZ; N,

(tous ces torseurs sont exprimés dans la base de R).
Appliquons le principe fondamental de la statique a

(Sy):
{z.}-{z:}+{5.}={0}

a (5,
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d’od aprés avoir exprimé { G} en O :

X, +X,.=0

Y, -Y,+Y.=0

Z,+Z,=0
—~L,+L,.=0

M,+M_, =0

—Y.e cos 8+ N,=0.

Appliquons le principe fondamental de la stati

(8;):

{z:}-{z.}+{5.}={8}

d’olt aprés avoir exprimé {©,} en O :

—X,+X,=0
Y, +Y,=0

Y.e cos §—N,+N, =0.

On vérifie que les seules inconnues statiques «
peuvent étre calculées en fonction des compo:

des torseurs {7,

}et {Bs}sont L,, L, et L

conséquent I'inconnue hyperstatique du méca
est L, ou L, ou L,.

Le mécanisme est isostatique si L,=0, c'est-
si la liaison (L) est modélisable par une |
ponctuelle de normale (I, § ). C'est le cas I
I'excentrique est de faible épaisseur.

1 0 1. DEFINITION

Une chaine mmplme esl'. une chaine ciném
constituée de p

imbriquées.

EXEMPLE

S ti fe

&

[ P"_______@
( /@

;

(Lz)

==

(Ly)

(Ls)

f_._

-
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La chiioe Gi ique du réd 2 train épicyclol
dal schématisé figure 15 est une chaine complexe
constituée de deux chai i fermé
S beiamk

I'indi

son graphe des liaisons.

10.2. NOMBRE CYCLOMATIQUE
DE LA CHAINE COMPLEXE

Soient n le nombre de solides et [ le nombre de
Jigisons de la chaine complexe. On montre (théorie
des graphes) que le nombre de chaines continues
fermées indépendantes 2 étudier est :

y=l-n+1

y est appelé mombre cyclomatique de la chaine
complexe.

Pour I'exemple précédent : [ =5 et n=4. Par suite :
y=2.

REMARQUE
On choisit les vy chaines continues fermées de
telle fagon que toutes les liaisons y apparaissent
au moins une fois.

10.3. ETUDE STATIQUE

Soit Ng le nombre d'inconnues statiques introduit
par les [ liisons.

En appliquant le principe fondamental de la statique
successivement & (n—1) solides de la chaine
complexe on obtient 6(n—1) équations scalaires
entre les N inconnues statiques.

1
Soit Ne=3, n¢, le nombre d’inconnues cinémati-

=1
ques introduit par les [ liaisons.
Sachant que ne,=6—ng, N s'écrit :
[}

Ne=3 (6—ns,)
i
SOit Ne=61—Ns.
Par suite
h=m+6l—-6(n—1)—Ng
ou h=m+6(I—-n+1)—Nc

avec y=I—n+1, on obtient :

1 h=m+6y—Nc.

Cette relation permet le calcul de degré
d’hyperstatisme connaissant le degré de mobilité de
la chaine complexe.

10.4. ETUDE CINEMATIQUE

En écrivant pour les y chaines continues fermées
la loi de composition des torseurs cinématiques,
comme au paragraphe 9.3, on obtient 6y relations
scalaires entres les Nc inconnues cinématiques de
la chaine complexe.

Soit rc le nombre d'équations scalaires indépendan-
tes (re=6vy).

Définition
I Le degré de mobilité m de la chaine complexe est :

Soit rs le nombre d'équations scalaires indépend
tes (rs<6(n—1)).

REMARQUE

4 2al

10.5. APPLICATION

Considé un étau

t une piéce (S;) de forme

de la statigue aux n solides, pour la méme raison

Il est inutile d'appliquer le principe fc
que celle donnée au paragraphe 9.2.

Définition
I Le degré d’hyperstatisme h de la chaine complexe
est :

| h=Ng—rs. I (10)

On montre dans cette étude statique que le degré
de mobilité m de la chaine complexe est :

[ m=6(n—1)—rs. ] (a1

En éliminant 75 entre (10) et (11) on obtient entre
le degré d’hyperstatisme h et le degré de mobilité
m la relation suivante :

h=m+N;—6(n—1).

_—

7

(9

==t —
ol (L2) *
! et |
I_I(L‘} Fig. 16

Soit R(O, X, ¥, 7 ) un repére lié au mors fixe (Sy) de I'étau.
Le mors mobile (5,) a une liaison glissigre (L,) de direction

i avec (Sg).
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La vis de manceuvre (S;) a une liaison pivot (L,) d'axe Pour la chaine continue fermée (Sy)—(8,)—(S,)~
(o, f{ avec](sol. et une liaison glissiére hélicoidale (L;)  nous avons :

d'axe (O, i) avec (§)). ={b

Les liaisons de la pié:;e (S;) avec le mors fixe (Sy) et le {vi}+{va} +{vs} = {0}

mors mobile (S,) sont deux liaisons planes (L) et (Ly) 408 agtas=

respectivement, de normale X. =0
vgtus=0

QUESTION 1 Wyt ws=0.

Les six équations écrites sont indépendantes (re=6
Tracer le graphe des lialsons et déterminer le nombre de  ;pre d'inconnues cinématiques introduit par les lia

haines continues fermées Indépendantes do ce mécant est: Ne=l+1+1+3+3=9,
HEPONSE :u;;u_ilzv I:oﬁcsré de mobilité de la chaine complex

Le graphe des liaisons se trace ainsi :

Ce degré de mobilité correspond aux trois compos
de mouvement de (S,) par rapport i (S,).

Le degré d’hyperstatisme de la chaine complexe est
h=m+6y—Ne=3+12-9, soit

QUESTION 3

Par une étude statique déterminer les inconnues hype:
ques du mécanisme, A quelles conditions dimensionne
angulaires de position relative des liaisons correspor
elles?

Ce mécanisme est constitué de quatre solides réunis par
cing liaisons. Par suite le nombre de chaines continues
fermées indépendantes est: y=I—-n+1=2.

QUESTION 2

Par une étude cinématique déterminer le degré de mobilité ~REPONSE
de la chaine complexe. En déduire son degré  Définissons les torseurs statiques des liaisons au po

d’hyperstatisme. dans la base de R.
REPONSE 0 L
Tous les torseurs cinématiques (ou stati ) des liai {B(S — si}={5\}= X i
ont leur forme particuliére au point O, dans la base de R olZy N
(liaisons concentriques). X; -pX;
Po: :
o & a {Bs, — sa}={%:}= [Yz M ]
1
N
{vsy/sol={vi}= lﬂ 0] y 2 o)
o0 0 {B(s, — so)}-{a',]- [Y: M,]
olZ; N

Xy 0
{75(5: — Sz}}"{'g‘}“ [0 M¢]

@ pa
{vs/S)}={V2)= [0 ](p:mréduit}
o
g 0 N,
0

]

0
0
v,

}

{(V(So/S}={D}= lo“

i p
{B(S; — S} ={B}= {0 M,]‘
b ol0 Ns
{vs/sol={vi= 10 Supposons que s'exerce sur la pidce (S;) une
ol w, mécanique d'entrée du mécanisme définie par le to
as 0 X, L,
{U(So/85)}={Vs}= {o ..,}. {z.})= [Y, M,]
ol0 ws oltZ, N,
Pour la chaine continue fermée (So)—(S))=(S2)~(Sa). 00 supposons également que s'exerce sur la pitce (
peut écrire : . action mécanique de sortie du mécanisme définie
{vi}+{ v} {0} ={0) torseur :
d'olt X, L,
{a,+a,=o {5.}= {v, M,].
u,+paz=0 olZ, N,
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e

Appliquons le principe

(Se) :

d'olt

(5y):

d'old

(S2):

d: | de la

{&}+{z:}-{5:}={0}).

X3 + X5 =0
Y, -Y; =0
Z, =Z, =0

-L; =0
My+M;—M,;=0
Ny +Ns—N, =0

{5}-{:}-{z.}={0}

-X; -X,=0
Y, -Y; =0
2 -2, =0
L, +pX; =

N, =N; =Ng=0

{B)-{5}+{B.}={0}

Xa
Y2
Z,
—-pXz

M,

=X +X. =0
~Yy +Y, =0
—Iy +Z, =0

+L, =0
=My +M.=0

—N, +N, =0.

REMARQUE
1l est inutile d'appliquer le principe fondamental
de la statique a (S,), les équations obtenues
pouvant se déduire de celles déja trouvées.

En examinant les dix-huit équations on en déduit que les
six inconnues hyperstatiques sont :

Y, ou Y; ou Y,
Z, ou Z, ou Z,

M, ou My ou M
N, ou Ny ou Ns

Les inconnues hyperstatiques Y; ou Y; ou Ys et Z; ou
Z, ou Z; correspondent & des conditions dimensionnelles
de distance, suivant (O, ¥ ) et (0, Z ), entre les axes des
liaisons (L,), (La) et (La).

Les inconnues hyperstatiques M; ou M; et N; ou N
correspondent & des conditions angulaires de parallélisme,
autour de (O, 7 ) et (0, £ ), entre les axes des liaisons (L;)
et (Ly).

Les inconnues hyperstatiques M; ou My ou Ms et N, ou
N, ou Ns correspondent 2 des conditions angulaires de
parallélisme, autour de (O, 7 ) et (O, # ), entre les normales
aux plans des liaisons (L,) et (Ls) et I'axe de la liaison
(L))
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PROBLEME RESOLU

Le robot de manutention représenté figure I8 est
utilisé pour le déplacement de piéces d'un poste
de travail (T,) & un poste de travail (T,).

Soit R(O, %, 7, 7 ) un repére lié au bati (S,) d
robot. La glissiére (S,) a deux liaisons piwc
glissant (L,) et (L,) d’axes (H, ¥ ) et (K, ¥ )ave

\

 —

Fal Ny

A O
ILLLLTLLRLLRR R . ATTRLLRRR AR AW

=

(Lo

Fig. 18
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—

(So), telles que : OH= —{Z et OK=1I7 (U>0).
La glissiére (S;) est entrainée par une ws S)
ayant une liaison pivot (L;) d'axe (0, X ) avec
So), et une liai glissiére hélicoidale (L,) d’axe
20 % ) et de pas réduit p avec (S,). Cette vis est
animée par un moteur (Mo,) lié au béti (S,).
Le bras (S) 2 une liaison pivot (Ls) d'axe (A, ¥ )
avec la glissiére (S,).

Le bras (S,) a une liaison pivot (L) d'axe (B, ¥ )
avec le bras (5;). A son extrémité est fixée la
pince de serrage.

Les rotations des bras sont obtenues par deux
moteurs (M;;) et (M)

QUESTION 1

Tracer le graphe des liaisons entre les pitces (S,),
(Sy) et (S2).

REPONSE
Le graphe des liaisons se trace ainsi :

Fig. 19

QUESTION 2

Quel est le degré d’hyperstatisme de la liaison
équivalente aux deux liaisons en paralléle (L,) et
(L,) entre (S,) et (S;)? Quelles sont les inconnues
hyperstatiques? A qnens conditions géom&riqm
de position relati liai Corresp dent-
elles?

REPONSE

Les torseurs statiques des liaisons (L,) et (L,)
sont aux points H et K respectivement, dans la
base de R, de la forme :

00 0 o
{8.}= IY, M,j et {B.}= {Y, Ml}
H zl NI K z‘z Nz

X L
soit {T}= {Y M}

olZ N

le torseur statique de la liaison équivalente.
Le torseur { B} est tel que :

{B}={B.}+{5.}.

En exprimant ces torseurs au méme point O, on
obtient les relations suivantes :

X=0

Y=Y,+Y,

Z2=Z,+7Z,

L=1Y,+IY,

M=M,+M,

N=N,;+N,.
Comme X =0 on vérifie que la liaison eqmvalente
est une liaison glissiére de direction X.
Son degré d’hyperstatisme est: [, = Ns—rs.
Sachant que le nombre d'inconnues statiques
introduit par les Imlsons est N_.;——S et que le
nombre d'équations ind d. u sy
éerit precedemment est rs =5, on en déduit que :

En examinant le systéme d’équations on constate
que les inconnues hyperstatiques sont Z, ou Z,,
M, ou M,, N, ou N,.

Elles correspondent 4 une condition dimension-
nelle de distance suivant (O,7) et & deux
conditions angu!alres de parallélisme, autour de
(0, 7 ) et (0, 7), entre les axes des liaisons (L)
et (L,).

QUESTION 3

Quel est le degré d’hyperstatisme de la chaine
continue fermée (Sg)—(S,)—(8,)—(Sq) fen fai-
sant abstraction du moteur (Mg,))?

REPONSE

Déterminons le degré d'hyperstatisme par une
étude cinématique. Pour cela définissons les
torseurs cinématiques des liaisons, en considé-
rant la liaison équivalente entre (S,) et (S,).

ay 0
{v(s/80)}={ U5} = {0 0}

olo o

{vS./8))={V.}= {T; pg-}

0 0

0wy
{V(Se/8)} ={Vea}= 10 n
olo
En écrivant que : {Up} +{V}+{ ‘U’;} {0} on
obtient les deux équations suivantes :
a,ta,=0
Ugy + pag=0.
La mobilité de cette chaine est: m=N¢—rg,
avec No=3 et ro=2 (nombre d'équations
indépendantes). Soit m=1. Par suite le degré
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d’hyperstatisme de la chaine continue fermée
(S6)—(8:)—(52)—(S,) est :
h=m+6—Ng

En sachant que la liaison entre (S,) et (S;) est
elle-méme hyperstatique d'ordre 3.

QUESTION 4

Déterminer les inconnues hyperstatiques de la
chaine continue fermée (S;) — (S;) — (82) — (So)-
A quelles conditions géométriques de position
relative des liaisons correspondent-elles?
Proposer une modification de la liaison (L,) pour
rendre le mécanisme isostatique et ainsi minimiser
Pincidence des actions mécaniques supportées par
la vis (S).

REPONSE

Définissons au point O, dans la base de R, les
torseurs statiques des liaisons, en considérant la
liaison équivalente entre (S,) et (S;).

X 0
{B(S: — S)}={B:}= lY, M,J
o Z, N;

soit

Xs —pXs
{8(5. — S;]}={8‘}= [Ya M, ]
olZ, Ny

0 L
{58, — S} ={Boa}= [Y M}‘
olZ N
Considérons que sur le mécanisme s'exerce :
— une action mécanique d'entrée sur la piéce
(S,), définie par le torseur :

X, L,
{z.})= [Y. M.J
o Z-f Nl

— une action mécanique de sortie sur la piéce
(S;), définie par le torseur :

X, L,
{ G’S}r' [Yl M:}-
o zx Nl
Qppliquons le principe fondamental de la statique

{z.}-{z}+{z.}={0}

X=X, + X, =0
Y;—-Y+Y,.=0
Zy—Z+Z,=0

pX,+L.=0
M;—M,+M_,=0
N3;—Ng+N,=0.

e (5)):
d’od

e (5;):
d'oil

{84}'{801}+{63}={6}

X4 +X.=0
Y=Y+Y.=0
Z~Z+Z,=0
pXs—L+L,=0
M,-M+M, =0
N,~N+N, =0.
En examinant ces équations on constate que k
quatre incc hyperstatig sont :

Y, ou Y, ou Y
Z, ou Z, ou Z
M; ou M, ou M
N ou N, ou N.

Ces inconnues hyperstatiques correspondent
des conditions dimensionnelles de distance et
des conditions angulaires de parallélisme ent
les axes des différentes liaisons.

Le mécanisme devient isostatique si, p
exemple, on modifie la liaison (L,) de telle fag
que Y,, Z,, My et N, soient nulles.

L'écrou de la liaison (L,) doit donc éi
«flottant », c'est-a-dire avoir des possibilités

translation et de rotation suivant (O, ¥ )et(O, Z
D'oil le schéma cinématique de la liaison (I
proposé figure 20.

x|

On a intercalé en série entre (S;) et (S;) d¢
piéces intermédiaires (S) et (S'), avec les liaist
suivantes :

Liaison (L) entre (S,) et (S) : glissiére hélic
dale d'axe (O, X ).

Liaison (Lg) entre (S) et (S’): pivot gliss
d'axe (I, Z) (L: point de I'axe (O, ¥ )).
Liaison (Lg) entre (S') et (S,): pivot gliss
daxe (I, ¥ ).

Vérifions par une étude cinématique que o
association de liaisons en série convient.
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Le torseur cinématique de la liaison équivalente
entre (S;) et (8;) est égal & :
{V(S:/8)}= {v(s,fS')}H‘U(S'ng}
+{U(8/8)}
Les torseurs cinématiques des liaisons (L), (Lg)

et (L) sont au point I, dans la base de R, de la
forme :

0 0
{ CU(SJS')} o {»39 "9}

Lo 0
0 0
{vEs)= 10 o}
1\Ys W
a; poy
{vessai= {0 o
L0 0
a u
Posons : {‘U(SZIS.)}= B v
i L
Alors : a=a;
B=8s
Y=%
u=pa,
V=10,

W= Wg.

Par conséquent, le torseur cinématique de la
liaison équivalente est au point I de la forme :

@ pa
{v(s./80}= lﬂ v}-
|}

Yy w
e torseur s'écrit au point O, en posant

Ol=xi :

a pa
{VU(S./8,)}= {B v- 71}
oly w+px

=]

c’est-a-dire de la forme :

@ po
{v(s./80)= {.e A J
oly &
Les inconnues cinématiques a, B, ¥, A et u étant
indépendantes.

Par suite, le torseur statique de la liaison
équivalente, réciproque de celui-ci, est de la
forme :

Xs —pX,
{55, — 8,)}= ln 0 }
[+] 0 0

Par conséquent, la lisison (L,) ainsi modifiée
rend la chaine continue fermée

(So)—(8,)—(82)—(50)
isostatique. (La liaison entre (S,) et (S,) étant
toujours hyperstatique. )
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| EXERCICES AVEC REPONSES

1 — Une bride de age, d'un ge d'usinage (0) La piéce (1) a une liaison poncluelle (L) de normale
congue pour répartir également l'action mécanique de | (A, ) avec la pigce (3).
bridage en trois points A, B et C d'une pigce (1) est

représentée figure 21 On pose : OA =—aj — ch' (a ei Fl >0).
La pidce (4) de la bride et le montage d'usinage (0) | La pitce (1)a égal y w)
ont une liaison-pivot (Lg) d’axe A. et (L;) de normale (B, £ ] et [C. Z) avec la piéce (2).

La pidce (3) a une liaison pivot (Ls) d"axe (O, ¥ ) avec
Ia pidce (4), et fa pitce (2) une liaison pivot (L¢) d'axe | On pose : [5ﬁ =b% :"" N kE .
(0, 5 ) avec la piéce (3). OC=—bx +cy —hi (b et ¢>0).

'

N
d~| H

]
3
N |

L7

am

L\
N
\-.J’ ]

o]
/7

A

A\ A — i
Z \\ - J
\
i

tl-rl‘é ' ‘ Py
N
0

A

T
e AA
T Z
Ll 4
L L

==t
i
N\

Fig. 21 Al
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Le systéme de maintien du est constitué d'un
poulon d'axe (D, i? dont la tige (5) a une liaison pivot
glissant (L,) d'axe (D, £ ) avec le montage (0), et dont
I'écrou (6) a une liaison linéique annulaire (Ly) d'axe
(E, 7 ) avec la piéce (4). On pose : DE=df (d>0).
L'écrou (6) et la tige (5) du boulon ont une liaison
glissiere hélicoidale (Ls) d'axe (D, 7 ). L'action mécani

5° La liaison équivalente aux trois liaisons en série
(L;), (Lg) et (L) entre le montage (0) et la pigce (4)
est une liaison libre.

6° Compte tenu des résultats précédents, on montre
par une étude de liaisons en série entre les pigces (0),
(4) et (1), que la liaison entre la pigce (1) et le montage

que exercée sur I'écrou par I'opérateur est supposée
connue.

QUESTIONS

1° Tracer le graphe des liaisons entre la piéce (1) et Ia
pidce (4).

2° Déterminer, par une étude statique, la laison équiva-
lente (Lyz) aux deux liaisons en paralléle (L,) et (L,)
entre les pidces (1) et (2).

3° Déterminer, par une éude cinématique, la lisison
équivalente (Lya,) aux deux liaisons en série (L,;) et (L)
entre les piéces (1) et (3).

4° Déterminer, par une étude statique, la liaison équiva-
lente aux deux Haisons en paralléle (L) et (L,) entre
les pitces (1) et (3).

En déduire la liaison équivalente aux liaisons entre la
plice (1) et Ia pidce (4).

5° Dé i la liaison équi aux trois liai en
série (L;), (Ly) et (Ls) entre le montage (0) et la pikce
(4) du systéme de ien du contact

6° Montrer que Ia liaison entre la piéce (1) et le montage
(0) par Pintermédiaire de la bride de serrage est
équivalente & une liaison libre (c’est-a-dire que fa bride
de serrage peut s'adapter sur la piéce (1) quelle que soit
sa position ).

REPONSES

I* Le graphe des liaisons entre les pigces (1) et {4) se
trace ainsi :

2° La liaison équivalente aux deux liaisons (L) et (L)
est une liaison linéique rectiligne d’axe (B, X ) et de
normale 7.

3° La liaison équivalente aux deux liaisons (L,;) et
(L;) est une linison ponctuelle de normale (I,Z) (I
milieu de BC).

4° La liaison équivalente aux deux liaisons (Ly) et
(Ly) est une liaison linéique rectiligne d'axe (A, 7 ) et
de normale 7.

La liaison équivalente aux liaisons entre la pitce (1)
F(t')l" igce (4) est une liaison ponctuelle de normale

WZ )

e

(0) est équi & une liaison libre (voir graphe des
liaisons de la figure 23).

ponctuelie
(0, %)

Fig. 23

2 — Le guidage d'un coulisseau au moyen de deux rails
avec cages & aiguilles est représenté figure 24.

Fig. 24

Le but de ['étude est de déterminer le degré
d’hyperstatisme d’une telle conception.

Les aiguilles étant de faible longueur, on considére que
la liaison (L) réalisée entre le couli: (2) et le guide
(1), par I'intermédiaire du rail de guidage, est équiva-
lente & une liaison pivot glissant d‘axe%. i), de és
faible amplitude de rotation autour de cet axe.

De la méme fagon, on considére que la liaison (L,)
réalisée entre le coulissean (2) et la cale (3) est
équivalente & une liaison pivot glissant d'axe (A, ¥ ),
de trés faible amplitude de rotation autour de cet axe.
On pose : OA=aj (a>0).

L'effort de précontrainte dans la glissiére est obtenu
en positionnant la cale (3) avec les vis de réglage (5).
Les vis (4) servent & maintenir la cale (3) dans sa
position réglée.
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(La cale (3) assure i la fois la mise en position et le
maintien du contact dans la liaison glissiére.

La liaison (L;) entre la cale (3) et le mulwsuu (2) est
une liaison appui plan de normale 7.

On suppose que les actions mécaniques exercées sur
les vis (4) et (5) sont connues.

On suppose également que les liaisons entre le
coulisseau (2) et la cale (3) réali édiai
des vis (4) et (5) sont équivalentes & des liaisons libres.

I'inter

QUESTIONS

1 Tracer le graphe des liaisons entre les piices (1), (2),
(3), (4) et (5).

4° Ecrire le torseur statique {Ta} au point A. Puis
écrire ensuite au point O que le torseur statique de la
liaison équivalente vérifie :

{g}={B.}+{Bx)}.
On en déduit que le degré d’hyperstatisme (h =Ng-rg)
de la liaison glissiére équivalente est de 1.
L'inconnue hyperstatique (M; ou M,;,) correspond &
une condition angulaire de parallélisme autour de (O, 7 )
des axes des deux liaisons (L,) et (L;).

3 — Un montage de fraisage (1) congu pour usiner le
plan (P), & partir du brut, de la pigce (2) est schématisé
figure 26.

Le hul de I'étude f.st de \renru que la liaison

2° A quelles conditions peut PP que les liak
entre le coulisseau (2) et la cale (3), réalisées par
Ilnluuédlahdﬁ\dsﬂ)el(ﬂ.mtaqudvﬂemides
liaisons libres?

3® Déterminer, par une étude cinématique, la liaison
équivalente (L) aux deux liaisons en série (Ly) et (Ly)
entre les piéces (1) et (2).

4° Déterminer, par une étude statique, le degré
d’hyperstatisme de la liaison équivalente aux deux
lialsons en paralléle (L) et (L;) entre les pitces (1) et (2).
A quelle condition géométrique de position relative des

4 Pin
L2 - AYF q

REPONSES

1? Le graphe des liaisons se trace ainsi :

(L2)

Fig. 25

2° Les liaisons entre le coulisseau (2) et la cale (3),
réalisées par I'intermédiaire des vis (4) et (5), sont
équivalentes & des liaisons libres si on suppose, par
exemple, que la liaison entre la vis (5) et la cale (3)

est modélisable par une liaison ponctuelle, ainsi que la

quivalente & I’ des i entre la piéce et
le montage est complele et isostatique.

Soit RO, %, 7, ¥ ) un repére lié au mon!am: (I) L'axe
(0, Z) est dirigé sui la La
mise en position de la piéce dans le montage est assurée
par :

— Un vé court, réalisant avec la pitce une liaison
linéique annulaire (L,) d'axe (C, ¥ ), telle que :

0C=-af (a>0).
— Une liaison ponctuelle (L) de normale [B i) telle
que OB =—b% +¢c7 (b et c>0).
— un centreur (3) ayant une liaison linéique annulaire
(L,) d'axe (0, 7) avec la pitce (2),-et une liaisor
glissiére (L,) d’axe (0, £ ) avec le montage (1), telle
que : 00, =—dz (d>0).
— Un centreur (4) ayant une liaison linéique annulaire
(Ls) d'axe (0, 7) avec la pidce (2), et une liaisor
glissitre (Lg) d'axe (O;, X ) avec le montage (1), telle
que : 53,—& (e>0).
— Un palonnier (5) ayamt deux liaisons ponctuelle:
(L;) et (Lg) de normales (D, £ ) et (D3, £ ) avec |
pitce (2), telles que :
[631 =fX +gy —hi
=fX +gy +hi (f, geth>0).
Ce palonnier a une liaison pivot (Lg) d'axe (A, ¥ ) ave
le montage (1), telle que
OA=ix +g7 (i>0).

Une bride, en liaison ponctuelle de normale (E, ¥ ) ave
la piéce (2), assure le maintien de la piéce sur se
appuis.

QUESTIONS

1° Tracer le graphe des lialsons de mise en position ¢
la piéce (2) dans le montage (1).
PD&u'miw par une étude cinématique, la liniso

liaison entre la vis (4) et le i (2).
(L'association en série d'une liaison glissigre hélicoid-
ale et d'une liaison ponctuelle de méme axe donne
une liaison libre.)

3° La liaison 6qmval¢nu. est une liaison linéique
rectiligne d'axe (A, ¥ ), de normale 7. (Ecrire les deux
torseurs cinématiques au point A.)

i aux deux | en série (L) et (Ly) enti
Ia piéce (2) et le montage (1).
3" Déterminer, par une élude statique, la liaison équiv.
lente aux deux liaisons en paralitle (L,) et (Ly) entre
pitce (2) et le palonnier (5).
En déduire la liaison équivalente partielle entre (1)
(2), réalisée par I'intermédiaire du palonnier (5).
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@ 4
vé court
= .
% l e NG 5 f B N AA
1 = Q /‘ v x
N — N\
iy ® —®
T
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SIS SLSLING,
I 7/////1/1/%/ D, "‘@
[ 7 | 2
L. N 2 / o (o) x
(Ly) Y, rrrerssre // D,
_) ’-" SIS A (Le)-
te) 0, _I‘VAVA\I:B_(L;}
(Ls)
table machine
Y Fig. 26

4° Mootrer gque le ns:hne 2de bridage, re::ﬁ REPONSES
m f:’hm libre. (8068 (R) e équiva 1° Le graphe des liaisons de mise en position de (2)
. o par rapport & (1) se trace ainsi (figure 27) :

5 Montrer que Ia liaison équivalente & Pensemble des | 20 [ Jiaison équivalente aux deux liaisons en séric
liaisons entre Ia pidce (2) et le montage (1) est compléte | (1 ) et (L) est une liaison ponctuelle de normale
et isostatique. O, 7

3° La liaison équivalente aux deux liaisons en paralléle
(L;) et (Lg) est une liaison linéique rectiligne d'axe
D,D,, de normale X.

La liaison équwalente pﬂ:tlelle entre (1) et (2) réalisée
par ['intermé du jer (5) est une liaison

ponctuelle de normale (A, ¥ ).

Ll 4° Pour montrer que le bridage est équivalent A une
liaison libre, montrer d'abord que la liaison entre le
montage (1) et la bride, par I'intermédiaire du goujon,

( ) est équivalente & une liaison libre, ensuite que les deux
Ly

o liaisons en série restantes entre (1) et (2) sont
équivalentes & une liaison libre.
5° Avec les liaisons équivalentes mises en évidence
dans les questions précédentes, on montre par une
emde slathuo de liaisons en pnm]léh: que la liaison
| ble des liai entre (1) et (2)
Fig. 27 est compiete el isostatique.
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Fig. 28

(*) Un des déterminants principaux associé au systéme
d'équations s'écrit :

00 10 0 1]
| | 00 1 1]
A=|0 0 01 0 1

d - 000 ¢

00 0b O a

00 00 -a 0
d'oll A=—ale+dXa—b),
comme a#b, A#0 et rg=6.
Par suite

h=Ng—rs=0 et m=6—rs=0.

4 — On se propose d'améliorer le prototype de mon-
tage d'usi pl tournant repré: é sur la
figure 29, et destiné & usiner la rainure de fraisage
indiquée,

Le cycle d'usinage est le suivant :

1° Blocage pneumatique de la piéce sur le plateau (7).
2° Translation rectiligne du sous-ensemble
{(2), (6), (7)} commandée par le vérin (3) (liaison (2)-
(8) non représentée ).

PR du pl (7) c dée par le vérin (6),
4" Retour rapide & la position initiale par action
simultanée des deux vérins.

Les liai: de ce sont repré
schéma cinématique de la figure 30.

:

sur le

(Ly): ligison pivot glissant d'axe (B, %') entn
I'ensemble tige-piston (5) du vérin et le cylindn
(6).
(La) : liaison pivot d'axe (B, I ) entre le cylindre (6
et le coulisseau (2).

(L;) : liaison pivot d'axe (C, £ ) entre la tige (5) di
vérin et le plateau porte-piéce (7).

(L) : liaison pivot d'axe (e\u 1 ) entre le plateau (7) ¢
le coulisseau (2).

(Ls) : liaison glissiére d'axe (D, ¥ ) entre le coulissea
(2) et le corps (4) du montage.

(Lg): liaison pivot glissant d'axe (D, ¥) entr
I'ensemble tige-piston (8) du vérin et I'ensembl
cylindre (3) - corps (4).

(L;) : liaison entre la tige (8) et le coulisseau (2),

déterminer.

On pose :

g=(%" @)
BC=ai’ (a>0)
CA=bii (b>0).

QUESTIONS

1" Tracer le graphe des liaisons de ce mécanisme.
2 Déterminer le nombre de chaines continues fermi
indépendantes.

L]
(L) (Le)
p L Ty
D 4
e

Fig. 30
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3 Etude de la chaine continue fermée
2)—(4)—(8).

a) Déterminer la MHaison équivalente (Lg) aux deux
liaisons en série (Ls) et (Lg) entre les plices (2) et (8).
b) Déterminer au point D, le torseur statique de la
ligison (L,), pour que la liaison équivalente aux deux
liaisons en paralléle (Lsg) et (L) entre les pidces (2) et
(8) soit une lialson pivet isostatique d'axe (D, ¥ ) (on
admet ume rotation de la tige (8) autour de som axe).
:)hhiecmmﬂsd’m wluuonlechmlnﬂqnedela
liaison (L,) rép ila

4° Etude de la chaine continue fermée
(N —(5)—(6)—(2).

a) Déterminer par une étude auﬁmllqu le degré
d’hyperstatisme de la chaine continue fermée

b) Afin de rendre cette chaine bmdqm,ulhisn- (Ls)
sera modifiée.

Déterminer alors par une étude statique, les inconnues
hyperstatiques relatives a cette liaison.

¢) Faire le quis d'une soluti hnologique de la
liaison (L;) rendant la chaine i que (on admet une
rotation de la tige (5) autour de son axe).
REPONSES

1° Le graphe des liaisons se trace ainsi :

Fig. 31

2° Le bre de chail fermées ind

dantes est: y={—n+1. Avec [ =T et n=6, -y-'l

3° a) Le torseur cinématique de la liaison équivalente
1;5«2 est de la forme, au point D, dans la base

NI
0 0
{Vse}= {.3 lf]
00

b) Le torseur statique de la leson (L;) est de la forme,
au point D, dans la base (%, 7, 7):

00
{ 51} - {Y, 0]
ol0 0

torseur correspondant & wune liaison ponctuelle
normale (D, ¥ ).

REMARQUE
Le degré d'hyperstatisme d'une chaine conii
fermée est: h=m+6—Ng. Si on admet
rotation de la tige (8) autour de son axe, la mob,

de la chaine (2)—-{4')—{8) es.t rn-2.

Le bre d'i introdui
les liaisons est Ng= ne,+ e, + ng,, avee re,=|
Ac,=2.

Par suite si la chaine est isostatique; h=0
ne, =35,

La ligison (L) est donc & cing degrés de libe
Cette information permet de guider le choix ver.
solution convenable.

¢) La liaison (L;) peut-étre obtenue par association
série d'une liaison rotule et d'une liaison appui ph

v
A )

anneau élastic

Fig.

4° a) Le degré d'hyperstatisme de la chaine conti
fermée est: h=2.
Pour traiter si cette ainsi que
suivante, exprlmer tous les torseurs au point C, d
la base ( 5 5

&) Posons

X L
{566 — D}={B:})= {Y; M,
c (®. 5. )

Zi 0
les deux inconnues hyperstatiques sont Zy et M.

¢) La liaison (L;) peut-étre obtenue par association
série d"une liaison rotule et d'une lizison pivot glissa
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)

5 — La figure 34 représente le dessin d'ensemble d'une

butée pour table de fraiseuse.

La piéce & usiner vient buter sur ["extrémité (7), réglée

pour assurer & une série de piéces une cote de

fabrication ayant pour origine le point d'appui.

Pour que les dispersions sur cette cote soient
ptables, il est néc que la butée n’évolue pas

en position en cours d'usinage sous I'effet d'actions

mécaniques variables et de vibrations. Pour éviter cela,

on peut envisager deux solutions :

1 Remplager les écrous moletés (10) par des écrous

I

Fig. 34

REMARQUE
Dans cet exercice il vous est demandé d’adapter
I I'étude théorique du cours a des problémes concrets
de construction.

REPONSES

— Liaison (2)—(3).
Ce guidage en avec jeu se comporte en réalité

hexagonaux manceuvrés i la clé, pour créer des
mécaniques suffisantes sur les piéces internes de
l'appareil. Cette solution & I'inconvénient de rendre
difficilement maitrisable une légére modification de la
position de la butée, nécessaire pour un réglage.

2° La construction proposée est trés hypersta-
tique et malgré la qualité de la fabrication, il est

P qu'au des p 3 il
faudra prévoir des modifications augmentant certains
jeux, qui seront préjudiciables & I’appareil car ils

augmenteront la dispersion de la butée.
Une deuxiéme solution consiste donc & envisager une

construction isc i pour local les et
en simplifier la fabrication.
QUESTION

Pour chacune des liaisons : (2)—(3), (2)—(4), (3)—(4),
3)—(6), B)—(7), (T)—(8), (6)—(8) et (M—(10),
proposer une solution afin de rendre Ia liaison isostatique.

comme une linfique rectiligne suivant une génératrice
de contact. Pour pallier cette insuffisance la figure 35
montre que quatre appuis surfaci ont été réalisé

par un léger fraisage & I'opposé de la poussée de (4).

Z\m

@31 H7

7]

==

Fig. 35
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— Liaison (2)—(4).

La figure 36 montre que quatre appuis surfa-
ciques ont été réalisés en créant un évidement, et par
un léger fraisage.

Fig. 36

— Liaison (3)—(4)

Aﬁn que la lixison pivot glissant (2)—(4) soit
méme | des défauts de perpendi-

culanlé existent entre le cylindre extérieur et I'alésage

de (4), la liaison entre (3) et (4) doit &tre une linéique

annulaire (figure 36).

— Liaison (3)—(6)

Cette liaison pivot est réalisée par I'association en
paraliéle d'un appui plan et d'un pivot glissant. Elle
est donc hyperstatique d’ordre 2. La figure 37 propose
une solution de liaison isostatique ou la liaison pivot
glissant a été remplacée par une liaison linéique
annulaire ([ =0,2d).

& 14H7h8

N
{

0,2d=3 mm

Fig. 37 3 25

— Liaison (6)—(7)
De méme que pour la liaison (2)—(4), quatre appui
surfaciques ont été réalisés en créant un évidement ¢
par un léger fraisage.

BB AA
Fraisage .....B

o

NN A
B b 0,2d=¢£

svigement gl

poussée s Fig. 3

— Liaison (7)—(8) et liaison (6)—(8)

Un méplat a été réalisé sur la piéce (8) de maniére
créer une liaison Ianélque rectlhgm entre (7T) et (8). U
plat et deux rai lisent quatre afi
d’obtenir une liaison pivot glissant.

2

12 34 1.3 2.4

Fig. 3

— Liaison (9)—(10)

La figure 40 montre que ['appui plan entre la rondel
(9) et I'écrou (10) a été remplacé par une rotule, ¢
maniére a rendre prépondérant 'appui plan entre (:
et (9).

M2

Fig. 4
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6 — La figure 41 repré le dessin d' ble d'une | (0, 7 ) et (0, ) assurent le déplacement de la table
table d'affuteuse. Trois liaisons glissiére d axe (A, 7), | (11) par rapport au h&!.i.l‘r
) (O a 88 A M 1B
- -
O\ E——]
A1 3 4
: S e S )
o 0 3 ;
A50H7g6
D L)
z

La) x

i 8 8 b

t\\\-\\\- P

2t Y IY YY)

S

P a s
M wrer e are e
Eol A0

by

{f
i

i .
vue de dessus - coupe partielle DD Fig. #1
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La liaison glissitre d'axe (A, 7 ) entre la table (11) et
la pigce (2) est oonsh!we par une liaison sppl.u -plan
(L,) de normale ¥, et une autre liaison appui-plan (L;)
de normale ¥,. On pose : 8=(5, 7). Le maintien du
contact est assuré par la cale pentée (12), sur laquelle
a été exercée une action mécanique connue par
I'intermédiaire des vis de réglage.

La liaison glissiére d'axe (O, ¥ ) entre la pigce (2) et
le chariot (4) est constituée par la liaison pivot glissant
(L,) de & 50 H7g6 et la liaison linéique rectiligne (L,)
entre la clavette (5) et le chariot (4).

Enfin la liaison glissiére d'axe (O, £ ) entre le chariot
(4) et le biti est constituée par deux lmsons pivot
glissant (Lyg) et (Ld_ﬁuu paralléles (C, X ) et (D, ¥ ).
On pose : =ai (a>0).

QUESTIONS

1° a) Déterminer le degré d'hyperstatisme de la liaison
glissiére d'axe (A, £ ) équivalente aux deux liaisons en
paralléle (L;) et (L), entre la table (11) et la pidce (2).
b)Aqueronndﬂhngémélnquedepanhm

c) Slnmodﬂhelalhism(l.,)pwumlumlinélqne
ncﬁiped'm(n,z}demrmde(ﬂ,h),mrm
la liaison équivalente aux deux linisons (L,) et (L) est
isostatique.

Yo ¥i

Zo A

Fig. 42 z,

@z

d) Quel est le degré & suppléments
gqu'introduit le dispositif de maintien du contact &
lisison équivalente aux deux liaisons (L,) et (L;) ex
la table (11) et la plice (2), si on modélise la liai
entre In cale pentée (12) et la plice (2) par :

a) une liaison appui-plan?

PB) une liaison linéique rectiligne?

2° a) Déterminer le degré d'hyperstatisme de la liai
glissiére d’axe (O, y ) équivalente aux deux lisisons
paraliife (Ly) et (L,), entre la piice (2) et le chariot
b) Proposer une modification pour rendre la liai
équivalente Isostatique.

3° a) Déterminer le degré d'hyperstatisme de la liai
glissitre d'axe (O, ¥ ) équivalente aux deux liaisons
paralldle (Ls) et (Lg) entre le chariot (4) et le biti.
b) A quelles conditions géométriques de position rela
des lial lent les i hyperstati

7 — La figure 42 repré le sché iné
d'un épandeur d'engrais VICON.

L'arbre @ est lié par un double joint de CARDAN ;

prise de force du tracteur. L’arbre , animé d
de ion all tif, porte le tube distri
X3
Xa Xo
@ [0} 7
] 20 Z3
[o] Xo
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—

e m—

teur d'engrais, situé dans un plan perpendiculaire A F,.
Soit Ro(0, %o, o o) un repére lié au biti (0) de
I'épandeur.

L'arbre @ a une liaison pivot (L,) d'axe (0, i,) avec
le bati @ Soit R, (A, %5, F1, #;) un repére lié i I'arbre
(D). On pose : OA=—a%, (a>0) et ¢ =(5o, 51). _
Soit B un point de I'arbre @ tel que AB = b7, (b>0).
Soit R2(0, %, 72, #;) un repére lié A I'arbre @ tel que
le point B soit sur I'axe (O, 7).

On pose : 8=(%,, %) (8 est constant).

La pigce (2) a une liaison pivot (L;) d'axe (O, 7:) avec
tarbre (1).

L’arbre @ a une liaison pivot (L,) d'axe (O, 7) avec
1o bati (0). Soit Ry (0, %, Fo. £3) un repére lié a I'arbre
@. Onpose :p =(%, ). Lapiéoe@ul‘arhre @om
une liaison pivot (L,) d'axe (O, 7,) telle que les axes
(0, £3) et (O, 7,) soient perpendiculaires.

235} A-A

[z283]

D43

QUESTIONS

1* D le degré d’hyp de ce mé

2° Tracer le graphe des lisisons de ce mécanisme.

3° Déterminer la liaison équivalente aux trois liaisons en
série (L;), (L) et (L) entre les pldces (1) et (2).

4° Déterminer, par une étude de linisons en paralléle

entre les pidces (1 ) et (2 ), la Haison par laquelle il convient
de remplacer la liaison (L) pour rendre ce mécanisme
isostatique (on exprimera les forseurs dans la base
(%20 72 £1))-

8 — La figure 43 donne le dessin de définition du
tripode d'un joint articulé.

Le schéma que du permettant aprés
avoir broché les cannelures, de réaliser simultanément
les six centres d'usinage matérialisant les axes des trois
tourillons, est représenté figure 44.

ces deux faces peuvent dtre
frappées, la cémentation est
facultative

&4

29,5-

w
Ly

épaisseur de cémentation tolérée

sur les dentelures : 0,3 Maxi

ute la forme admissible
e . ~/ a l'intérieur d'un &80

.

i Rz,
3 2 S ViR,
&l A f
° N
K]
p -
L . —]
17495
| 1885 _[18.45%02F
82383

Fig. 43
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L — S

L

9 — Dans la scie sauteuse «Black et Decker» de
figure 46, examinons |'hyperstatisme du mécanisme
transfy ion du mou de r du moi
en un mou de translation rectiligne altern:
d’'axe perpendiculaire, de la lame de scie.

R(O, &, 7. 7 ) est un repére lié au corps (1).

QUESTIONS

(L9)

Fig. 44.  HP7777777777%

— Letripode (T)estlié ala pitce (Z) par la liaison glissidre
(L,;) d'axe (0, ¥ ) par l'intermédiaire des cannelures.

— La pidce est liée au bati @ par une fiaison pivot
(L;) d'axe (O, X ).
—La piéce (1) est liée au tripode par une liaison appui

plan (L) de normale X, et au biti par une liaison rotule
(L4) de centre A,
— Le vé axile (3), li¢ au bdti par une liaison glissiére
(Ls) d'axe [C. X } vient en contact, avec un des
tourillons du tripode, suivant une liaison linéique
annulaire (Lg) d'axe (C, ¥ ). .
— La piéce est creuse et laisse passer la tige @ du
vérin de bridage. L"extrémité de cette tige est en haison
rotule (Ly) de centre B avec la rondelle (3), elle-méme
en liaison appui plan (L) de normale X avec le tripode
. Le piston est en liaison pivot glissant (Ly) d’axe
, ¥ ) avec le cylindre, lié au béti par une liaison en
castrement.
Le but de ['étude est de vérifier que ce montage est
isostatique.

QUESTIONS

1° Tracer le graphe des liaisons de ce mécanisme.

2°* Montrer que la liaison équivalente & :

— (L) et (L,) est une liaison pivot glissant d’axe (0, ¥ ).
(—- [L_,)} et (L,) est une liaison ponctuelle de normale
A, ¥)
(—(L,)}et(h}eatunelhtmponctulleﬂemmn]e
G, ).

3* Montrer que la laison équivalente i I'ensemble des
ligisons (L), (L), (Ly), (Ly), (Ls) et (Lg), de mise en
position du tripede par rapport au biti, est une liaison
compléte et isostatique.

4" Montrer que la liaison équivalente i I'ensemble des
liaisons (L), (Lg) et (Ls), du systtme de bridage du
tripode par rapport an biti, est une liaison libre.

1° Dans une construction isostatique de la chs
continue fermée (1)-(9)-(6)-(1) (voir figure 45), quel .
étre le nombre de degrés de liberté de la liaison «
entre (6) et (9), si cette liaison doit interdire une rota
de la lame de scie autour de son axe (alors la mob
de la chaine continue fermée est m =1).

(L2)

0

(Lag ©)

| x Fig.

(Ly) : lisison pivot glissant d'axe (O, £ ).

(Ly) : liaison pivot d’axe (O, ¥ ).

2" Tracer le graphe des liaisons entre les piéces (1),
et (9).

3° Déterminer la liaison équivalente aux deux liaison
série (L,) et (L;) entre (6) et (9).

4® Dans une construction isostatique de la chs
continue fermée (1)-(9)-(6)-(1), montrer par une ét
statique de liaisons en paralléle, que le torseur stati
de la liaison (L) est de la forme, au point A, dan

base de R :
X: L,
{z:}= [u u]
ALD 0O

5" La liaison (L;) entre les pidces (6) et (9) est réal
par Pintermédiaire de la plece (8) (voir figure 48)
qui introduit les liaisons suivantes :

(L) : liaison appui plan de normale j.

(Lg) : liaison appui plan de normale I.

{Lg) : liaison pivot glissant d'axe (A, j ).

a) Tracer le graphe des liaisons entre les piéces (6),
et (9).

b) Déterminer la liaison équivalente aux deux liai
en série (Ls) et (Lg) entre (6) et (9).
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(Ls) 10 — Le dessin de la figure 48 représente le mont
L) de pergage du trou & 5 sur la piéce (P) dessinée

/1 traits mixtes fins.

al Le canon de pergage (C) assure le guidage du fo

La mise en position et le bridage s’effectuent lors

0z le montage est retourné.

4 QUESTIONS

9 \‘I
& 1° a) Tracer le graphe des lisisons entre les phi
/ assurant la mise en position de la pitce (P) par rapp
/ & la plaque support (1).
/ b) Modéliser ces laisons.
¢) Montrer que la liaison équivalente & ces lialsons ex
la piéce (P) et la plague support (1) est complite
Fig. 47. J g,
g- ol 2° a) Tracer le graphe des lialsons entre les pil
e)lmamhu par une étude statique de liaisons en assurant le bridage de la pice (P) par rapport &
paralléle, le degré d’hyp le(s) i plaque support (1).
hyperstatique(s), le torseur statique, de la liaison | p) Modéliser ces lisisons.
équivalente aux liaisons situées entre les piéces (6) et (9). ) M quie I Malen Egulvalonits & cee Iadsonia: &
6° Déduire  des |= précéd le :ega: 1a pidce (P) et la plaque support (1) est une liaison lit
. ) i s
du‘iu complexe constitude des solides (1), (9), (8) et (6).
7° Examiner sur le dessin proposé les solutions construc-
tives adoptées pour se rapprocher d'une construction z
isostatique. T Systéme de bridage retiré
L

(Le)

Vé de positi 1 4

—

|
Plaque support : 1
Centreur 2 Axe de serrage 7 Canon de pergage C
¥
S @5 [
il e TV ~4 =
i —
0 o, illo =
—— L
z x
B . I
A}ndeﬂe fendue 5 Axe de rotation de \E:rou de serrage E\Pibeu P
Fig. 48. la rondelle fendue
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— cinétique

La cinétique se construit a partir de la cinématique en

introduisant

la notion de masse. Les définitions et

les

résultats, que nous allons mettre en place serviront a écrire
le principe fondamental de la dynamique qui sera énoncé
au chapitre 2, ainsi que le théoréeme de I'énergie cinétique
qui sera démontré au chapitre 3.

En mecamqu»e classique (celle que lon étudie) on
admet le principe de conservation de la masse.

1.1. DEFINITION

Un ensemble matériel (E) vérifie le principe de
conservation de la masse, si tout sous-ensemble
matériel (e) de 1'ensemble matériel (E) a une
masse m(e) constante au cours du temps, soit

Y(e)C(E), ¥t m(e) = constante.

REMARQUE
En mécanique relativiste la masse d’un ensemble
matériel est une fonction du temps.

1.2 cgﬂséoueuce :
RIVATION SOUS LE SIGNE
SOMME

Soit (E) un ensemble matériel en mouvement par
rapport & un repére R.

Soit & (P, ) un champ de vecteurs défini, & chaque
date t, en tout point P de (E) relativement & la
mesure de masse dm du point P considéré.
Considérons la résultante générale du torseur asso-
cié & ce champ de vecteurs :

j & (P, t)dm.
PEE

192

Si I'on suppose la fonction ¢ (P, ¢) contin
différentiable par rapport 4 la variable {, o
écrire compte tenu du principe de conservat
la masse :

ad;[LEFs(P. ndm]:LF[j—t # (P, I]]Rdl'

Nous utiliserons cette relation dans les parag
qui suivent avec des vecteurs position, des ve
vitesse, etc.

2. TORSEUR CINETIQUE

Soit un ensemble matériel (E) de masse m, de
d'inertie G, en mouvement par rapport
repére R

2.1. DEFINITION

#5 Le torseur cinétique de I'ensemble matér
dans son mouvement par rapport au repére
en un point A quelconque, le torseur suivi

j V(P/R)dm
{eEmR)}= ]7==
_FAV(P/R)dm

e

La résultante générale du torseur cinétiq
appelée résultante cinétique (ou quanti
mouvement) et le moment résultant est
moment cinétique.

Le moment cinétique au point A du

{C(E/R)} est noté habituellement : FA(E/R
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22. AIE)TRE EXPRESSION DE LA
RESULTANTE CINETIQUE

goit O I'origine du repére R. La position du centre
ypertie G de I'ensemble matériel (E) est donnée

|a relation (voir paragraphe 2 du chapitre I de
mﬁqﬂe}

mOG = OP dm.
PEE

perivons les deux membres de cette égalité par
rapport & f, dans R

sl 5[] o=,

Compte tenu du principe de conservation de la
masse et de la relation (1), on peut écrire :

m[590], = [, [ 0P], am

soit
{ mV(G/R)= I V(P/R)dm. @)
PEE
Le torseur cinétigue s'écrit donc
V(G/R)
CEM}= 1™ }
{ G A{ FA(E/R)

2.3. REMARQUES

— Si on suppose la masse de I'ensemble matériel
(E) concentrée en son centre d’inertie G, le torseur
cinétique s'écrit au point G :

{CE/R)= {"'W?[R’}.
S

Cette hypothése simplificatrice est acceptable ou
non suivant la nature du mouvement de (E). Par
exemple, une bille dont on étudie le mouvement de
chute libre sera modélisée par un point matériel, ce
qui est exclu pour I'étude de son roulement sans
glissement sur un plan incliné.

— Vérifions que les deux éléments de réduction du
torseur cinétique qui ont été définis en 2.1 consti-
tuent bien un torseur.

Pour cela, il suffit de montrer que le moment
cinétique vérifie la relation de changement de point
du moment d'un torseur.

Soit B un point quelconque. Par définition

Fo(E/R)= j BPAV(P/R)dm
PEE
avec BP=BA + AP, on obtient
F(E/R)= I BAAV(P/R)dm
PEE
+ f APAV(P/R)dm
PEE

BA étant indépendant de (E), la premiére intégrale
est égale 4 :

BAA| V(P/R)dm
&E
soit avec la relation (2) : BAAmV(G/R).
La deuxiéme intégrale représente le moment cinéti-

que GA(E/R).
D’oil la relation :

#o(E/R)=GA(E/R)+mV(G/R)AAB. ](3)

3.1. DEFINITION
Le torseur dynamique de I'ensemble matériel (E)

dans son mouvement par rapport au repére R est,
en un point A quelconque, le torseur suivant :

J;EEP(P/R)dm

{DEMR)}=

j AP A T(P/R)dm
PEE

A

La résultante générale du torseur dynamique est
appelée résultante dynamique et le moment résultant
est appelé moment dynamique.

Le moment dynamique au point A du torseur
{D(E/R)} est noté habituellement : §,(E/R).

3.2. AgTRE EXPRESSION DE LA
RESULTANTE DYNAMIQUE

Nous avons établi au paragraphe 2.2 la relation (2)
suivante :

m?(G;R)=J V(P/R)dm

dérivons les deux membres de cette égalité par
rapport & ¢, dans R.

[% mV(G;‘R)]R = :: [LEE V(P/R)dm L

compte tenu du principe de conservation de la masse
et de la relation (1), on peut écrire :

m [% V(G/R)L = J;EB [% V{P/R)]Rdm

soit

mI(G/R)= j T(P/R)dm.
PEE

Le torseur dynamique s'écrit donc :

ml'(G/R)
AlBAE/R)

{DEMR)}=
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3.3. REMARQUES

Si on suppose la masse de l'ensemble matériel
(E) concentrée en son centre d'inertie G, le
torseur dynamique s'écrit au point G :

ngi“(G/R)}
5 I

— Comme pour le torseur cinétique on vérifie
facilement que les deux éléments de réduction du
torseur dynamique définis en 3.1 constituent bien
un torseur. C'est-d-dire que l'on a la relation :

(DE/R)= {

l 5a(E/R)=8(E/R)+mi(G/R) A AB. | (4)

%ﬁ""? e
MOMEN

Plutét que de conduire un calcul direct du moment
dynamigue nécessitant la connaissance du champ
des accélérations, il est souvent plus sr.mple

déduire le moment dynamique du

Par conséquent, la relation (5) devient
dl - i
[E acr,.\(E/lU],z - J;EE V(A/R) A V(P/R)d
+ AP A T(P/

PEE
La premiére intégrale s'écrit :

-V(A/R) nj V(P/R)dm

PEE
soit
- V(A/R) A mV(G/R).
La deuxiéme intégrale représente le momen
mique 8,(E/R).
En définitive, on obtient la relation suivant:

S.(E/R ,\=L% FA(E/R )];;»‘V‘(A;'R)N(G/

REMARQUE
Cette relation est valable pour un point .
ensemble matériel (E) quelconques. Par
quent le vecteur vitesse V(A/R) est unig

égal a [d% 6;\’]“.

Cas particuliers

(le calcul des vitesses est toujours plus simple que
celui des accélérations). C’est pourquoi nous allons
mettre en évidence la relation qui unit ces deux
moments.

Le moment cinétique, en un point A quelconque,
de I'ensemble matériel (E) dans son mouvement par
rapport au repére R, est par définition :

FA(E/R)= J;EE AP A V(P/R)dm.

Dérivons les deux membres de cette égalité par
rapport & £, dans R, en utilisant la relation (1).

[E:'lf EA{E/R)]R = -L;s.[;? (AP A V(PfR})]Rdm ®)

or
[ @ A T@m)], =[5 7] A T@/R)
+AP A [ad—‘ V(PfR)]R

et
[ .- [ 0¥~ o%
[£ 7P], = Veerm-Vearm)

alors

[ad—r (AP A V(PIR))]RH ~V(A/R) A V(P/R)

+AP A T(P/R).
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Disti deux cas particuliers ot le
vectoriel de la relation précédente est m

Premier cas : A est fixe dans R, alors :

BuE/R) =[5 FuE/R),

Deuxiéme cas : A est confondu avec G,

BoB/R) = 3 FaB/R))

5. ENERGIE CINETIQUE

Définition
. L'énergie cinétique de I'ensemble maté

' dans son mouvement par rapport au repé
% le scalaire positif suivant :

T(E/R) =% J [V®/R) [ dm.

6. apPLICATION

Considérons un pendule simple constitué d'
rectiligne (5) de longueur [, d'épaisseur né
homogéne, de masse m et de centre d'inertie G
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NO

Fig. 1

Soit R(O, £, 7, ) un repére li¢ & un bati (Z). La tige (S)
2 une lmson p:\rot d'axe {0 £) avec (Z).
Soit Ry (0, &, #, £) un repére lié & la tige (S) tel que :

m:% il.
On pose : 0=(%, & ).
QUESTION 1

Déterminer le torseur cinétique, au point O, de la tige (S)
dans son mouvement par rapport au repére R.

REPONSE

Le torseur cinétique de (S) dans son mouvement par
rapport & R s’écrit au point O :

{es/m)= {'"?{G/R ’}
ol #(S/R)

Calcul de la résultante cinétique

Le vecteur vitesse V(G/R) est égal a [% FG] soit
R

44 »]
‘uzu ot
Pour effectuer ce calcul
base de R, :

L
[dr 2 ] [dr 2 E] +ﬁ(R.fR}a5 "
i éant un vecteur unitaire de la base de R, :

par I'i Ediad

aiﬂ'] 54'0'{-‘\-

par suite V(am)=5 o7

et mV(G/R) %

Calenl du moment cinétique au point O

GolS/R)= L OPAV(P/R)dm
5
Posons OP = uit.

Par un calcul analogue & celui de V(G/R) on montre
V(P/R)=u6', alors R =

FolS/R)= L i AUE'S dm
€S
avec if AT =7

GolS/R)=0'7 L u? dm
s

sachant que dm=?du (ﬂ -

7 masse linéique de ugc) §

]
Eo(sm=? o7 L u? du

2
soit ;D(sm;-”"T o7

REMARQUE
Da;u Uexpression de oo(S/R) apparait le terme
1§
mT qui représente le moment d'inertie de (S) par
rapport a U'axe (O, £ ) (voir cours de terminale).

QUESTION 2

Déterminer le torseur dynamique, au point O, de la tige (S)
dans son mouvement par rappori au repére R.

REPONSE

Le torseur dynamique de (S) dans son mouvement par
rapport @ R s'écrit au point O.
mﬁG}R}}

Calcul de la résultante dynamique

Le vecteur accélération T(G/R) est égal & [:T V(G/RJ]
R

soit [-- [2 o' )] i

R
Pour effectuer ce calcul p
base de R;.

L G o-a)]:[% G a'a)]m+mn.ma~; o

© étant un vecteur unitaire de la base de R, :

G o9)] 3o voinges
[dr 0'v R—znwznzau

i 1
par suite T‘(G[RJ=E (a1 =5 870 et

par I'i édiaire de la

mi(G/R) =%" (65 — 0% ).

Calcul du moment dynamique au point O

La relation (6) du paragraphe 4 entre le cinétigue
et le moment dynamique s’écrit au point O, fixe dans R :

So(s/R)=[ 5 ﬁ(sm]n
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2
s

1
sachant que : ;O{Sm]u’_';_ 8'Z

2
a‘o(smw""T oz

QUESTION 3

Déterminer 1'énergie cinétique de la tige (S) dans son
mouvement par rapport a R.

REPONSE

Par définition 1'énergie cinétique de (S) dans son mouve-
ment par rapport & R est :

/=3 [ [V am
2 Jpes
avec V(P/R)=ué'T et en remarquant que ¥ -# =i 2=

aﬂ
T(S/R)=— L u? dm
2 Jres

sachant que dm =? du

ma* (1 |
T(SZR)=—2‘—L u® du
2
soit nsm}=% a2,
REMARQUE

Dans 'expression de T(S/R) apparait le moment
z
dinertie MIT de (S) par rapport a l'axe (0, 7).

I — Les définitions et les relations mises en place
jusqu'd présent sont applicables d un ensemble
matériel quelconque (solide, ensemble de solides,
liguide, gaz, etc.).

— L'exercice précédent (paragraphe 6) montre
que dans le calcul du moment cinétique et de

Uénergie cinétigue du solide (S), dans son
mouvement particulier par rapport au repére R,
apparait le moment d’inertie de ce solide par
rapport @ l'axe (0, ).

Ldrsqu’un solide a un mouvement quelconque
par rapport d un repére, d'autres termes d'inertie
apparaissent dans le calcul du moment cinétique
et de l'énergie cinétique. C'est pourquoi nous
allons maintenant définir complétement les carac-
téristiques d'inertie d'un solide, et établir ensuite
des relations particuliéres pour déterminer le
moment cinétigue et ['énergie cinétigue d'un
solide.
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8. MOMENT D’INERTIE D’UN
SOLIDE PAR RAPPORT
A UN AXE

Soient un repére R(O, X, 7, Z ) et un axe A(O
d'origine O et de veclcur unitaire i. Posons :

(=af + By +vyi.

F

Soit (S) un solide de masse m. Notons P un |
quelconque de (S) et H le pied de la perpendict
abaissée de P sur A. Posons :

OP=xi +yy +z7.

8.1. DEFINITION

Le moment d’inertie du solide (S) par rapp
Ly Paxe A est le scalaire positif suivant :

I(S/a]=J; [P am

8.2. CALCUL DE | (S/A)

Pour calculer ce moment d'inertie rematquons
||1 AOP[|={{||.|[OP| . |sin(Z OP)|

comme 1 est un vecleur unitaire, et que da
triangle rectangle OPH :

[P = [OP|.|sin( OP)|.
Alors ||ﬁj| = "f'!\@ﬂ.
Déterminons dans la base de R les composant
vecteur i AOP, en utilisant une notation class

ay xp Bz
i ADOP= =|yx—azl|
yi Izl lay—px
Alors
[PAJ =(Bz— y» ) +(yx — az)* +(ay — Bx)
Soit

[PHP =a?(y* +27)+ B2 +27)+ ¥ (x* +y%)
=2Byyz —2yazx —2
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—

par conséquent, le moment d'inertie de (S) par
rapport & I'axe A s’écrit, en remarquant que «, 8,
y sont indépendants des points P de (S):

[(S.m)=“2 Les(y*-i-zz}dm +33Ls(z1+x’}dm

+73I (x’-l—y"]dm-—Eﬁ‘yJ- yzdm
pes pas

-ij xdm —2a,aj xy dm.
PES res

On pose habituellement :

= 2 2 - 2 2
A Ls(y +7%)dm B J'm(z +x%)dm
= 24+ y3)d D= d
c 'LES(x » ) = Lsyz =
E='J; zx dm F= xy dm.
(=H] PES
Alors
I(S/A)=a®A+ B2B + y*C—28yD
—2yaE—2agF.
8.3. DEFINITIONS
On appelle :
A : moment d’inertie de (S) par rapport 4 I'axe

(0,%).
? : n;menl d’inertie de (S) par rapport i I’axe
0,5)
C : moment d'inertie de (S) par rapport & Paxe
LX)
D : produit d’inertie de (S) par rapport aux axes
(0,7)et(0,%).
E : produit d*inertie de (S) par rapport aux axes
(0,Z)et (0, ).
F : produit d'inertie de (S) par rapport aux axes
(0,%) et (0,5 )

REMARQUE
Si le point O et la base (%, §, 7 ) sont fixes par
rapport au solide (S), les quantités A, B, C, D,
E, F sont constantes au cours du temps.

A

Dans ce paragraphe nous allons définir un opérate
qui va nous permetire de rassembler les 6 quantités
A, B, C, D, E, F dans une matrice symétrique 3 x 3.

9.1. DEFINITION

L’opérateur d’inertie d’un solide (S) en un point
O, est l'opérateur qui & tout vecteur & fait
correspondre le vecteur :

To(s, a)=jm OP (i@ AOP)dm.

Cet opérateur est linéaire, donc représentable par
une matrice.

9.2. MATRICE D’INERTIE

La matrice d'inertiec du solide (S) au point O,
relativement 2 la base (%, ¥, 7 ), s’obtient en dispo-
sant en colonnes les composantes des vecteurs
transformés des vecteurs de base par I'opérateur

d'inertie.
[usﬂ=[- - ]
+ 4 4 MERI)

Jo(S. %) [Jn(s. )
To(s. 7)
Déterminons la premiére colonne de la matrice
d’inertie. Ses trois termes sont les composantes du
vecteur :

Io(s,f)=J; _OPA(% ADF)dm.

Posons OP=xi +yj +27
alors
| x 0
i AOP= I}’n'y =|-z
ol |z y
et
x o] [y*+2?
OPA(X AOP)=|y|a|-z|=| —xy
z ¥y —x

La premiére colonne est donc constituée des
termes :

(y*+z*)dm, —j xy dm, —Lﬁ zx dm.
as PES S
Aprés un calcul identique pour déterminer les deux

autres colonnes, la matrice d’inertie s'écrit avec les
notations du paragraphe 8 :

A -F -E
[L.(S)]=[—F B -D]
-E -D ol P

77
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REMARQUES
— Les moments d'inertie du solide (S) par
rapport aux axes ) (0,5) e (0,2)
apparaissent sur la diagonale de la matrice.
— L'opérateur d'inertie est symétrique.

R(0O, %, 7, £ ) est un repére dont |'origine O est en
dont I'axe(0, 7 ) est confondu avec I'axe de la ti
Soit (O, i) I'axe d'origine O et de vecteur unitair
f - I -
=—F+-1

que F=—=§ +22

QUESTION 1

9.3. EXPRESSION DU MOMENT
D’INERTIE D’'UN SOLIDE PAR
RAPPORT A UN AXE

Nous avons wvu au paragraphe 8 que le moment
d'inertie du solide (S) par rapport a I'axe A(O, i)
était (relation 9) :

1s/8)=[ [PHJdm.
PES
Soit avec ||PH| =[[{AOP| (relation 10)
1(S/A)= I [Ta\ﬁ?]’dm‘

En écrivant que le carré scalaire [ AOP |? est égal
au produit scalaire du vecteur (i A 0 ) par ui-méme,
on obtient :

I(sm)zj (T AOP)-(7 A OP)dm.
En considérant -que I‘expresston i Lntesrcr est_un
produit mixte constitué des trois vecteurs i, OP et
i AOP, on peut écrire en permuttant les signes
scalaire et vectoriel de ce produit mixte :

I(S/A)=f'-f OP A(7 AOP)dnm.

Ce qui fait apparaitre I'opérateur d’inertie du solide
(S), au point O, appliqué au vecteur i. D'oll :

I(S/A)=i-J,(S, 7). (11)

9.4. APPLICATION

Soit une tige rccullgne [S'.l de longueur /, de dimensions
sale géne, de masse m et de
centre d'inertic G.

LT

Fig. 3
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Déterminer I'opérateur d'inertie de la tige (S) au p

REPONSE

Déterminons 'opérateur d'inertie de (S) au point O
matrice d'inertic au point O, relativement a I
(%5.7).

Cette matrice est de la forme :

A -F -E
[us:]=[~|= B ~n]
~E -D Clixsg

Sachant qu'un point P quelconque de la tige (S)
coordonnées cartésiennes (0, 0, z) dans R :

A=L (y*+2)dm -Lizz dm
s

I!=Li (22 +x*)dm =J 22dm=A
5 PES
C-L (x*+ ¥ )dm =0
5
D= yzdm=0

E=I zxdm=0
Pes

F=L xy dm=0.
€s
Calculons A :
A=L 2t dm
s
avec dm =? dz (? masse linéique de S)

1
A=EJ1 23 dz,
L1y

i mi?
soit A=
12

la matrice d'inertie est donc :
b
12
S)]=
(18] =

0 0 0 )z35.1)

QUESTION 2
D&u’mhtrlemmmdhgrmdelndgcfs)w
a Paxe A(O, i ).

REPONSE

Ce moment d’inertie est donné par la relation (1
(S/8)=i-JyS, )
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La matrice colonne associée au vecteur Jo(S, T7) s’obtient

en effectuant la multiplication de la d'inertic par
|a matrice colonne associée au vecteur unitaire T:
"I'F—z o of] o 0
- mi? Vi mi3
J=lo — —_— = | —
[3s. 7)) 2’32 24
0 0 1 0,

Le moment d’inertie de (S) par rapport & I'axe d[O 7
est égal au pmd!.nl: scalaire du vecteur unitaire i par le
vecteur Jgl S, 1

mi?
D'od l(S/ﬁ)—Ts'

L'opérateur d'inertie étant symétrique posséde un
systéme de trois vecteurs propres orthogonaux deux
i deux.

Par conséquent, il existe toujours, en tout point, au
moins une base orthonormée directe, appelée base
principale d’inertie, dans laquelle la matrice d’inertie
est diagonale (produits d’inertie nuls).

REMARQUE
Chaque vecteur unitaire de la base principale
d’inertie a méme direction qu'un des vecteurs
propres.
Soit, par exemple, (X,, ¥,, #,) la base principale
d'inertie de I'opérateur d'inertie du solide (S) au
point O. Dans cette base la matrice d'inertie est de
la forme :

A, 0 0
[lo(sﬂ=[o B, o]
0 0 Cl (%1 51.51)

10.1. DEFINITIONS

— Les axes {0, ;I)! {0, .Fl) et (ot ;1) sont
appelés axes principaux d’inertie du solide (S) au
point O.

— Les moments d’inertie A,, B, et C, sont appelés
momenis principaux d’inertie du solide (S) au
point 0.

REMARQUE
Les moments principaux d’inertie sont les valeurs
propres de I'opérateur d'inertie.

10.2. SYMETRIES MATERIELLES
DU SOLIDE

Pour mettre en évidence & priori une base principale
d'inertie, ou tout au moins avoir une matrice
d'inertie la plus simple possible, il faut choisir le
point et orienter la base oil I'on exprimera la matrice
d’inertie, en tenant compte des plans, axes ou
centres de symétrie matérielle que peut avoir le
solide. (11 y a symétrie matérielle s'il y a, 4 la fois,
symétrie géométrique et symétrie de répartition de
masse. )

Déterminons pour les deux exemples qui suivent les
particularités de la matrice d'inertie du solide (S),
au point O, relativement 1 la base (%, ¥, 7 ).

EXEMPLE 1

Le solide (S) admet le plan (O, £, 7 ) comme plan de
symétrie matérielle.

|

x Fig. 4

A tout point P(x, y, z) de masse dm, on peut associer
le point P/(x, y, —z) également de masse dm.

Par conséquent, le produit d’inertie L zxdm est
S
nul, car I'intégrale Lazx dm pour z =0 est opposée
a I'intégrale L zx dm pour z=0. De la méme fagon
s

le produit d’inertie yz dm est nul. Par suite la

S
matrice d'inertie est de la forme :

A -F 0
[IO{S]]-I:--F B u]
0 0 Clusy

I'axe (0O, 7 ) est donc principal d'inertie.
EXEMPLE 2

Le solide (S) admet I'axe (O, ) comme axe de
symétrie matérielle.

Par un rai 1! au pr
montre que la matrice d'inertie est de la forme :

A0 0
[so(m]=[o A o]
(=.—.2)

Soded

on

00C
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z
s
"\
‘)‘ :
Fig. 5 x
La notation (—, —, ) indique que la matrice

d’inertie est de cette forme dans toute base orthonor-
mée admettant pour troisiéme vecteur unitaire 7. Les

deux autres s i seront

lorsqu'il s'agira de choisir une base commune pour
multiplier la matrice d'inertie par la matrice colonne
associée & un vecteur.

¥

o
1 4
! x/’//
x /

Pour faciliter les calculs des moments d'inertie du
solide (S) par rapport aux axes (0, ¥ ), (0, ¥ ) et
(0, £ ) on est amené & définir les moments d'inertie
de ce solide par rapport au point O, par rapport
aux plans (O, &, fuf (0,7,7) et (0,7,%), et a
établir les relations existant entre ces moments
d'inertie.

Fig. 6

11.1. DEFINITIONS

— Le moment d’inertie du solide (S) par rapport
au point O est :

]o=J (r’+r’+z’)dm=j [OPdm.
PES PES

— Le moment d’inertie du solide (S) par rapport
au plan (O, ¥, 7 ) est :

Iou=-,;esz"dn

200

et par permulation circulaire :
Top =I x*dm
ras

| =I yidm.
rES

11.2. RELATIONS ENTRE LES
DIFFERENTS MOMENTS
D’INERTIE

On vérifie facilement les relations suivantes

| Lo=lou +low +low |

In=% (A+B+C)

A =lﬂxy + [O:x

| B =!07: +I(:uy |

C=low+loy: |

11.3. APPLICATION

Soit une enveloppe sphérique (S) de centre O, de t
vz : TS i h. B

a, d et de mass

QUESTION

Déterminer le moment d'inertie de (S) par rap
de ses diamétres.

REPONSE

Vu la syméirie matérielle de (S) par rapport
0, les moments d'inertie A, B et C par raj
trois axes (O, ¥ ), (0, ¥ Jet(0, 7 ) sont égaux
A s'exprime en fonction du moment d'inert
par rapport au point O par (relation 12} :

2
A==
3l

comme |0=J [OPFdm = ma®
PES

2
A== ma’.
3ma
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Soit O un point quclwnque d un sollde (S) de masse
m et de centre d'inertie G.

péterminons les relations entre les moments

J'inertie, puis entre les prodmts d’inertie de SS),

par rapporl aux axes des repéres R( 0,%¥9)et
R(G. % 5. Z

Fig. 8

Posons dans la base (%, ¥, 7 ), P étant un point
quelconque de (S) :

x a X3
OPF |y OG|(b GP |y,
z c o

Sachant que OP =0G + GP, nous avons les relations

suivantes :
x=a+tx,
y=b+y,

z=ctz
Cherchons tout d'abord la relation entre les
moments d'inertie de (S) par rapport aux axes
(0,%) et (G, ¥), notés respectivement A et Ao.
Par définition

(13)

A= j (y*+2%)dm
PES
compte tenu des relations (13):
A=I [&+y, 2 +(c+z,0?]dm
PES
soit
A:j (3 +23)+2by, +2c2,+ (b* +c*)|dm
P&ES
ou encore en séparant en quatre intégrales, puis en

remarquant que b et ¢ sont indépendants de la
sommation :

a=[ (y'f+z’.’)dm+2!:L€ yidm
PES £

+Zc[
Pes

zydm +m(b*+c?) (14)

Par définition, j (yi+z])dm=Ag; de plus, le

centre d'inertie G de (S) est tel que (paragraphe 2.1
du chapitre 1 de statique) :

I GPdm =0

PES

soit en projection sur ¥ et 7 :

LE yydm=0 et j z;dm=0

PESs
Par conséquent la relation (14) s'écrit :
A=Ag+m(b*+c?).
De la méme fagon, nous obtenons entre les moments

d’inertie par rapport aux autres axes, les relations
suivantes (notations évidentes) :

B=Bg+m(c*+a?)
et C=Cg+m(a*+b?)

REMARQUE
I La quantité (b*+ c?), par exemple, représente le

(15)

cam‘ de la distance entre les axes (0, %) et

Cherchons ensuite la relation entre le produit
d’inertie de (S) par rapport aux axes (O, ¥ ) et(0, 7)
et le produit d’inertic de (S) par rapport aux axes
(G, ¥) et (G, Z), notés respectivement D et Dg.
Par définition :

D=I yzdm
PES
compte tenu des relations (13) :
D=[ GtyXe+z)dm
5
soit

D= (yyz, + bz, +cy,+bc)dm
PFES
ou encore en séparant en quatre intégrales, puis en
remarquant que b et ¢ sont indépendants de la
sommation :

p= L .z.dm+bL z,dm

+e J yidm+mbe.  (16)
PES

Par définition :
I Y4y dm= DG-
PES
Par conséquent la relation (16) s'écrit, compte tenu
des relations (15) :
D=Dg + mbc.
De la méme fagon, nous obtenons entre les produits

d’inertie par rapport aux autres axes, les relations
suivantes (notations évidentes) :

E=Eg+mca F=Fg+ mab.
En résumé :

A=As+m(b*+c?)
B=Bg+m(c*+a?)
=Cg+m(a®+b?)
D=Dg+ mbc
E=Eg+mca
F=F+ mab.

a7
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Application

Soit un cylindre de révolution (S), de rayon r, de hauteur
h, plein et homogéne, de masse m et de centre d’inertie G.

Zjl
H _\\
S ——/
G 5
[ ¥y
- “-‘-‘h"\
X
__/
Fig. 9

R(O, %, 7, 7 ) est un repére tel que son origine O coincide
avec le point G, et I'axe (G, ) soit confondu avec I'axe
de révolution matérielle de (S). Notons (x,y, z) les
coordonnées cartésiennes d'un point P quelconque de (S),
dans le repére R.

QUESTION 1
E)éwm;her le moment d’inertie de (S) par rapport & I"axe
G, %)
REPONSE
Par définition ce moment d'inertie est égal a :
C-L (x*+ y*)dm.
s

Posons x2+y2=p2 et idérons
d’intégration des cylindres de révoluti
rayon p et d'épaisseur dp.

de haut

Alors dm 2aphdp

w‘!o

m . .
(;1_& : masse volumique de (S]), d'od

dmu— dp.
= pdp
Par suite C=—— L p'dp
2
it C=—.
soi =

QUESTION 2

Déterminer le moment d'inertie de (S) par rapport a I'axe
(6,%), ou (G, 5 ).

REPONSE
Par définition ce moment d'inertie est égal a :
A=J' (y2+2z%)dm
es
(S) étant de révolution autour de I'axe (G, 7 ) :
A=B=L (z2+x*)dm
es
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Py 1

ces deux relations

2A-Lﬁ(x’+y’)dm+2[ 22 dm

ce qui fait apparaitre C. Dol

C L 2
==+ z*dm.
2 Jes

Pour calculer I'intégrale
s
éléments d'intégration des disques d’axe (G,.

z2dm considérons ¢

d'épaisseur dz.
Alors :
L
I o dm=I 224
Pes S
soit
h?
L 2 dm=—ro
s
Par suite :
mr*  mh?
J\-T'FT.

Remarquons que A=C si h=rV3.

*QUESTION 3
En déduire la matrice d'inertie de (S) au point G,
base (%, §, 7 ).

REPONSE

Cette matrice s'écrit :

mr®  mh? 0 0
T Z o3
mr® mh
[1a(8)]= 0 <+ :”:
0 0 ==
QUESTION 4

Déterminer les moments d'inertie et les produits «
h

de (S) au point H, tel que G =-—q‘f+-2—z’.rehlh

Ia base (£, 7, £ ).

REPONSE

En appliquant les relations (17) avec a=0,b=r et
(composantes de HG), on trouve :

5r*  h
Aumm (4 5

r h’)
By= —f —
" m(d 3
Cal!%mr’
Dy=—m—
En=Fu=
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e

+QUESTION 5

En déduire la matrice d’inertie de (S) au point H, dans la
pase (% 5 )+

REPONSE
Cette matrice s'écrit :

52 P

'"(T"'?) 0 0

0 r a’) rh

[1$)]= n(7+3) =3
rh
0 m= 5 mre |z 5.1)

=D

Soit un solide (S) de masse m, de centre d’inertie
G, en mouvement par rapport a4 un repére
R(O, % 7, 7). Soit A un point lié au solide (S).
Par définition le moment cinétique au point A du
solide (S) dans son mouvement par rapport au

repére R est :

Fa(S/R)= [ APAV(P/R)dm

PES

si le point A est lié au solide (8), il existe entre les
vecteurs vitesse V(P/R) et V(A/R) la relation
suivante :

V(P/R)=V(A/R)+{(S/R)AAP.
Pour bien préciser que le point A est lié au solide
(S) nous noterons le vecteur vitesse du point A par
rapport au repére R : V(AES/R).
Par suite :

74 (S/R)
=j' ABA[V(AES/R)+TK(S/R)A AP Jdm
PES
s0il
EA(S!R)=I APAV(AES/R)dm
PES
+f AP A[TUS/R)A AP ]dm
PeS
la premiére intégrale s'écrit :
(J AP dm) AV (AES/R).
PES
Sachant que la position du centre d'inertie G de (S)
est définie par mAG=| AP dm, cette intégrale
PES
est égale 3 mAGAV(AES/R).

Par conséquent :
FA(S/R)=mAGAV(AES/R)

+[ RPA[BS/R)ARP]am. (8)
PES

Donnons 1'expression définitive du moment cinéti-
que &, (S/R) dans les deux cas suivants :

13.1. PREMIER CAS

Le mouvement de (S) par rapport &4 R

{2(S/R) soit de Ia forme 6'F (c’est le cas lorsque (S
a un mouvement plan sur plan dans le plan (O, S
ou un mouvement hélicoidal de direction Z ).

Fig. 10

Soit R, (A, %,, ¥,, 7 ) un repére lié a (S).
Posons 8 =(Z, ¥,), alors {1(S/R)=0'7 et

AP=x%, +y,¥ +1i.

Dans ces conditions I'intégrale
j APA[US/R)AAP]dm
PES

est égale a:
L {xlfl +yyt+zi }A[Q"f A(xlfl +y.F+ ZE-}]dm'
s
Soit aprés avoir effectué les produits vectoriels :
[ ol-wxiti=yiad + 0+ yDE Jam
pes
ou:
—e'f,L zx dm-0'5, [ yizdm
£ PES
+07 [ (d+yDdm.
FES

Ce qui fait apparaitre deux produits d’inertie et un
moment d'inertie de (S) par rapport aux axes du

repére R,.
E,= zx,dm
il

Posons :
D.=J ¥,z dm
PES

x

C =1, =] (2 +y2)dm.
PES
Par suite I'expression du moment cinétique &, (S/R)
écrite en (18) devient :

FA(S/R)=mAGAV(AES/R)
~E, 8%, - D,0'5, +1, 0'%.

(19)
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Cas particuliers

Distinguons les deux cas particuliers suivants :
e A fixe dans R et E,=0, D;=0 (le plan
(A,}i’n ¥,) est plan de symétrie matérielle pour
(S)

aors: [ GuS/R=L0T |

e A confondu avec G et E,=0, D,=0

alors : | Fo(S/R)=10,0'F | (20)
Application
Considé lindre de révolution (S) sans

un

glisser sur un plan incliné (IT), en supposant que I'axe du
cylindre reste constamment orthogonal & la ligne de plus
grande pente du plan, de fagon & schématiser cette étude
par un probléme plan. x

Soit R(0, £, ¥, £ ) un repére lié au plan (I1), I'axe (O, 7 )
étant dirigé suivant la ligne de plus grande pente.

Le cylindre de révolution (S), h éne, de masse m, de
Enyon]a et de centre d'inertie G, a pour axe de révolution
G, 7).

(S) est en contact avec le plan (IT) suivant I'axe (I, 7 ) et
roule sans glisser sur ce plan.

Ry(G, £, 71, ) est un repére lié & (S). On pose:
8=(% x,).

Soit I, =”-H'§—* le moment d'inertie de (S) par rapport i

I'axe (G, £ ). Les produits d'inertie de (S) par rapport aux
axes du repére R, sont nuls (E;=0, D,=0).
QUESTION 1

Déterminer le moment cinétique au point G de (S) dans son
mouvement par rapport a R.

REPONSE

Par application de la relation (20), on trouve :

2
Fo{S/R)= ”‘% oz

QUESTION 2

Déterminer le moment dynamique au point I de (S) dans
son mouvement par rapport 4 R.
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REPONSE

Deux méthodes sont possibles : on peut passer di
G au point | au niveau du moment cinétique ou au
du moment dynamigue.
Premiére méthode :
Les moments cinétiques (S/R) et ag(S/R) sont |
la relation (3) :

G(S/R)=Ge(S/R)+mV(G/R) A GI
sachant que :

V(G/R)y=V(IES/R)+TKS/R) A IG
el que (S) roule sans glisser sur le plan (I1) :

VIG/R)=0+6'F n af
soit V(G/R)=al'§
2
F(S/R)= % 0’7 +mad'y A(-ax)
3

d'oir E,(S;‘R]=i ma*0'z.

Le moment dynamique 3(S/R) s'obtient 3 pa
moment cinétique &,(S/R) par la relation suivant
tion 6) :

5(S/R)= [% s.(s,me1 +mV(I/R) A V(G/R
Comme cela a été signalé au paragraphe 4, le
vitesse V(I/R) est uniquement égal a [% ﬁi]n. C'e

le point géométrique de contact entre (S) et (IT) qu
considérer dans ce calcul, point qui n'appartient n
ni a ().

Les points I et G ayant méme vecteur vitesse par
au repére R (l'axe (I, £ ) a un mouvement de_trai
par rapport & R) le produit vectoriel V(I/R) A ViG
nul. Alors :

5 d
susm=[5 s,

d'od 5;[5!R}=§ ma*e"z.

Deuxiéme méthode

Le moment dynamique &5(S/R) s'obtient i pa
moment cinélique g(S/R) par la relation s
(relation 8) :

EG(S/R]u[j—’ &‘o(SfR}L

2
soit Bo(S/R)= % %3

les moments dynamique &(S/R) et 55(S/R) sont
la relation (relation 4) :

5(S/R)=5(S/R)+ mI(G/R) A GI
sachant que
d d -
F(G/R)= [E V(G;’RJ]R = [&? ab'y ]u
s0it T(G/R)=ag"5

2
lﬁ(SIR)=% @7 + mad"§ A —ax

§|[S,I’R}=% ma20"i




Cinétique

MARQUE
La décision d'écrire le moment dynamique au
' point 1 sera expliquée au chapitre 2.

Soit R,(0, &y, , #;) un repére lié i (S). La matrice
d'inertie de (S) au point O est :

A0 0
[lo(sm]-[o A u]
(== 7)

0 0 C
de la base de R, par rapport & la base de R

413.2. DEUXIEME CAS

La posi
est définie par les trois angles d'Euler ¢, 6, ¢. (Premiére
base intermédiaire : (&, ¥, ), deuxiéme base inter-

Cas général

Le mouvement de (S) par rapport &4 R est
quelconque.

L'intégrale j APA[TS/R)ABP]dm de la
P

relation (18) représente I'opérateur d’inertie de
(S) au point A appliqué au vecteur A(S/R).
Par conséquent l'expression du moment ciné-
tique oA(S/R) écrite en (18) devient :

FA(S/R)=mAG A V(AES/R)
+J4(8, A(S/RY). |(21)

Cas particuliers
Distinguons deux cas particuliers ou le produit

vectoriel est nul.
e A fixe dans R

GA(S/R)=J.(S, T(S/R)).
e A confondu avec G
FolS/R)=TofS. BUS/R). | @3

alors (22)

alors

Application

Considérons une toupie (S) d'axe de symétric matérielle
(0, #,) dont la pointe O reste immobile sur un plan”(I1).

Soit R(0, %, 7, 7 ) un repére lié au plan (IT), I'axe (O, 7 )
€tant dirigé suivant la verticale ascendante.

édiaire : (i, W, 1,)).

Fig. 13

QUESTION 1

Déterminer le moment cinétique au point O de (S) dans son
mouvement par rapport a R.

REPONSE
D'aprés la relation (22) :
Fo(S/R)=Jo(S, TUS/R)).
Le vecteur {I(S/R) a pour expression :
TUS/R)=¢'T + 0'if +¢'T,.
La multiplication de la matrice d'inertic par la matrice
colonne associe au vecteur 1Y(S/R) donnera un résultat
simple si on exprime ces deux matrices dans la base
(i, . 7). avec
fUS/R) =y’ (cos 6F, +sin 0@ )+ 8' +¢'F,
soit
Q(S/R)= 0" +¢' sin 6 +(p'+ ¢’ cos 0),

A0 0re
[EQ(S/R)]-[G A o][wsina ]
0 0 Clle'+y' cos 8dz 5 7

Par conséquent :

|| GS/R)=A (0T +' sin 0% )+ Cl' +¥ cos 0)F;. |

QUESTION 2

& s t dy :
s0on mouvement par rapport & R :
a) en projection sur Z, soit ¥ - 34(S/R);
b) en projection sur Z,, soit Z,5y(S/R);
) en projection sur &, soit i -5e(S/R);
(ce choix sera expliqué au chapitre 2).

au point O de (S) dans
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REPONSE
Le point O étant fixe dans R, le moment dynamique se
déduit du inéti par la relation :

- [& ;o(SIR)L-

a) Pour déterminer la projection du dy 3
sur 7 il ne faut pas dériver au préalable |'expression du
I 2 .( 1. 1. 1 A A

) mais p

comme suit :
zedasm=1-[5; Edsm]n.
En remarquant que :
[‘::—f i -&'o(SfR}] = [%jn-ﬁ{smn i [;; E.(S[RJL
le deuxiéme membre de la relation (24) s’écrit :
7[5 s =[5 7-ausm]-[F] -awsrm,

(24)

d
le vecteur unitaire 7 étant fixe dans R, ona [ﬁj =3
R

; s { I
d’ol 3 [E o*q(S/R}]R [df : o‘a(S/R)]
la relation (24) s'écrit donc :
z’-&,(S/RF[% z-so(sm]

sachant que :

FoS/R)=A (0l +4¢' sin O )+Cle'+ ' cos 8)F,

7 «5o(S/R)= Ay’ sin® 0+ Cle'+ ' cos 8) cos 8

alors

E-HSIR)=% [Ay’ sin® 8+ Clp'+ ' cos 8) cos 8]

Expression qu'il faut bien se garder de dériver
prématurément.
& o
b) z:‘&(S/R}=:|‘[a#n{S/RJ] >
R
Par le méme rai que précéds t on ala
relation :

d dZ,
f.-&(szm-[d— z,—soxsm}—[ﬁ] “Go(S/R).
‘ ar Iy
Calculons [%1] en utilisant la base intermédiaire
(i, W, ;) dans lazuelle %) est constant.

I R (CE L

=0+(¢'T +0'T )r 1,
soit [d—f'] =y sin Ol — 8'W.
de Jg 2

de i

Par suife, on que le p

avec oo(S/R) est nul, si bien que
d
z‘.-f.,(sm=[a z'.-E.,(S!R)]

soit

d
fn'go(SfR)ECd—;(w"*#'mﬂ»
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- d
c) & -8(S/R)=i -[— EG(SJR]]
dr P
toujours par le méme raisonnement @

= d oo da] .
i@ -5(S/R) [EH'GJSIR]]—[E.]R‘UU(SIR]

da] _[di e G o
a]nv E;]mahi—n(("' 7, 5 )R)aiE =0+(¢7 ai
soit [:_: R"'V‘T-

[da:j] <ol S/R)= A" sin 6 cos 6
R

=C(p"+ 4 cos @)y siy
Par suite :

- 5(S/R)=A8"+y' sin #[Cle"+ ¢ cos )~ Ad' cos 6

14. EneRGIE CINETIQUE D'UN
SOLIDE

Soit un solide (S) de masse m, de centre d'inertie
en mouvement par rapport & un repére R(0, %, 7,
Soit A un point lié au solide (5).

Par définition, 1'énergie cinétique du solide (S)d
son mouvement par rapport au repére R est :

T(SJRJ=% J;G [V(P/R)F dm.

Si le point A est lié_au solide (S), il existe er
les vecteurs vitesse V(P/R) et V(A/R) la relatic
V(P/R)=V(A/R)+IUS/R)AAP.
REMARQUES
— Pour bien préciser que le point A est lié
solide (S) nous noterons le vecteur_ vitesse
point A par rapport au repére R : V(AESy
— Par commodité nous calculerons le doubli
I'énergie cinétique.

Mettons le double de I'énergie cinétique sous
forme :

2T(S/R)=L _V/R)-I(@/R)dm

et remplagons le premier vecteur V(P/R) par
expression en fonction de V(AES/R) :

msm)=LES[?(AES;R}+5(S/R}AE]
-V(P/R)

soit

2T(S/R) = f,, _ VAES/R)-V@/R)dm

+[  [s/R)AAP)Vep/R:
PES
la premiére intégrale s'écrit

V(Aes;a)-f V(P/R)dm
PES
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ja deuxiéme intégrale s'écrit en inversant au
éalable les signes scalaire et vectoriel du produit
mixte situé sous le signe somme :

T(S/R)- f AP AV(P/R)dm
PES
par suite :
S/R)=VAES/R)- [ V@/R)dm
PrES
+0(S/R)- [ APAV®/R)dm.
PES

pans cette expression apparaissent les deux élé-
ments de réduction au point A du forseur cinétique
de (S) dans son mouvement par rapport a R, ainsi
que les deux éléments de réduction au point A du
torseur cinématique du mouvement de (S) par

rapport & R.

Rappel
Soient deux torseurs

g A{giz:':)} e {mﬂ)}»

A ﬁa\ml
exprimés au méme point A.
On appelle produit des deux: torseurs {G,} et {5, } le
scalaire suivant :

BS.}-{BJ=ﬁr6.)-ﬁlw.3+imz)-ﬁncs.).‘|

Le produit des deux torseurs est indépendant du point
choisi pour exprimer les torseurs.

Par conséquent, le double de I'énergie cinétique du
solide (S) dans son mouvement par rapport au
repére R est &gal au produit de son torseur cinétique
par son torseur cinématique

2T(S/R)={C(S/R)}-{V(S/R)}

ce qui correspond & :

2T(5/R)=
mV(G/R)-V(AES/R)+U(S/R)-F.(S/R).

Cas particuliers

Distinguons les deux cas particuliers suivants :
Premier cas : A fixe dans R. Alors

[ 2T(S/R)=T(S/R)-GA(S/R) j

considérons les deux sous-cas suivants :

a) $YS/R) de la forme ' (voir paragraphe 13)
d’aprés la relation 19 :

FA(S/R)=—E,0%,— D0 +10,07

par suite :
| 2ms/my=1,67. |

* b) B8(S/R) quelconque alors
FA(S/R)=JA(S, TUS/R)) (relation 22)

et 2T(S/R)=TUS/R)+ T (S, TiS/R)). —‘

Deuxiéme cas : A confondu avec G : Alors
2T(S/R)=m [V(G/R)]* + TUS/R)-Fo(S/R)

Considérons les deux sous-cas précédents.

a) TS/R) de la forme 6'F (voir paragraphe 13)
d'aprés la relation 19 :

36(8/R)=—E,0'%,—D,6'F, +15,0'7
par suite :

| 2T(S/R)=m [W(G/R) P+ 10,67 |

+ b) (YS/R) quelconque alors

Fo(S/R)=Jg(S, (US/R))
(relation 23)

et

2T(S/R)=m [V(G/R)F +TUS/R)- Jo(S, TUS/R)).

Application 1

Complétons la premid pplication du paragraphe 13
(cylindre de révolution sur un plan incliné) par la question
suivante.

QUESTION 3

Déterminer I'énergie cinétique de (S) dans son mouvement
par rapport & R.

REPONSE

(S) roulant sans glisser sur (I1): V(I€S/R)=0, par
suite :

2T(S/R) =TUS/R)+&(S/R)
soit avec

B(S/R)=0'F et E,(s;a}% ma*e's

2T(S/R) -; ma*e”.

#* Application 2

Complé la deuxié lication du
(toupie) par la question suivante :

paragraphe 13

QUESTION 3

Déterminer 'énergie cinétique de (S) dans son mouvement
par rapport i R.
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REPONSE

Le point O étant fixe dans R :
2T(S/R)=TUS/R)- 5ol S/R)

avec TUS/RY=¢'T +0'i +9'%)

A SAVOIR

1. Les éléments de réduction du forseur cinétique
d'un ensemble matériel (E) de masse m, de centre
d'inertie G, dans son mouvement par rapport & un
repére R :

j V(P/R)dm = mV(G/R)
{cEM)}= 7t r
j AP A V(P/R)dm = GA(E/R)

A PEE

2. Les éléments de réduction du torseur dynami-
que de cet ensemble matériel (E) :

j F(P/R)dm = mI(G/R)
{mE/R)}= PEE 2 o & \
AP A T(P/R)dm = 5(E/R)

AlLPEE

3. La relation entre le moment dynamique et le
moment cinétique de |'ensemble matériel (E) :

5.(E/R)= [% EA(E/R)]R-P mV(A/R) A V(G/R)
si A est fixe dans R :

= d .

SuE/R)=[ 3 FAE/R)],.
Si A est confondu avec G :

BalB/R)=[ 3 Fa®/R] .

4. L'énergie cinétique de 1'ensemble matériel (E)
dans son mouvement par rapport au repére R :

T(B/R)=5 J'm [V®/R)Pdm

* 5. L'opérateur d’inertie d’un solide (S), au
point O, est l'opérateur qui, 4 tout vecteur # fait
correspondre le vecteur :

7S, a}:L OP A (if A OP)dm.

* 6. La matrice d'inertie du sohde (S) au point
0, relativement 4 la base {x, V. i

-F -E
[1(8)]= l B —D]
c (x5 2)

avec

h=I (y*+2z*)dm B=L (22+x)dm
PES a8
c=[ +yyam D= ydm
PES P&ES
E =I zxdm F= I xy dm.
PES PES
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ou  TUS/R)=@'T +¢' sin 6 +(g' + ' cos 07,
et FlS/R)=A(8'T + ' sin 8w }+Cle"+ ¢’ cos )7,
Le double de [I'énergie cinétiqgue de (S) dins
mouvement par rapport & R est :

[ ITIS/RI=A (67 + ¢ sin 8)+Cle’'+ ' cos @),

= 7. Le moment d’inertie du solide (S) par rapp
a l'axe A(O, 1) :

L(S/A)=i- oS, 1)
8. Théoréme de Huyghens
(S): solide de masse m, de centre d'inertie
Relations entre les moments d'inertie au point
et au point G :

A=Ags+m(b*+c?)
B =Bg+m(c*+a?)
C=Cg+ m(a*+b?).
Relations entre les produits d'inertie au point
et au point G :
D=Dg+ mbc
E=Es+mca
F=Fg+ mab.
Sachant que OG=af +by +c7 dans la b
(%, 7, 7) considérée.

9. Le moment cinétique du solide (S), au ppint
dans son mouvement par rapport au repere
Premier cas : (US/R) de la forme 67
Fa(S/R)=mAG A V(AES/R)
N 5:8'51 o Dls'il + L\;
si A est fixe dans R et E,=0, D,=0:
FA(S/R)=1,.0'7;
si A est confondu avec G et E;=0, D,=0:
Go(S/R)=15.0Z
+ Deuxiéme cas : §(S/R) quelconque
Fa(S/R)=mAG A V(AES/R)+ J (S, ((S/R))
10. Le double de 1'énergie cinétique du solide

est égal au produit de son torseur cinétique
son torseur cinématique. Soit :

21(S/R)={ C(S/RHV(S/R)}.
Premier cas particulier : ﬁ(S/R) de la forme
si A est fixe dans R :
2T(S/R) =lAzaQ
si A est confondu avec G :
2T(S/R)=m[ V(G/R)F + 15,0
+ Deuxiéme cas particulier : T4(S/R) quelcon:
si A est fixe dans R :
2T(S/R)=1U(S/R)- T(S, TUS/R))
si A est confondu avec G :

2T(S/R)=m [V(G/R) J* + ((S/R)- To(S, TUS/!
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PROBLEME RESOLU
Le régulateur de la vitesse de rotation d'une | La piéce (S,) supportant les masselottes (S,) et
machine thermique est représenté figure 14. (S3) (symétrique de (S;)) 2 une liaison pivot
Soit R(O, ¥, ¥, 7 ) un repére lié au corps (S;) du | d'axe (O, ¥ ) avec (S,). Soit R;(O, %, ¥,, Z;) un
régulateur. repére lié a (S,). Posons : a=(}¥, ¥,).
4] ﬂ
T RTINS
- 3
I?\ !
g / '\ @ \reise '
i it
g >3
g I NN
2 W E
P
o x
¥ y ¥ j} -
o] O
Yz
z a G
5 B i
A
‘_E&ﬁ/\ /\ & /\ 4 7 P
VYV T -
Fig. 14 Se
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La masselotte (S;) de masse m, de centre
d’inertie G, a une liaison pivot d’axe (A, ) avec
(S)), telle que : OA=ay, (a>0).

Soit R; (A, Xu, 72, Z;) un repére lié 4 (S,), tel que
AG=by, (b>0).

Posons : B=(¥,, ¥.). On admet que B est
constant pendant la phase de mouvement étudié.
Premiére partie

Calcul approché : on suppose la masse de (S;)
concentrée en son centre d’inertie.

QUESTION

Déterminer la projection sur Z; du moment
dynamique, au peint A, de (S,) dans son mouve-

ment par rapport 2 R : z‘,-g‘{SJR).

REPONSE

Le torseur dynamique du mouvement de (S,) par
rapport a4 R s'écrit auw point G (voir
paragraphe 3.3) :

{psm)= |

par conséquent (relation 4) :
§A(S2/R)=ml(G/R)AGA

T
m (ﬁG!'R)]

ou
SA(S2/R)=mAGAT(G/R) (25)

ur obtenir T(G/R) calculons au préalable
(G/R) en utilisant la relation entre les vecteurs
vitesse des deux points A et G du solide (S,) :

V(G/R)=V(A/R)+{1(S./R)AAG (26)
(R
définition V(A/R)=|— OA| , soi
par inition V(A/R) [ a A]n soit

d
V(A/R)=|— aF
am=[g 5]
en utilisant la base de R, :
o =
Vam)=[g 0] +O®R/RINGS,

ay, est un vecteur constant dans la base de R,
et 1(R,/R)=a'%. Par conséquent :
V(A/R)=a'% AaF,

soit V(A/R)=aa'z,.
Par suite la relation (26) s'écrit, sachant que
QUS,/R)=a'% et AG=by,

V(G/R)=aa'7, + a'% AbY,
comme ¥ A V,=cos B,

V(G/R)=(a +b cos B)a'z,.
Calculons ensuite T (G/R). Par définition

T(G/R)= [Fdi v [G/R}]“, soit

F(G/R)=[3 (a+b cos paz]

(a +b cos @) étant constant :
d
T(G/R)=(a+b cos B)[ 5 o' 7i]
dr "
en utilisant la base de R,, on peut écrire que

[ad; a'f;]“=[ad; a’i‘.]gl +T(R,/R)Aa' S,

soit
d .. .5 . ol e
aar ZI]n=a Lta'x aa'Z,
ou
oty [ o
[a—rva z.]k—a/‘z.—a Vi
par suite :

T(G/R)=(a +b cos B)(a"%, —aF,)

le moment dynamique &,(S./R) défini en (2
s'écrit donc :

5A(S2/R)=mbF,A(a+b cos B)(a"7,— a7,
soit avec VA =15
et 2A ¥, =—sin B,
8(S2/R)=mb (a+b cos ) a" %, + ™ sin B3
par suite, la projection sur 7, de ce mome
dynamique est égale & :

| 7,+8A(S2/R)=mb (a +b cos B)a' sin B.

#* Deuxiéme
miére partie).
La matrice d'inertie de (S,) au point A dans
base de R, est la suivante :

A -F 0
[1xS)]=|-F B 0]
0 0 Clizisen

(S;) a pour plan de symétrie matérielle le pl
A %, 12)).

QUESTION 1

Déterminer le moment cinétique au point A de (
dans son mouvement par rapport & R : & ,(S,/

REPONSE
L'expression de &.(S,/R) est donnée par
relation (21) du paragraphe 13.2.
Fa(S:/R)=mAGAV(AES,/R)

+J5(S2, B(S/R)
sachant que AG=h7, et V(AES,/R)=ac'7,
premier terme s'écrit @

mAGAV(AES,/R)=mbF,raa'Z,

rtie (indépendante de la pi

s0it
mAGAV(AES,/R)=maba’%, (

le deuxiéme terme de la relation (27) s’obti
par le produit de la matrice d'inertie de (S;)
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ST

e

{a matrice colonne associée au vecteur (¥(S,/R).

me
Lo Q(S./R)=a'Z

Wit dans la base de R, :
0i(S;/R)=a' cos B3, —a' sin B},
atrice colonne associée au
L(S, 11(S,/R)) est égale 4 :
[1a(S2 BE/R)]

—=F 0 «'cos
=[—F B D}[—a’sinﬂ]
0 0C 0 G V2 T
dolt
Fa(52 B(S2/R))=(A cos B+F sin B)a' %
—(F cos B +B sin 8)a'y,

avec le résultat obtenu en (28) le moment
cinétique @ ,(S,/R) défini en (27) s'écrit :

vecteur

Fa(S2/R)=(mab +A cos B+F sin B)a’'%;
—(F cos 8+B sin 8)a' y,.

QUESTION 2

Déterminer la projection sur Z, du moment
dynamique au point A, de (S;) dans son mouve-

ment par rapport & R : Z,+8,(S./R).

REPONSE

L'expression de &§,(So/R) en fonction de
7A(S2/R) est donnée par la relation (6) du
paragraphe 4.

SNS/R=[ 3asm)
+mV(A/R)AV(G/R)

s0it en projection sur i
£ BuS/R=2o [ TSR]

+m(Z, V(A/R), V(G/R))
remarquons tout de suite que le deuxiéme terme
est nul, car le produit mixte

(4, V(A/R), V(G/R))

a deux vecteurs de méme direction :
V(A/R)=aa'7,.

Pour calculer le premier terme écrivons que :

A FTACYO) I ATV

7 et

_ dz’.] e
[G] -aasm)
Foon: dZ, 5
" TA(S2/R)=0 et que P =—a'¥,
tdg

fe[ g ausm)]
=(mab + A cos B +F sin 8)a" sin g
—(Fcos B+B sin B)a" cos g
s0it
[ afA(S;!R}] =[mab sin g +(A—B)
sin B cos B+ F(sin* B —cos? B)]a”.

Par conséquent le moment dynamique 3,(S./R)
s’écrit en projection sur ;.

7,°8.(82/R)=[mab sin +(A—B)sin B cos B
+F (sin* B —cos® B)]a".

REMARQUE
Le calcul de i'.-EA(S;!R) est celui qu’il faut
I faire pour déterminer I'action mécanique de
la masselotte (S,) sur la tige du régulateur.
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EXERCICES AVEC REPONSES

1 — Déterminer les moments d’inertie par rapport aux

axes du repére R(O, X%, 7, 7) lié aux solides (S)

suivants, homogénes et de masse m :

a) (S) est un dlsque de centre 0 de rayon a, d’axe
é d'é

. 7). supp

® 5

Fig. 15 *

b) (S) est un demi-disque de centre O, de rayon a,
axe (0,7), daxe de symétrie (O, %), supp

d épmsseur négligeable.

z

o]
Fig. 16

¢) (S) est une sphére pleine de centre O, de rayon a.

z
()
y
Fig. 17 x

d) (S) est une deml-sphérc pleme de centre O, de
rayon a, d'axe de syrneme

Fig. 18

REPONSES
.'m:? ma*
) o=~ et lo,=lo,= |(,l —

b) Les moments d'inertie sont la moilié de ¢
calculés précédemment, mais la masse surfacique
demi-disque est le double de celle du disque d
question a). Par conséquent les résultats sont
mémes.

2
¢) los=lo,=lo: =2 ma?®.

d) Mé résul qu'a la question pré

2— Une pale d'hélicoptére est schémaltisée par
plaque rectangulaire (S) de largeur a, de longueur
d'épaisseur négligeable.

Fig. 19

(5) est homogéne, de masse m et de centre d’iner
Soit R(0D, &, ¥, ) un repére lié 3 (S) tel que
(0, ¥ ) soit paralléle au plus grand cité du rect:
et I'axe (O, 7 ) perpendiculaire au plan du rect:

QUESTIONS

1° Déterminer les moments d'inertie de (S) par rz
aux axes du repére R(O, ¥, 5, 7 ).

2° Déterminer les moments et les produits d’iner
(S) par rapport aux axes du repére ?M. 5 I Mt
e B

OM_ix 37

* 3° Déterminer la matrice d'inertie de (S) au po
dans la base (£, §, ).

+ 4" Déterminer la matrice d'inertie de (S) au po
dans la base (£, y,, £ ) telle que (%, %, )=a.

+ 5° Déterminer la matrice d’inertie de (S) au
M G, —g,o), dans Ia base (%, 7, 7 ).
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S

s 6° Déterminer le moment d'inertie de (S) par

rapport & P'axe de rotation de la pale A(M, ©), tel que
i =cos By +sin Pi.

REPONSES
ma® mb? m
= - - — 2 2
1° Io; 12 1] IO;' 12 . ID& 12 (a +b 3,
b2
2 A= 3 G "'— c=—(a=+b*)
Db, B, Fu—D2
4
3° ma?
2z " _
mb
[15(8)]=] 0 -
m
0 o0 E(a’+b’! (£7.£)

4° La matrice d'inertie est de la forme :

—F 0
[1a(9)])= [ ]
0 Cliz,5.7)

amﬁ=ﬁ(a’ms‘a+bzsinza}
B=-I"—;(n’sin’a+b’wszn]
m
o
2 Iz(ﬂ b*)

F=% (a®—b?) sin « cos a.

¥a

5¢ ma?

3 '4‘; 0
mab mb
[hS)=t— =5 o
0o o ?(c”b’l (£5.7)

6 I(an)-?{b’-l-a’ sin® f).

3 —La figure 20 représente un bras manipulateur
destiné a déplacer, sur une chaine de moulage, des
carters en alliage léger de boite de vitesses.

Il est constitué du bras principal @ de longueur
[=1700 mm, en liaison pivot daxe (0, 7) avec la
tourelle d’orientation( 2 ), elle-méme enliaison pivotd'axe
(0, 7:)avec le socle (1). Soit Ry(0, %3, 72, 7 ) le repére
1ié & la tourelle (2) et Ry(O, £, 5, 7 ) le repére 1ié au
bras (3). Un dispositif de préhension (5) est articulé 4
l'autre extrémité du bras par une liaison pivot d'axe
(M, ). Ce dispositif comporte un tube dont une
extrémité est boulonnée sur I'arbre de la liaison pivot.
Une pince & commande hydraulique est fixée & |'autre
extrémité du tube. Soit Rs(M, %, 7, 7 ), le repére lié
au dispositif de préhension . Nous assimilerons
I'ensemble {tube-pince-carter} & une masse ponctuelle
m =45 kg située au point G, tel que

MG = x&5 + yis + 22.

Le but de I'étude est de déterminer la projection sur
I'axe (M, £) du moment dynamique du dispositif de

Y2
¥s
B
L_ X5
e \M
/. ™ xs
Z Q
S -—;_z
1
/e
5 Carter

Fig. 20
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préhension afin de calculer, par la suite, les actions
mécaniques exercées en L par la bicllette @. de méme
longueur que le bras, et qui assure la verticalité du
dispositif soit la du bras.

QUESTIONS

I° Déterminer le vecteur accélération T(G/2) du centre
d’inertie G par rapport au socle (2), lorsque I'accélération
angulaire du bras (3) est B"=2 rad/s® et sa vitesse de
rotation 8'=2,5 rad/s.

2° Déterminer la projection sur ¥ du moment dynamique
au point M, du dispositd de préhension dans son
mouvement par rapport au socle (2), lorsque la position
du bras est telle que 8 =30°. On donne :

x=—60 mm, y=—620 mm, z =30 mm.

REPONSES
1° 1(G/2)=18"F; - I8%;
ﬁ(c.m =3,47, — 10,625%; (en m/s?).
7 +85u(5/2)=m[x(IB" cos B —IB? sin B)

+y(.|:ﬁ sin B +187 cos )]
7 -8u(5/2)=-6,617 N-m

*4 — Calculs de cinétique préliminaires & I'étude d'une
roue présentant un balourd.

Le repére Ro(O, %, Yo, Zg) est lié au chassis (S;).
L'axe (0O, 7;) est dirigé suivant la verticale ascendante,
La fusée (F) a une lmson pivot d'axe (0, %) avec
(Sp). Soit R,(0, %,, ¥, ) un repére lié 4 (F), I'axe
(0. X, ) étant dirigé suivant I'axe de-la fusée. On pose :

=(%. &)

Notoni 1 le moment d'inertie de (F) par rapport & 1.
[0 Za

La roue (S) a une liaison pivot d'axe (0, I,) ave
fusée (F).

(S) est assimilée a un solide de révolution d'
(0. x,] de masse M el de centre d'inertic G.
R:(G. %, Ja. £3) un repére li¢ a (S). On pose 0G=
et 9=(Z, ;).

On désigne par A, B, B les moments princip:
d'inertie de (S) au point G.

Le point P schématisant le balourd, est un pc
matéricl de masse m lié & (S). La position de P d
(5) est définie par OP=d¥F, + rf,.

QUESTIONS

1* Déterminer en proj sur z, le cinéti
au point O de la fusée (F) dans son mouvement
rapport & Ry : Iy Go(F/Rg).

2" Déterminer le moment cinétique au point O de
roue (S) dans son mouvement par rapport & |
TolSIR).

3* Déterminer le moment cinétique au point O
balourd P dans son mouvement par rapport & |
To(PIRy).

4° Déterminer I"énergie cinétique de I'ensemble const
par (F), (S) et P dans leur mouvement par rappo
R, : T(F, S, PIR,).

REPONSES
1° 7 Go(F/Ro) =y".
2° GolS/Ro) = AO'%, +(B + MI?) §'T,.
3° Go(P/Ro)=m [d*y'Zy— rd 0'F;
+r(r8'—d¢’ sin 8) X, +r’y’ cos 8

4° IT(F, S, P/Ry)

=[1+B+MP +m(d®+r* cos? )]y +(A+mr?),

~2mrd $'9" s

[

*5 _ Calcul du moment cinétique et de I'énel
cinétique d'un rouleau conique (S), d'un roulem
dont les deux bagues (S,) et (S;) tournent par rapg
au biti (S,) (non représenté) (figure 22).
Soit R(O, &, ¥, 7 ) un repére lié au biti (S;). La ba
intéricure (S,) et la bague extérieure (S,) ont une liai
pivot d'axe (O, ¥ ) avec (Sy). On pose :

WS, /R)=w ¥

ﬁ(s:fR)"Nzl-'-
Le rouleau conique (S), de centre d'inertie G et
masse m, roule sans glisser sur (S;) et (S;). !
R,(0, %, #,, £,) le repére tel que :

0G=rj, (r>0).

Posons 8=(J, ).
(S) est de révolunnn matérielle autour de | axe (G,.
Définissons le repére R,(G, %, 2, 7,) et pos
a=(, %) (a est constant) et

THS/Ry) = wiky.
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¥a ¥
o
A2
o
x
© 2z
Fig. 22
(R, et R; sont deux repéres liés i la cage du t.) 1 2° Dé iner le cinétique au point G, de (S)
La matrice d’inertie de (S) est la suivante : dans son mouvement par rapport & R :
G(S/R).

A0 0
[1.,(5)]-[0 B o]
0 0 B, - )

Considérons le cercle de section droite du rouleau
conique (S) situé dans le plan (G, 7y, #;).
Notons I et J les points de contact de ce cercle avec
(S,) et (S;), et a son rayon.
Pour simplifier les calculs on posera :

rn=r—acosa

rp=r+a cos a.

QUESTIONS

1° Déterminer le torseur cinématique au point G, de (S)
dans son mouvement par rapport & R : o{ U(S/R)}, en

fonction de &, @3, ry, r et a.

Ly

3° Déterminer I cinétique de (S) dans son
mouvement par rapport & R : T(S/R).

REPONSES
ﬁ(sm}
1° {U(s/R)}=
0{ V(G/R)
avec
g Fash o frley—e,)
fi(S/R) e i+ S EA

- n+
v(ﬁ,ﬁ):% %

2° G6(S/R)=A(w + @' cos &)X, —Be' sin aF,.
3° 2T(S/R)=(mr® + B sin” ) 8%+ A(w + 0’ cos a ).
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Fig. 23

uugA ap 8D1) |2
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-!"'"—_-__
§— Un plateau tournant & commande pneumatique, Le coulisseau (20) guidé en translation sur le bati (1),
uipé de trois montages identiques, permet un solidaire de la tige du vérin (21), déplace par sa rainure,
transfert rotatif de la piéce & usiner vers les postes de un doigt (32) encastré dans le bras (30). Ce bras, libre
travail suivants (figure 23) : en rotation autour de 'arbre (33) du plateau, entraine,
Lk et déch de la pidce par I'intermédiaire du cliquet (35), une roue & rochet
- = (31), solidaire de 1'arbre. La rotation de 120°, néces-
— pergage 4,8 saire lors du transfert de la piéce est obtenue par deux
— taraudage M6. i ives de 60° du pl tournant.
Caractéristiques géométriques et d'inertie des solides de (3)
FORME MASSE Joz Nbre
Montage d'usinage Parallélépipéde 38 kg 3
70x 70 mm,
hauteur 100 mm
Plateau Disque & 400 mm 17,7 kg 1
épaisseur 18 mm
Arbre Cylindre & 50 mm 1.5 kg 1
hauteur 100 mm
Mécanisme Quelconque 14 kg 1570 kg/mm? 1
« rochet-cliquet »
Li_:_ 2260 5 2
&) i
L}
! Montages !
I / I |
) [ Ge [S— ’___ BN CT AV T~
i Plateau > I
! | |
| ¥ |
I
Mécanisme l
Rochet-Cliquet
\ 1
e e e, VPR
! 8
Arbre I
=
@50
2400
Fig. 24
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Le repeére R, (0, X, ¥, Z;) est lié au bt (1). Dans

notre étude, toutes les piéces ayant le méme mouve-

ment (cinématiquement lifes) sont repérées par des

numéros de la méme dizaine :

(1) : sous-ensemble des pidces liées au béati : (10, 11,
12, ...)

(2) : sous-ensemble des pitces liées au coulisseau :
(20, 21, ...)

(3): sous-ensemble des pitces en mouvement de
rotation autour de I'axe (0, 7;): (30, 31, 32,

)
Le but de I'étude est de déterminer le moment d'inertie
par rapport & l'axe (O, Z;) du sous-ensemble (3).
La figure 24 définit les caractéristiques géométriques
et d'inertie des solides de (3).

QUESTIONS

1° Déterminer le moment d'inertie par rapport a I'axe
(G, #;) d'un montage d’usinage.

2° En déduire e moment d'inertie par rapport & I’axe
(0, £,) d’un montage d’usinage.

3° Déterminer le moment d'inertie par rapport & I’axe
(0, #,) du sous-ensemble (3).

7 —0On considére le probléme plan suivant : Soit
R(0, ¥, ¥, ) un repére lié au béti (S,) d'un systéme
bielle-manivelle d'un compresseur pneumatique
(figure 25).

La manivelle (S;) a une liaison pivot d'axe (0, ) avec
(So). Soit R, (0, £, ¥, ) un repére li¢ & (S;). On
pose : a=(£, i)

Le coulisseau (S;) a une liaison pivot glissant d’axe
(0, & ) avec (Sg).

La bielle (S;) est assimilée & une tige rectiligne
homogéne d'extrémités A et B, de longueur 2/, de
di i | égligeables, de masse m et

de centre d'inertie G.

(S;) a une linison rotule de centre A avec (S;), telle
que OA=af, (a>0).

(S;) a également une liaison rotule de centre B avec
(S;). Le point B est situé sur I'axe (0,5 ). Soit
Ra(A, %3, ¥2, Z ) un repére lié & (S;) (on ne tient pas
compte d'une rotation éventuelle de la tige sur
elle-méme) tel que AB=2AG=2[%,.

On pose B=(% %) (attention : B est négatif sur la
figure).

QUESTIONS

1° Quelle relation y-a-t-il en a et B7

2" Déterminer le moment cinétique au point A de
dans son mouvement par rapport & R : &,(5,/R).

3° Déterminer le moment dynamique au A de
dans son mouvement par rapport & R : 5,(S:/R).

4° Déterminer ['énergie cinétique de (S;) dans
mouvement par rapport & R : T(S,/R).

*§—La ission de p e de |'arbre mo1
(S,) aux arbres (S;) et (S;) des roues motrices d
véhicule, est faite par 'intermédiaire d'un différer
schématisé figure 26.

On pose :

WS, /R)=w,F

TU(S2/R) = wnf.
R(O, %, 7 7) est un repére lié au carter (Sg)
différentiel.
Les arbres (S,) et (S;), supposés identiques, ont
liaison pivot d'axe (0, ¥ ) avec (S;). Soit I leur mom
d'inertie par rapport & I'axe (O, £ ).

Fig. 26

Le porte satellite (S;) a une liaison pivot d'axe (O,
avec (Sg). Notons 1 son moment d'inertie par rap|
4 l'axe (0, ).

Fig. 25
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—

On pose :
(S, /R)=w,i.

Soit R, (0, %, 7, £,) un repére lié & (S;). Le satellite

(S) a une liaison pivot d'axe (O, ¥,) avec (S,). (S) de

révolution matérielle autour de (O, 7,), a pour masse

m et centre d'inertie G. On pose :

0G=dy (d>0).
La matrice d'inertie de (S) au point G est la suivante :

A 00O
[h(S}]w[U B :]
00 (= %.=)

WUS/R)=wF).
Soit N le nombre de dents des roues coniques liées
aux arbres (S,) et (S,), et n le nombre de dents de la
roue conique liée & (S), engrénant avec les roues
précédentes.

QUESTIONS
1° Quelle relation y a-t-il entre les vitesses angulaires :
a) @y, @y et w;
b) @, w3 et @7

2° Déterminer en p sur %, les cinéti-
ques au point O, dans leur mouvement par rapport a R :

a) de (S) : & *T(Si/R);
b) de (Sy) : ¥ +F(Sy/R);
¢) de (S;) : X * To(Sy/R).

On pose :

3 Déterminer le moment cinétique au point O de (S)
dans son mouvement par rapport 3 R : G,(S/R).

4" Déterminer I’énergie cinétique de I'ensemble matériel
(E) constitué par (S;), (Sy), (S;) et (S) dans leur
mouvement par rapport i R.

5° En déduire I'énergie cinétique de (E) dans son
de wy, dans

a R, en foncti

par
les deux cas suivants :
a) oy =wy;

b) w,=0.

*9 — Un régulateur & boules, symétrique par rapport
@ son axe de rotation est représenté figure 27,
Soit R(0, %, 7, ) un repére lié au biti (S,).
L’axe (S,) a une liaison pivot d"axe (0, £ ) avec (S,).
Soit Rd(j'. £, ¥, £;) un repére lié 4 (S;). On pose

a=(F ).

Le bras (S;) a une liaison pivot d'axe (A, 7,) avec (S,)

telle que OA =aj¥, (a>0).

Soit Ry (A, %3, 72, £;) un repére lié & (S;), l'axe (A, ;)

étant dirigé suivant I'axe du bras. On pose : B =(F, 5,).

A l'extrémité du bras (S;) est fixée une sphére (S),

pleine et homogéne, de masse m, de rayon r et de

centre d'inertie G.

On pose ;: AG=1% (1>0).

Le bras (S;) a une liaison pivot d'axe (B, #,) avec (5;)
telle que AB=bi; (b>0), et une autre liaison pivot
d’axe (C, 7,) avec le coulisseau (S,), telle que le point
E: soil} symétrique du point A par rapport & I'axe
B, 7).

(S4) a une laison pivot glissant d'axe (0, X ) avec (S)),
et pour axe de symétrie matérielle (O, ¥ ). Notons G,
son centre d'inertie, M sa masse et I son moment
d'inertie par rapport & (0, ¥ ).

QUESTIONS

1° Déterminer le moment cinétique au point G, de (5,)
dans son mouvement par rapport & R : &g (SJ/R).

2° Déterminer le moment ¢inétique au point G de (S)
dans son mouvement par rapport 3 R : &5(S/R).

3° Déterminer la projection sur Z; du moment dynami-
que au point A de (S) dans son mouvement par rapport
a R: #-5,(5/R).

4 Déterminer I’énergie cinétique de I'ensemble constitué

par (Sy), (S) et (S) (symétrique de (S)) dans leur
mouvement par rapport i R : T(S,, S, S/R).

Fig. 27
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10 — La figure 29 représente le vilebrequin d'un moteur ’ x
Flat-Twin équipant un deux roues. @20 k6
Soit R(O, ¥, 7, 7 ) un repére lié & cette piéce, tel que
I'axe (O, © ) soit confondu avec I'axe de rotation, et
I'axe {0, y } soit situé dans le plan contenant les axes
des manetons. Le but de I' ice est de détermi

les moments et les produits d'inertie du -vilebrequin par

rapport aux axes du repére R. I -
On suppose que le vilebrequin est exclusivement |
constitué de cylindres de révolution, h i de 4 r
masse volumique p =78 kg/dm’. On néglige les usina- ! . 'i—
ges particuliers tels que le filetage, la rainure de I ! | ]
clavette, le dégagement des portées et la gorge de i ; b
segment d'arrét. e
Pour généraliser le calcul, nous adop le é @13 g6 ! 1 i
trage de la figure 28. i [ 1 o
; s 1 =
4\ I { | r l
l)’m L 1 t
o7 I : | 3
X I —-i— =1 5
() L(1) y © | 0?1 )
Bl NN
wy |
O“Jr-\ all) R(1) - T | J
B - — ——p— T I
z(l) x(1) 1
) Y() s |
Fant i = — !
\.r ,
z
Fig. 28 ‘
Soient pour le cylindre S(I) :

]
|
|
e L(I) la longueur, |
e R(I) le rayon,
o (O(1), £(I), ¥(I), Z(I)) un repére lié au cylindre, {
placé comme I'indique la figure, [
» X(I) I'abscisse de I'origine O(I),
o Y(I) l'ordonnée de I'origine O(I), T
e G(I) le centre d'inertie du cylindre S(I). |
]
[
T
1

QUESTIONS M20
1° Déterminer les moments d'inertic du cylindre S(I) par
rapport aux axes du repére (G{), £{I), y @M, (D).

2° En appliguant le théoréme de Huyghens, déterminer

les moments et les produits d’inertie du cylindre S(I) par
rapport aux axes du repére R.

3" Déterminer, en utilisant de préférence un logiciel de

calcul, les wvaleurs ériq) des ts et des s
produits d’inertie du vilebrequin par rapport aux axes ¥
du repére R.
Fig. 29 L

220



principe fondamental
— de la dynamique

Le principe fondamental de la dynamique est la clef de volte
de la mécanique classique. Aprés des siécles d'études et de
réflexion ce principe fut énoncé pour la premiére fois par
NEWTON vers la fin du XVII° siécle.

Ce principe établit une relation entre le mouvement d'un
ensemble matériel et les actions mécaniques qui lui sont

appliquées.
excellente  précision
« classiques ».

les

Il permet d'expliquer et de prévoir avec une

phénoménes mécaniques

1.1. ENONCE

1l existe au moins un repére R,, appelé repére
galiléen, et au moins une chronologie, appelée
chronologie galiléenne, tels que pour tout sous-
ensemble matériel (¢) d’'un eusemhle matériel (E),
le torseur dynamique de (e) dans son mouvement
par rapport a R, soit égal au torseur des actions
mécaniques extérieures & (e).

(E}

Ry

Fig. 1

Notons (&) I'extérieur de (e).

Le principe fondamental de la dynamique formule
I'existence d’au moins un repére R, et d’au moins
une chronologie (une facon de mesurer le temps)
tels que I'on puisse écrire :

| {De/r)}={BE — ¢)} V). |

1.2. REPERE GALILEEN

Pour la plupart des mécanismes étudiés en labora-
toire, un repére lié 4 la Terre constitue une trés
bonne approximation d'un repére galiléen.
Exceptions : mouvements que l'on peut suivre
pendant un temps assez long (pendule de Foucault)
et mouvements trés rapides (gyroscope tournant a
grande vitesse).

1.3. CHRONOLOGIE GALILEENNE

Une chronologie galiléenne est obtenue par les
horloges classiques (oscillation d’un quartz, mouve-
ment de certdins astres, ...).

Un sablier ne constitue pas une horloge galiléenne
car la masse de sable écoulée n'est pas proportion-
nelle au temps mesuré par les horloges classiques.

REMARQUE
En mécanique classique les deux repéres d’espace
et de temps sont supposés indépendants, ce qui
n'est pas le cas en mécanique relativiste.

1.4. THEOREMES GENERAUX DE
LA DYNAMIQUE

En exprimant que les deux torseurs intervenant dans
le principe fondamental ont méme résultante géné-
rale et méme moment résultant en tout point, on
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Dynamique

obtient deux théorémes appelés théorémes généraux
de la dynamique.

Soient m la masse et G le centre d'inertie du
sous-ensemble matériel (2) de I'ensemble matériel
(E) en mouvement par rapport au repére galiléen
R,. Posons, en un point A quelconque :

_ [mT@G/RY
PR} A{ SA(e/R,)}

{B(z — e)}= ,{ R(e— e)}

'Ha\(é‘ — ¢)

Théoréme de la résultante dynamique

Pour tout sous-ensemble matériel (e¢) de I’en-
semble matériel (E) en mouvement par rapport au
repére galiléen R,, la résultante dynamique de (e)
dans son mouvement par rapport & R, est égale
a la résultante générale du torseur associé aux
actions mécaniques extérieures A (e).

ml(GIR,)=R (& — ¢). ]

Soit

REMARQUE
Une force d'un newton est la force qui provoque
une accélération de 1 m/s® au centre d'inertie
d’un ensemble matériel ayant une masse de
I kilogramme.

Théoréme du moment dynamique

Pour tout sous-ensemble matériel (¢) de I'en-
semble matériel (E) en mouvement par rapport au
repére galiléen R, le moment dynamique de (e)
dans son mouvement par rapport a R, est égal au
moment résultant du torsenr associé aux actions
mécaniques extérieures & (e)

Soit | Su(e/R,)=Ms(é — ¢) VA. |

1.5. EQUATIONS DE MOUVEMENT

Soit un ensemble matériel (E) dont la position par
rapport au repére galiléen R, dépend de n paramé-
tres g(t) (i=14 n).
La projection sur un axe d'une équation vectorielle
traduisant I'un des théorémes généraux appliqué a
un sous-ensemble matériel (e) de (E), donne une
équation scalaire, qui est une équation différentielle
du second ordre, non linéaire en général.
Dans cette équation scalaire peuvent figurer :

— des paramétres gq,(t),

— des dérivées premiéres et secondes des para-

métres par rapport 4 la date ¢ : qi(t) et g’(¢),

— la date ¢,

— des données du probléme (données géo-
métriques, d'inertie, composantes connues
d’actions mécaniques, ...),

— des  composantes  inconnues  d'actions
mécanigues.
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Définition

Une équation de mouvement est une éq
différentielle du second ordre traduisa
théorémes généraux, dans laquelle ne
aucune composante inconnue d’action méca

REMARQUE
I Une équation de mouvement peut étre obte
élimil i ] !

t, entre pl s éq , des ¢
santes inconnues d'actions mécaniques.

L ble des équati de mouvement qu
peut écrire pour un ensemble matériel (E) col
un systéme d'équations différentielles, dont
souvent difficile de trouver la ou les solutio
fonction de conditions initiales données.

Les conditions initiales du mouvement de (
rapport 4 R,, a la date f,, sont consitutées
donnée des n paramétres g,(f,) et de le
dérivées premiéres qj(1,).

Intégrale premiére du mouvement

Une intégrale premiére du mouvement e
équation différentielle du premier ordre
forme : f(g,(1), gi(), t)=constante, obten
intégration d'une équation de mouvement.

Dans la pratique il est trés utile de met
évidence, avant tout calcul, des intégrales pre
du mouvement (voir la deuxiéme applicat:
paragraphe 4).

2. THEOREME DES ACTIONS
MUTUELLES

Ce théoréme a été démontré dans le cas par
de la statique. Démontrons-le en dynamique
Soit (E) un ensemble matériel en mouvem
rapport au repére galiléen R,.

Soit une partition de (E) en deux sous-ens
matériels (e,) et (e,) (figure 2).

(t
ar

Ry

Appliquons le principe fondamental de la dyn

{fi) “JR:J}:{U{El S Il?l}}
(&), I'extérieur de (e,) est constitué par I'e:
de (E) et (e,). Alors :

{De,/RO}={G(E — &)}
+{'6’(e, — 8.)
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Appliquons le principe fondamental de la dynamique
a(e):
{9(8sz,)}={'5(¢-; — e:)}
g,), I'extérieur de (e,) est constitué par I'extérieur
(E) et (e,). Alors :
{EJ(esz,)}={ Z"'(E - )}
+{Ble, — &)} ()
‘Ajoutons membre & membre les relations (1) et (2) :
{D(e/R}+{D(e/R,)} -
={B(E — &)}+{T(E — &)}
+{Ble; —> e} +{Ble, — &)}
La somme des deux torseurs dynamiques de (e,) et
(¢,) dans leur mouvement par rapport 4 R, est égale
au torseur dynamique de (E) dans son mouvement
par rapport a R,. En effet, comme (¢,)N(e;)=, on
a, par exemple, entre les résultantes dynamiques la
relation :

J’ T(P/R,)dm=j FP/R,)dm
PE(= W) Paie)
+ j F(P/R,)dm.
PE(ez)

La somme des deux torseurs {G(E — ¢,)} et

{B(E — e,)} représente 1'action mécanique de

I’extérieur de (E) sur (e,) et (e;), c’est-a-dire sur

(E).

Par conséquent la relation (3) s’écrit :

{DE/R)}={B(E — E)}+{Ble: — €}
+H{Ble, — )} @)

or l'application du principe fondamental de la

dynamique i (E) dans son mouvement par rapport

a R, permet d’écrire que :

{DE/R)}={B(E — E)}.
Par suite la relation (4) devient :

| {Ble — e)}=—{Ble, — e2)}. |

Théoréme

L’action mécanique du sous ensemble matériel (e;)
sur le sous ensemble matériel (e,) est opposée &
I’action mécanique de (e,) sur (e,).

L’écriture du principe fond tal de la dy

se raméne i celle du principe fondamental de la
statique, lorsque le torseur dynamique du sous
ensemble matériel (¢) de 1'ensemble matériel (E)
dans son mouvement par rapport au repére galiléen
R, est nul.

Ce_ torseur est nul, en particulier, dans les trois cas
suivants :

Premier cas :

(e) est en équilibre par rapport a R,. Le principe
fondamental de la statique énoncé au chapitre 2 de
statique n'est qu'un cas particulier du principe
fondamental de la dynamique.

Deuxiéme cas :

(e) est de masse nulle.

Cette hypothése lorsqu’elle est acceptable simplifie
beaucoup I'étude.

EXEMPLE 1

L'objectif du chap 3 de ¥p i

et mobilité des mécanismes) n'étant ni une étude de
mouvement, ni un calcul d'action’ mécanique de
contact, nous avons supposé, pour simplifier I'étude,
que toutes les piéces étaient de masse nulle.

EXEMPLE 2

Deux piéces (S,;) et (S;) ont une liaison pivot glissant
d'axe (0, ¥

\J

\ X

o 'FI E i

V v

4

Un ressort linéaire (r) de traction compression d'axe
(0, ¥ ), supposé de masse nulle, est intercalé entre
(8) et (S;). (r) a pour raideur K et pour longueur
a vide I,
Supposons I'action mécanique du ressort sur (S;)
représentée par le torseur :

Fig. 3

{B(r — 8p}= {“K“_M’F}
o 6

(I : longueur sous charge du ressort).
Le principe fondamental de la dynamique appliqué
au ressort (r) de masse nulle, s"écrit :
{8(f— n}={8}

soit {?;(S. —— r)}+{'8{3, —_ r}}:-{(l}. ?
Par suite, compte tenu du théoréme des actions

lles, I"action mécani du ressort sur (S;) est
représentée par le torseur :

{B(r — s}= {K“"_"“’}
(s} 0

* Troisiéme cas :

Supposons que (e) soit un solide (S) de masse m,
ayant une liaison pivot d’axe (0, Z,) avec un biti
(So), ‘suq;uel_ est lié le repére galiléen
R, (0, %, ¥p Z,)-

Soit R(O, %, 7, 7,) un repére lié & (S). On pose
0=(%, % ).
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x4 xg
x
]
Yo

8 o]

y Zy
— . -
| e | 0 'G z,

o] -

Fig. 4 @\%wr £ ®

Supposons également. que :

e (S) soit animé d'un mouvement de rotation

uniforme par rapport & R, (6'=constante), )
)

« le centre d’inertie G de (S) soit sur I'axe (O, 7,
et que cet axe soit principal d'inertie pour (§
(conditions d’équilibrage dynamique, voir para-
graphe 6).

La matrice d'inertie de (S) au point O, dans la base
(%, #, 7, ), est donc de la forme :

A -F @
[usﬂ=l—1= B o]
0 0 Clszy.s,

Montrons dans ces conditions que le torseur
dynamique de (S) dans son mouvement par rapport

a R, est nul.
Ce torseur dynamique s’écrit au point O :
T(G/R,)
SR)= 4™ i &
{ T ol BuS/R,)

Le point G étant fixe par rapport & R,, le vecteur
accélération [(G/R,) est nul.

Le point O étant fixe par rapport 4 R,, la relation
entre le moment dynamique 5,(S/R,) et le moment
cinétique oo(S/R,) s'écrit :

d
5(S/R)=[ 37 7S /R ®)

Ry
et le moment cinétique se calcule 2 partir de
I'opérateur d’inertie par la relation :
Fo(S/R,) =TS, TUS/R,)).
Avec {US/R,)=6'Z,, la matrice colonne associée au
vecteur Go(S/R,) est obtenue par la multiplication

matricielle suivante :
-F 0qro0
B o] M
0 CILO )z 5. )
d'oll Go(S/R,)=CH'Z,.
' étant constant, le moment cinétique ao(S/R,) est
constant dans la base de R,.

Par suite (relation 5) : 5'0{3/1{,}=ﬁ.
Le torseur dynamigue de (S) dans son mouvement
par rapport a R, est donc nul.
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A
[a,<sza.:1=[—r=
0

4. APPLICATIONS

Poursuivons deux applications (cylindre sur un
incliné et toupie) commencées dans le cours
cinétique du chapitre précédent.

4.1. APPLICATION 1

Un cylindre de révolution (S) roule sans glisser sur
plan incliné (M), son axe restanl constamment orthog
4 la ligne de plus grande pente du plan.

Xo

Qz

Fic

Soit R(O, . 7, 7 ) un repére galiléen lié au plan (IT), I'

(0, 7 ) éant dirigé suivant la ligne de plus grande per

Soit § = — gk, 'accélération de la pesanteur, X étant dii

suivant la verticale ascendante.
k.

On pose : a=(%, %) (us.:ai),

(S) est homogéne, de masse m, de rayon a, de cer

d'inertie G, et a pour axe de révolution (G, 7 ).

(S) est en contact avec le plan (IT) suivant I'axe ([. f)

que IG =ax. Soit f le coefficient de frottement entre

deux solides en contact.

L'action mécanique de contact de (IT) sur (S) est défi

par le torseur :

{Bm — S)}= [E}

avec R de la forme : R = X% + Y. Soit R, (G, &, 7, ©)

repére lié 4 (S). On pose : 0=(%, &,).
QUESTION 1

Déterminer I'équation de mouvement de (S) par rappor
().

REPONSE

Pour choisir 1'éq

Lord

scalaire tradui les it
g qui soit équation de .
torseurs des deux actions mécaniques s'exercant sur (
— Action mécanique de la pesanteur (connue)

{B(g — S)}= {_ mgx.,}_
ol 1
— Action mécanigue du plan (IT) (inconnue)

R) oo pya
{em — 5)}= {6 (R=X% +Y7 ).
i
Pour obtenir directement une équation scalaire ne fais
pas intervenir d'inconnue de liaison (X ou Y) il f
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appllquer a (SJ dans son mouvement par rapport aR,le
dy ique au point [, en projection

Soil z‘-é}{slm—‘ M(§ — §)
le t ré par rapport & I'axe (I, ) des actions
mécaniques extérieures A (S) est égal & :

Z-My(S — 8)=7-(1G A —mgk),
soit avec 10 =af
7-M(S — S)=mga sin «
le moment dynamique 5,(S/R) a été calculé au paragraphe
13.1 du chapitre 2.

B(S/R)= % ma*@"z.

< Ir'é . de

Par i de (8) par
rapport & (IT) s'éerit :

3 .
3 ma’68"=mga sin a

ou

gk g
ﬂaamna

équation différentielle du second ordre, trés simple, de la
forme #"=constante.

QUESTION 2

Soit y I"abscisse du centre d’inertie G de (S) sur I'axe (0, 7 ).
Onanppnse quy—ﬂhtqule 6=0.

(ﬂ)enlnncﬂonde;

de (S) par rapport &

REPONSE

(S) roule sans glisser sur ([1). Alors : y=a# et y"=af".
Par suite 1'équation de mouvement s'écrit :

2
y'ﬂig sin a. (6)

QUESTION 3
Sachant qu'i Ia date (=0, y(0)=0 et y'(0)=0, déterminer,

& tout instant, le paramétre y(f) définissant la position du
centre d’inertie G de (S) dans R.

REPONSE
Intégrons la relation (6) :

7 5 2 s
une premiére fois @ ’=§g.r sin @ +C

1
une seconde fois : ysig.r’ sin @+ Ct+D

Avec les conditions initiales donné
C et D sont nulles.
Par suite :

, les deux

1L o
¥y Jﬂ 5N a.

QUESTION 4

Déterminer la valeur minimale de I'angle & pour que (S)
roule sans glisser sur (IT).

REPONSE

S) roule sans glisser sur (II) si & chaque instant :
¥l <7ix.

Les composantes X et Y de la résultante générale R de
I'action mécanique de (IT) sur (S) seront obtenues en
appliquant le théoréme de la résultante dynamique i (S),
dans son mouvement par rapport 4 R, en projection sur
fety

Ce lhéorémc s"écrit :

ml(G/R)=R(S —» §)
soit
ml(G/R)= —mgi,+R
sachant que
2
T(G/R)=y"F == g sin aF
R=X¥ +Y§.
Cette égalité vectorielle devient en projection
—sur ¥ : 0= —mg cos a+X

—sur ¥ : %msina=mgsma+‘{

1
Y——;mgsma

la dition de

d'oi { X=mg cos a

sans gli étant :
[¥[=f]x|
soit émg sin = fing cos a 'angle a doit étre tel que :

*4.2. APPLICATION 2

Considérons une toupie (S) de masse m, de centre d'inertie
G et d'axe de symétrie matérielle (O, Z;), dont la pointe
O reste immobile sur un plan (IT).

/
a

Fig. 6

Soit R{O 557) un repére gahleen lié au p!an (I}, 'axe
{.0 f }éhmt dirigé On note
£ =—gi 'accélération de ta pesanteur.

La liaison entre (I1) et (S) est une liaison ponctuelle avec
frottement de normale (O, 7 ). On pose :

{8 — S)}= § 3
ok
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Soit R, (0, %,. #,, Z,) un repére lié & (S). On pose OG = I,
(1=>0).
La matrice d'inertie de (S) au point O est de la forme :

A0 0
[lo(srl=[0 A g]
0 0 Cl_ 3

La position de la base de R, par rapport i la base de R
est définie par les trois angles d'Euler ¢, 8, ¢ (Premitre
base intermédiaire : (&, #, 7 ), deuxiéme base inter-

médiaire : (i, i, £,)).

Fig. 7

QUESTION 1
Déterminer les équations de
a (.

REPONSE

La position de (S) par rapport a (IT) étant définie par trois
paramétres indépendants ¢, 6, ¢, les équations de
mouvement sont au nombre de 3.

Pour choisir des é i dui

mes génf.raux, qui soient éq de
examinons les torseurs des deux actions mécamques
s'exergant sur (S).

— Action mécanique de la p (

{5g — S)}= 0{";3‘}

— Action mécanique du plan (IT) (inconnue)

de (S) par rapport

les théoré-

R
{b’(n —_— S}}: 3
o ﬁ
Pour obtenir trois équations scalaires ne faisant pas
intervenir d'i de liaison ( de R), il faut

appliquer & (S), dans son mouvemenrt par rapport & R, le
théoréme du moment dmmque au po:nt 0, en projection
sur trois indép
Pour choisir ces trois vecteurs unitaires, calculons au
préalable le moment résultant au point O des actions
mécaniques extérieures A (S).

Mo(§ — S)=0Gr—mgi
soit avec OG =11,

Mp(§ — S)=mgl sin 67
la pro;ecuon de ce moment est donc nulle sur des vecteurs

perpendiculaires a4 & Sact qu'il y a au

deux 1 itaires indépend: perpendi-
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dulmms a4 a, ecrwons lequaunn vu:ttmelle déduite
du dy en proj

sur £, car £ est fixe dans la base de R,
sur Z,, car Z, est I'axe de révolution matériclle de

sur & , car Mg(S — §) a pour direction i,
D’oil les trois équations de mouvement :

7+5,(S/R)=0

£1+80(S/R) =0

i -5(S/R)=mgl sin 6.

Compte tenu des résultats acquis au paragraphe I3.
chapitre 2, les trois équations de mouvement s'écriv

d z
E[m&‘ sin® @+ C (' + ¢’ cos 8)cos 8]=0

d
C aw'ﬂfr‘ cos 8)=0
AG"+y’ sin 8[C(p'+ ¢’ cos 8)— A’ cos 8]
=mgl ¢
La deuxiéme équation donne ['intégrale premiere
mouvement :

‘ @'+’ cos & =constante =r,. l

La premiére équation donne ['intégrale premiére
mouvement :

i Ay’ sin® 8+ Cr, cos 8= constante. ]

La troisiéme équation s'écrit :

[_ AG"+ ¢’ sin 8[Cry— Ay’ cos 8] =mgl sin 8.

QUESTION 2

A quelles conditions existe-t-il des mouvements tels
¥’ = constante = irg?
REPONSE
Si @' est I'équation (8) imp que
& = constante = ;.
L’équation (7) indique alors que ¢'=constante = p}.

L’équation (9) établit une relation entre g, 6, et @,
Si on suppose sin 8, #0 cette équation s'écrit :

G5 [Cro— A cos 851= mgl.

Dans ce mou dit , I'axe de la t
décrit d'un mouvement uniforme, un cone d'axe (!
de demi-angle au sommet Hg.

QUESTION 3

Consideé des ol
W' = constante = yrj,
8= constante =6,
" = constante = 4.
En ad t que la r propre ¢g est trés g
devant ¢y et 0,, déterminer g en fonction de .
supposera A et C du méme ordre de grandeur.)
Application numérique :
=30g
gﬂlll !l.l's2
I=3em
C€=1,510"% kg-m?
Wy = rad/s.
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REPONSE

Si @ est trés grand devant ; et 8, I'équation (7) indique
que @;=r,. Par suite, dans I'équation (10) le terme
Ay cos 8, est négligeable devant Crg=Cgp4. Cette équation

s"écrit donc :
WoCog=mel
o + . msl
d'on o cui

Application numérigque : p5=191,11 rad/s (1825 tr/min).

Il est parfois plus simple d’étudier le mouvement
d’un sous-ensemble matéricl (e) d'un ensemble
matériel (E) par rapport 4 un repére R qui ne soit
pas galiléen. C’est pourquoi nous allons examiner
I'influence d'un changement de repére sur
I'expression du principe fondamental de la

dynamique.
Soient R, un repére galiléen et R un repére ayant
un mouvement quelconque, mais connu, par rapport

Le principe fondamental de la dynamique appliqué
4 (e) dans son mouvement par rapport a R, s’écrit :

{D(e/R,)}={B(e — &)}. (11)
Le torseur dynamique a pour éléments de réduction
en un point A quelconque :

I T(P/R,)dm
{D(e/R,)}= g
I APAT(P/R,)dm
PEe

A
Pour faire apparaitre le repére R dans ces éléments
de réduction, utilisons la relation de composition
des wvecteurs accélération, au point P, entre les
repéres R et R, (nelation (13) du paragraphe 6 du
chapitre 4 de cinématique) :
I(p/R,)=T(P/R)+T(PER/R,) -

+20(R/R, ) AV(P/R).

Considérons les trois torseurs suivants :
— Le torseur dynamique de (e) dans son mouve-
ment par rapport 4 R :

I T(P/R)dm
{Dle/p)}= {77
f ABAT(P/R)dm
A PEe

— Le torseur des effets d'inertie d'entrainement sur
(e) dans son mouvement par rapport 2 R et R, :

—I T(PER/R,)dm
{D.(e, R/R)}= e
—I APAT(PER/R,)dm
A Pee

— Le torseur des effets d'inertie de Coriolis sur
(e) dans son mouvement par rapport & R et R, :

{D.cte, R/R,))
= L 2(R/R,)AV(P/R) dm

2 _j,, AP A[20U(R/R,)A V(P/R)]dm

Par suite, entre ces trois torseurs et le torseur
dynamique de (e) dans son mouvement par rapport
a R, existe la relation :

{D(e/R)}={D(e/R,)} +{D.(e, R/R,)}
+{D,.(e, R/R,)}.

Compte tenu de la relation (11) le principe fonda-
mental de la dynamique s'écrit dans le repére R :

{DeeR)}={B(e — e)}+{Dute, RIR,)}
+{Du(e, RIR)}. |(12)

Par conséquent, le principe fondamental de Ila
dynamique s’applique relativement & tout repére, &
condition d’ajouter au torseur des actions mécaniques
extérieures, le torseur des effets d’inertie
d’entrainement et le torseur des effets d’inertie de
Coriolis.

REMARQUE
Si le repére R est en translation rectiligne
uniforme par rapport au repére galiléen R, :
T(PER/R,)=D et DH(R/R,)=0.

Par suite les deux torseurs des effets d'inertie
d’entrainement et de Coriolis sont nuls, et le
principe fondamental de la dynamique s’écrit
alors dans le repére R :

{Dle/R)}={B(e — ¢)}
ce qui conduit d la conclusion que tout repére R
en translation rectiligne uniforme par rapport a
un repére galiléen, est aussi galiléen.

Application : Accélération de la
pesanteur

Etudions 'équilibre d'un pendule simple 2 la surface de
la terre. Pour cela, considérons le repére galiléen
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R,(0, %, ¥ Z,) ayant pour origine le centre d'inertie de
la terre et dont les axes ont des directions fixes par rapport
A certaines étoiles. L'axe (O, Z;) est orienté du péle sud
vers le péle nord.

Soit R(O, %, 7, 7;) un repére lié & la terre. On pose
9=(%, X ). '=constante=w, avec @ =1 tr/24 h.

Soit A un point de la surface de la terre situé dans le plan
(0. i‘,,i;. On pose : DA=r (r: rayon de la terre) et

a=(i, X ) (a représente la latitude du point A).
En ce point A on idére un pendule simple i bil
par rapport a la terre.
zﬂ
i A
N
S ®
rw® cos of
G, A
KM
e &
T | 2F
Fig.9 * | -

Ce pendule simple est constitué par une sphére (S) de
masse m, de centre d'inertie G, suspendue a un fil.
Sur (8) s’exergent deux actions mécanigues :

— I'action mécanique du fil, représentée par le torseur :
T
{B(til — S)}= {
ald.
T ayant méme direction que le fil.
— L'action mécanique de la terre, représentée par le

torseur :
{Bterre — 8)}= a{g}

avec F (force d'attraction newtonienne) définie par :

F=-K Tr-:‘—‘ 7
avec: | K : cons de gravitation universelle
(K=6,67-10""" dans le systéme MKSA)

m : masse de (8)

M : masse de la Terre

r: rayon de la Terre.
La résul générale des acti & extéricures
a (S) est donc égale a :

R(E — S)=T+F.

Appliq hé de la résul dy que a (S)
dans son mouvement par rapport & R (repére non galiléen).
(S) étant fixe dans R, I'équati ielle cor d

4 ce théoréme s'écrit, d'aprés la relation (12):
0=R(5 — S)-ml(GER/R,)
le point G décrivant d'un mouvement uniforme (#=wt),
dans R, un cercle d'axe (O, #;) de rayon r cos a, le
vecteur accélération T(GER/R,) a pour expression :
T(GER/R,)= —rw?® cos af.
Par suite : R(S — )+ mre? cos af =0 sachant que
o M -
RS — §)=T+F & F=—K 771
On en déduit que :
T=K$r—mm: cosa X

3)
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soit P le poids de (S). Lorsqu'on considére le repér
galiléen, le pendule est en équilibre sous I'action méc
que du fil et de la pesanteur, el l'on a :

B+T=0.
De plus. le vecteur accéléralion de la pesanteur est
que :

P=mj.
Par conséquent, compte tenu de la relation (13}, le vec
£ @A pour expression :

2 M e s
g==K=i+rw" cos aX
=3

Par conséquent, dans la définition du vecteur accéléra
de la pesanteur interviennent les effets d'ime
d" i dus i la rotation de la terre. C'est pour
ce vecteur n'esl pas exactement dirigé vers le centre
la terre (saul aux pdles et a I'équateur).

Sachant que r=6370 km et @ =1 tr/j, le terme rw® o
est au maximum égal & rw®=0,0336 m/s’. A I'équal
g, la norme du vecteur accélération de la pesanteur, €
de I'ordre de 9.8 m/s?, ce terme reste inférieur i 0,35
de la valeur de g.

REMARQUE

Le torseur d'action mécanique de la pesan
inclut les effets d'inertie d'entrainement dus
rotation de la terre. Par conséquent, un re
lié & la terre pourra étre considéré cor
galiléen, si le torseur des effets d'inertie
Coriolis dus a la rotation de la ferre,
négligeable par rapport au torseur d’ac
mécani de la p feur.

Ce torseur doit étre pris en considération |
expliquer par exemple :

— la déviation vers ['ouest des fusées ou
projectiles lancés du sol,

— la déviation des courants aériens dans ch:
hémisphére,

— la dérive d'instruments de bord sur les aw
— la rotation du plan d'oscillation du pendu
Foucault (0,7 tour par jour, dans le sens
aiguilles d'une montre, pour une latitude no
45°).

*6. EQUILIBRAGE DYNAMIQUI

Un des problémes essentiels en fabrication
I'équilibrage des solides tournant autour d'un
Cela, afin d’éviter la naissance de vibra
mécaniques pouvant engendrer une détérior
rapide des paliers (phénoméne de fatigue), ou
simplement créer une géne a ['utilisation
matériel, dont le bruit.

6.1. SCHEMATISATION ADOPTE

Soit un béti (S,) auquel est lié le repére gal
R (0, %o, Yo, Zo)- Un solide (S) de masse n
centre d'inertie G, a une liaison pivot sans fi
ment d'axe (O, ;) avec (S,).
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Soit R(0O, %, ¥, %) un repére lié 3 (S) choisi, pour
simplifier les calculs, de telle fagcon que le plan
(0, Zy, X ) contienne le point G.
On pose

(%, E)=0 et OG=af +ci,.
Le solide (S) étant quelconque, la matrice d'inertie
de (S) au point O, dans la base de R, est de la

forme :
A -F -E
[1.,{3)]=l—1? B -D]
(% % %a)

=B =B €
L’action mécanique (inconnue) exercée par (S,) sur
(S) est représentée, au point O, par le torseur :

R
{5(S, — )} o{m}
R =X +Yy +Z7,
M,=L% + My ’
Sur (S) s'exerce également I'action mécanique,

supposée connue, d’un ensemble matériel (E),
représentée au point O, par le torseur :

e 5}

= 7+
— {ﬁl XE +Y.5 +2ido
ﬁm=[-|x +M,y +N,Z,.
Lorsque (S) est la roue d'un véhicule (avec son

axe), (E) est constitué, par exemple, par la route,
la pesanteur, I'arbre de transmission...

posons :

6.2. ACTION MECANIQUE DE (S.)
SUR (S)

Le torseur d’action mécanique de (S,) sur (S)
s'obtient en appliquant le principe fondamental de
la dynamique & (S) dans son mouvement par rapport
AR,

{D(S/R)}={EB(S — S)}.

Sachant que (S) est constitué par (S,) et (E), cette
égalité s’écrit :
{D(S/R)}={T S — H}+{BE — S)}.
Exprimons ces torseurs au point O :
{Romo) dat dau)
o §°{S/R°) (=] ﬁo o HII!

Dol les deux équations vectorielles :

ml' (G/Ro)=R+K, (14)

80(S/Ro)=My+ M. (15)
Afin d’expliciter ces deux équations, calculons au

préalable le vecteur_accélération f.(GfRo) et le
moment dynamique 54(S/R,).

d
Fo/ma=[g Voma]
or V(G/Ro)=ab'§
alors
T (G/Ry)=a0"F —af? k.
Le point O étant fixe dans Ry, le moment dynamique

85(S/R,) se calcule 2 partir du moment cinétique
To(S/R,) par la relation :

4 .
uS/R=[ 7 5 o) -
Le moment cinétique oo(S/R,) s'exprime en fonc-
tion de I'opérateur d’inertie par la relation :
Fo(S/Ro)=To(8, 1(S/Ry))

ce qui correspond i # multiplication matricielle
suivante, sachant que (3(S8/Ry)=8'7,:

A -F —Eq0
[EO(S/RO)]=[—F B -D]lo]
—E -D ClL#'(s 5.5

d'ol

(16)

ao(S/Ro)=—E#'%x —D@'§ +cs"‘z’.,. (17)
Pour calculer le moment dynamique 84(S/R,), &
partir de la relation (16), utilisons la base de
dérivation du repére R.

8uS/Ra)= [ GoS/R0)]_ +TR/RINGAS/R)

d'oll, avec I'expression de Fo(S/R,) de la relation
an,
54(S/Ro)=—E¢"% —D@"§ +C0"7,

+8' A (—B8'X —D6'§ +Co'7,)
soit
54S/Ro)=(~E#"+ D)% —(D8"+E?)§

+Co" Z,.

En rassemblant les résultats, les équations vectoriel-
les (14) et (15), déduites du principe fondamental
de la dynamique, s’écrivent en projection sur la
base de R :
(14) en projection sur :

3 —-maf?=X+X,
¥ mad"=Y+Y,
A 0=Z+Z,
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(IS) en projection sur :

~E@"+D8?*=L+L,

-D@¢"-Ef*=M+M,
Co"=N,.

Equations & partir desquelles on peut exprimer
facilement X, Y, Z, L, M.

By ey ey

6.3. CONDITIONS D’EQUILIBRAGE
DYNAMIQUE

Pour éviter les vibrations il faut rendre l'action
mécanique dans la liaison entre (S) et (S,) aussi
constante que possible. En particulier, indépendante
du mouvement de (S) par rapport  (S,), c’est-3-dire
de 8" et 6",

D’aprés les équations précédentes les conditions
d'équilibrage dynamique sont donc :

a=0: le centre d'inertie G est sur 'axe de
rotation (0, 7,) (condition d'équilibrage
statique).

D=0et E=0:

I'axe de rotation (O, 7,) est principal
d’inertie pour (S).

REMARQUES

— Dans un équilibrage statique (a=0), seule la
résultante générale de 'action mécanique de (S,)
sur (S) est indépend du t de (S)
par rapport & (S,).

— D'une fagon imagée nous pouvons résumer les
conditions  d’'équilibrage par les figures
suivantes (figure 11) :

6.4. REALISATION PRATIQUE DE
QUILIBRAGE DYNAMIQUE

On remplace (S) par un solide (S') constitué de (S)
et de deux solides (S,) et (S,), assimilables & des
points matériels, tel que (S') soit dynamiquement
équilibré.

Soit m; la masse du sollde (S Y(i=1et2) placé a
point M‘ de coord: car X, ¥ 7; dar
le repére R.
Notons G’ le centre d'inertie de (S'), D' et E'
produits d'inertie de (S’) par rapport aux axes d
repére R.
(S') est dynamlqucment ethbré si G’ est sur I'ay
(O Z,) et si D'=0 et E'=
ces conditi
La position du centre d’ |ncmc G' est donnée par
relation (statique, chapitre I, paragraphe 2.1) :
m,=mm + m,OM, + m,0M,
m+m,+m,
si G’ est sur I'axe (O, ,) cette équation vectoriel
s'écrit en projection sur :
x ma +mx, +myx,=0 (1
7 ¢ myy, +myy; =0 (1
Les deux produits d'inertie D’ et E' ont pour valew
D'=D+m,y,z, +myy,2,
E'=E+m,x,2, + MaXsZ>
si D' et E' sont nuls on obtient les deux relatio
supplémentaires suivantes :

D+m,y,z, + may,z,=0 (2
E+mx,z,+myx,2,=0. (2
REMARQUE

Si D est différent de zéro (cas génér
U'équilibrage dynamique ne peut se faire avec u
seule masse. En effet, si par exemple my=
{'équation (19) indique que y, =0, et I'équati
(20) montre alors que D doit étre nul, ce qui .
en contradiction avec ['hypothése de départ.

On dispose de quatre équations ((18) & (21)) pc
déterminer les huit inconnues x;, y, z; et m, (i:
et 2). Le probléeme admet une infinité de solutiol
1! faut donc se fixer quatre conditions. Examinc
ces conditions dans le cas de I'équilibrage dy
mique d'une roue de véhicule. Dans ce ty
d'équilibrage les masses sont fixées sur le bord
la jante, de chaque cité de la roue.

P

Y

e

(a) (b)

Figure 11a : solide non équilibré.

P

(c)

Figure 11b : solide équilibré statiquement mais
non dynamiquement.

Figure 11 ¢ : solide équilibré dynamiquemer
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Ya

M,
r M2
r o 8
T a
Nz H,
Ny
2 Fig. 12

Notons H, la projection orthogonale du point M; sur
I'axe (0O, o), et posons :

{ 3r=(f, m!}

= | M|
Remplagons les coord X Yo &
du point M, par les mordonnées cy!mdnques ry, 0, %
Les gquatre conditions imposées sont les valeurs des
parameétres z,, Zy, Iy, T2 (généralement r,=r,) et les
quatre inconnues sont m,, m,, &,, 6,. Inconnues que
I'on détermine avec les quatre équations
précédentes.
En éliminant m,x, entre les équations (18) et (21)
on obtient la relation :
mx (22— z,)=E — maz,. (22)

En éliminant m,y, entre les équations (19) et (20)
on obtient la relation :

m,y(zz—z,)=D.

(23)

REMARQUE
Lorsque D n’est pas nul, la relation (23) montre
que z, doit étre différent de z,. En effet, dans ce

cas m, est différent de zéro, et y, n'est
généralement pas nul. Ce qui veut dire que les
deux masses doivent étre situées dans deux plans
de section droite de la roue, distincts.

En remplagant x, par r, cos #, dans la relation (22)
et y, par r,sin 8, dans la relation (23), on a a
résoudre le systéme en m, et §, suivant :

myr, cos 8,(z,—2,)=E —maz,

myr, sin 6,(z,—z,)=D.
En éliminant les membres de gauche de ces deux
équations on obtient la relation :

(E — maz,) sin §,=D cos 8,
si D#0:
E- E —maz,

D

d’oli 6,, modulo . La valeur exacte de 8, est fixée
avec I'une des deux équations.
Connaissant 8, on trouve immédiatement m,. Puis
les deux équations (18) et (19) permettent le calcul
de m; et 6,.

cotg 8,=

REMARQUES
— Au lieu d’ajouter des masses aux points M,
et M, on peut enlever les mémes masses aux
points N, et N, symétriques des points M, et My
par rapport @ I'axe de rotation (O, Z,). Cette
méthode est couramment utilisée dans Iindustrie
pour équilibrer des rotors de moteur, des turbines,
des vilebrequins, etc.
— Dans cette étude nous avons calculé les masses
d mettre sur la jante de la roue connaissant D
et E, or dans la réalité ces deux produits d’inertie
sont inconnus. D’oit l'utilisation d'équilibreuses
qui déterminent les caracrémnquu de la réson-
nance eng par le la roue,
montée sur un palier approprié.
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PROBLEME RESOLU

Le but du probléme est de comparer les
accélérations maximales qui peuvent étre obte-
nues sur les trois types de véhicules suivants :
— traction avant (TA),
— propulsion arriére (PA),
— quatre roues motrices (4RM).
I..'_étudc est modélisée par le probléme plan
survant :
Soit R(O, %, ¥, 7 ) un repére galiléen lié a la route
axe(0O, ¥ ).Ondésignepar & = —g 7 I'accélération
de la pesanteur.
Le schéma de la figure 13 définit certaines
dimensions nécessaires a 1'étude.
Le véhicule (S) de centre d'inertie G et de masse
M est animé par rapport & R d'un mouvement
de translation rectiligne, d'accélération &
(y=0).
Les liaisons entre les roues et le chissis du
véhicule sont supposées sans frottement.
Les actions mécaniques de la route sur les roues
sont définies par les torseurs suivants :

{ B (route — S))}= {T'E;N'f}
Iy

{ B (route — S,)}= {Tzf ;Nzﬂ.

Soit f le coefficient de frottement entre les roues
et la route.

Considérons les deux coefficients : g.=£i et
1]

On néglige dans cette étude I'action de I'air sur
le véhicule et la masse des roues.

On donne: g=10m/s* L,=1m; L,=13m;
h=0,5m; M=1200 kg.

QUESTION 1

En supposant qu'il y a équiadhérence des roues
pour le véhicule & quatre roues motrices, c’est-i-

@) déterminer pour chaque type de véhicule les
expressions de p, et u, en fonction de ¥;

b) tracer les graphes correspondants;
¢) interpréter les résultats.

REPONSE
a) Véhicule a traction avant :
Appliquons le principe fondamental de la dyna-
mique au véhicule (S) (dont les roues font
partie), dans son mouvement par rapport au
repére R :
_ {DR}={E(5 —s)}. @
(8), 'extérieur de (S), est constitué par la
pesanteur et la route, au niveau des roues (S,)
et (S,).
La relation (24) s'écrit donc :
{ps/R}={BE — 9}

+{T(route — S,)}

+{G (route — §,)}. (25)

Exprimons ces différents torseurs :

L MT‘(G[R)}= {Myf}
Lo a{ 55(S/R) ol D

le moment dynamique 55(S/R) est nul, car
d
5a(S/R)=|— F(S
(S/R) [ﬂf aal /R)]R

avec Go(S/R)=0, le véhicule ayant un mouve-
ment de translation et la masse des roues étant

négligée.
{B(e — )= {"M"” }
al 0

{© (route — §,)}= {T'f-}NI)"}
L] 6

{@(route — S,)}= {Nﬂ?}
1]

dire p,=p, : 0

YA

/ (s)
G
Oz _/_02\ rUt
(Sz) (Sy)

N fe Lo & h X

Fig. 13 L
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T, est nul. Pour le vérifier il suffit d’appliquer |
le principe fond tal de la dy ique a la 4
roue (S,). 1 wy (TA) f /o (PA)

Par suite, 1'égalité (25) devient : ] i (4RM)

{Myf} {-ng’}+ {T.f +N.§}+ {N,f} ] (eauiadhérence)
td ) ol D W0 wl O

d'oll la premiére éguation vectorielle (théoréme
de la résultante dynamique) : 06 e (‘:"ﬁm

‘ M‘y? =.—Mgf +T, X +N,¥ +N,y 53 ,/ ", b2 (4RM)
soit en projection f, s
— sur ¥ : My=T, (26) Z
—sury : 0=-Mg+N,+N, 03
et la deuxiéme équation vectorielle (théoréme du ¥
moment dynamique au point I,) : i g ;
LGAMy% =LGA(-Mgy ) 147 Fig. 14
+m:’\(T-f+N|}") v (m/s?)
ce qui donne en projection sur I, avec les 0 3 5 10
dimensions inscrites sur le dessin : — T
i e ¢) Meilleure motricité du véhicule 4 quatre roues
Myh=~MLy N, L. @n motrices dans tous les cas.

z g . L T Si £<0,6 : meilleure motricité TA/PA.
Par conséquent, I'expression p, o s'écrit, avec Si £>0.6 : meilleure motricité PA/TA.
la valeur de T, donnée par la relation (26), et la
valeur de N, obtenue a partir de la relation (27) : Q_UE.%

L’hypothése d’équiadhérence des roues n’est pas

_ 7L conforme & la réalité pour le véhicule de série &
“"m quatre roues motrices. Pour ce type de véhicule
la puissance transmise par le moteur aux roues

avant et arriére est sensiblement identique

T, étant nulle : m (Ty=Ty).
S En considérant cette nouvelle hypothése :

a) déterminer pour le véhicule & gquatre roues

Par un raisonnement analogue : s i fons 8, of g1, ou. Someth

— pour un véhicule & propulsion arriére :

de v;
yL b) lnurr:a graphes correspondants;
=01 et u;—g——-—Ll_'_Tk ¢) interpréter les résultats.
REPONSE
— pour un véhicule 2 quatre roues motrices : a) En appliquant le principe fondamental de la
dynamique au véhicule (S) dans son mouvement
I par rapport au repére R, on aboutit de la méme
=™ s facon que précédemment, au systéme de trois
équations suivantes :
b) Les graphes correspondants sont tracés My=T,+T,
figure 14 (sauf les courbes en pointillés). 0=—-Mg+N,+N, (28)
o —~Myh=—MgL,+N,L. (29)
Les pentes & I'origine SCI[I'.II : Sachant que T, =T,, on en déduit que :
pi(TAY=—=0,176 yL
gl p=———
L 2(gL;—yh)
ui(PA)=—=0,23
& L
WARM)=2=0,1. e MGl k)

Remarquons que p,(TA)=pu,(PA)=0,6 pour | b) Les graphes correspondants sont tracés
y=3m/s>. figure 14 : courbes en pointillés.
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Remarquons que :

Higarmy = Hacarmy =03 pour y =3 m/s*.
c) Accélération limitée par u, si f<0,3.
Accélération limitée par g, si f>0,3.

QUESTION 3

Pour les véhicules & quatre roues motrices ufilisés
dans les rallyes on cherche le plus possible a
obtenir une équiadhérence des roues en répartis-
sant convenablement la puissance du moteur entre
les roues avant et arriére.

Dans I’hypothése d’équiadhérence des roues :

a) déterminer en fonction de v, le rapport de

puissance ;i qu’il devrait y avoir entre les roues
2

avant et arriére;
b) tracer le graphe correspondant.

REPONSE

a) Les valeurs des composantes normales N, et
N, obtenues & partir des relations (28) et (29)
de la question 2, sont les suivantes :

M
N, —E (gL,—vh)

M
Na=T (gLi+h)

s'il y a équiadhérence des roues : p, =y, comm

T. .
2 =ﬁll et ‘u’=N_1' on en déduit que :

T, _sl—vh
T, gL+yh

b) Le graphe de % en fonction de y est trac
2
figure 15.

0.6 1
0,41
0,2 4
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EXERCICES AVEC REPONSES

1 — Pour déterminer le moment d'inertie I du rotor (S)
d'un gyroscope, autour de son axe de révolution
matérielle, on réalise la manipulation suivante, basée
sur la mesure de la période d'oscillation d'un pendule
de torsion.

Fig. 16

Soit Ry(O, %y, Fo. £p) un repére galiléen lié & un béti
(So), 'axe ‘fo. o) étant dirigé suivant la verticale
ascendante.

Un fil de ion (F) de I 1, de ion droite
circulaire de diamétre d, disposé suivant l'axe (O, %),
est fixé & I'une de ses extrémités au bati (S,).

Le rotor (S) est lié & (F) de telle fagon que son axe
de révolution matérielle coincide avec I'axe de (F).
Soit R(O,%, 7 ) un repére lié a4 (S). On pose
8=(%, £ ), I'angle 8 est nul lorsque le systéme est au

repos.
Le moment de torsion exercé par (F) sur (S) est
My=Mz,, avec M= — K@ et K=Cte (raideur du fil en
torsion).

QUESTIONS

1° Dé i Iéquation de de (S) par
rapport & Ro.

2° Dé il (1), he qu'a la date ¢=0:
8(0)= 8, et 8'(0)=0.

3 Déterminer la période T du mouvement.

4° Un disque (D) homogéne, de masse m, de rayon r,
est fixé & P'extrémité de (S) de telle fagon que som axe
coincide avec celui de (S). Déterminer alors la période
T; du mouvement.

5° En déduire I'expression de I en fonction de T, Ty, m
et r

Application numérigue : T=233s;, T;=29s;
m=0600g; r=5cm.

6"9.udmtpasmlmpgnnd.pquuelemmu
dans le d que. Afin de ftre Bpmanis
déterminer :

a) Le module de Coulomb du fil. On rap-
G
pelle (cours de premiére) que: K =-'—‘°, avec

4
G=module de Coulomb du fil; u=% et

I =longueur du .
Application numérigue : |=90 ¢cm et d =1 mm.
b) En dédu:lre ]a valenr de Bppua, sachant que la
imale dans la section droite
du fil est: 7,.,=100 MPa,
M-d
On rappelle que T, 4=—— n

REPONSES
1° 0"+ w?@ =0, avec mzu%.

2° L'équation différentielle du second ordre précédente
a pour équation :a.m:lé-jshqua : P+ w?=0, dont les
deux sol e juguées sont : ry=iw et
r=—iw.

Dans ce cas, la solution générale est de la forme :
8=A cos wt +B sin wt.

Avec les conditions initiales proposées : A= et B=0.

Alors : @ =@y cos wt.

Application numérique : 1=1,22-10" kg-m®,
6° a) G=81400 MPa.
b) 6y paxi =2.2 Tad.

2 —_ La figure I?‘ représentﬂ une broche multiplicatrice
le sur hine i pointer, perceuse
ou aléseuse dont la vitesse de rotation est généralement
insuffisante pour donner la vitesse de coupe rationnelle
aux fraises 1x de petit diamé
Soit Ro(0, %, Fo, 7o) un repére galiléen lié au corps (2)
de la broche. Les arbres @ et @ ont une liaison pivot
sans frottement d’axe (O, J,) avec le corps (7).
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Yo
Vo @ . 0, N
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+ ]

Soit R(O, %, ¥, 7 ) unrepére lié 4 1"arbre moteur (1). On
pose : 8=(Z, ), avec & =constante=w, (a, >0).
L'arbre @ ine en rotation trois sphéres telles que
@. homogénes, de masse m, de rayon a, disposées &
120° les unes des autres.

Le centre O, de la sphére décrit un cercle de centre
O et de rayon r, tel que V= Ix.

La sphére (3) roule sans glisser aux points B et C sur
deux bagues coniques @ et @ liées au corps (o), et
communique son mouvement & I'arbre récepteur (2) en
roulant sans glisser aux points A et D sur celui-ci. On
pose : (1((2)/Ro) = @s¥o. Les points A, B, C, D sont les
quatre ts d'un rectang indiqué sur la
figure. Notons : (¥, DB)=(AC, ¥ )=a.

(D) est en contact avec (3) au point I tel que O,1=a7.
Soit f le coefficient de frottement aux points A, B, C,
D et [ entre les différentes piéces en contact. On définit

Fig. 1

P'action mécanique de I'arbre (2) sur la sphére (3), :
niveau du point A, par'le torseur :

A Naf +
=@ on- "
A 0
i : vecteur unitaire dirigé du point A vers
centre O; de la sphére (3) (alors N, =0).
Les autres d'action mécanique sur (3), ar
points B, C, D et I, sont définis d'une fagon analogu
L’action mécanique de la pesanteur étant négligée, «
suppose que les composantes normales en B et C so
égales, ainsi que les composantes tangentielles (Ng
N¢ et Ta=T¢).
Le but de ['étude est de savoir comment régler la bag
@pour qu’elle engendre une action mécanique suffisan
entre les sphéres, I'arbre @ et les bagues coniques @
, de fagon & transmettre la puissance motrice, sai
les p i de maximal:
que peuvent supporter les matériaux.

tafnic di
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On donne :

@, = 157,08 rad/s (1500 tr/min).
Puissance fournie & 1'arbre moteur@ :P=750 W (voir
cours de terminale).
r=48 mm; a=32,5 mm;
m=1,121 kg.

a=14°;

f=0,12;

QUESTIONS

1° Déterminer au point O, le torseur cinématique du
mouvement de la sphére par rapport au repére R;.
2° Déterminer le rapport de multiplication de la broche :
e

wy

3° Déterminer le_vecteur vitesse de glissement au point
ldelaq)hht@par rapport & I'arbre mteur@:
V(1e@I@®).

4° Déterminer au point O, le torseur dynamique de la
sphire (3) dans son mouvement par rapport au repére R,
5° Eerire les équati lai déduites du

fond: ldelad i i ;hsphértgn:;

son mouvement pa;' tapp;rt a;rreake Ry, en projection
sur %, yo, Z. (Le théoréme du moment dynamique sera
écrit au point 0,.)

6° Déterminer la composinte normale N; de la résultante
générale du torseur d’action mécanique de (1) sur (3).
7 Dé iner les comp gentielles T, et Ty des
résultantes générales des torseurs d’action mécanique de
@ sur @ et @ sur @ respectivement.

8° Déterminer la valeur minimale de Ny pour qu’il y ait
roulement sans glissement aux points A, B, C, D entre
les solides en contact.

9° La puissance perdue par frottement au contact de la
sphire (3) et de Parbre moteur (1) est :

P, =T -V(1E@IQD).
Déterminer alors le rendement n du mécanisme
=)

|

REPONSES
r =
—a"‘——'m % e ¥g
1° {VU(@)/Ro)}= i
o —@ Iz
20 ﬁ:L‘ &:5.33_
w, r—acosa o,
r+acos a

3 V(1e@)/Q)= g @k dlou
IV (1@/@)l = 1287 ms.
22
o (D x —mrwex .
e p@ro)= {7

5° On montre que No=Np et T,=Tp. Les autres
équations s'écrivent alors :

2(N, —Np)cos a + Ty= —mrw?
2(Ty+Tg)—-N;=0
2(Tp—Tg)cos a+T;=0.

P
ol T —_— = -

6 Ne=Sirapar  Ni=3068N.
7° To=672 N, Tc=862N.

8° Ny, =740,95 N.

9° 7 =081

3 — L'nérogénérateur présenté figure I8 est utilisé
pour répondre aux besoins en énergie électrique
d'installations isolées : milieux désertiques, milieux
maritimes. Son rdle est de transformer I'énergie
£olienne en énergie électrique. Celle-ci sera soit utilisée
directs ,  Soit kée dans des batteries
d' lation. L'aérogéné est constitué :

— d'une hélice bipale d'axe horizontal,

— d'un dispositif d’orientation (safran et liaison pivot
d'axe vertical),

— d'un générateur électrique.

Xy Fig. 18

Etudions I'aérogénérateur par vent stable.

Soit Ro(0Q, X5, Yo, Zg) un repére galiléen lié au corps (0)
de 'aérogénérateur, tel que I'axe (O, #,) soit confondu
avec I'axe de I'hélice.
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vent
-

5)

I=:H
1158

-

Fig. 19 L

Le vent souffle a la vitesse V=—V7, (V : constante
positive).

L'arbre (1) de I'hélice a une liaison pivot d'axe (O, 7,)
avec (0). Soit R, (0, %, ¥, £,) unrepére lié & (1) tel que
I'axe (O, ;) soit paralléle & I'axe des pales. On pose
6=(%, &) avec #'=Cle=w (w>0).

Le foncti I de P'aérogé est
obtenu avec les conditions suivantes :
V=7m/s et @=120rad/s. Un systéme de régulation
modifiant I'angle de calage # permet de rester au
voisinage de ce point de fonctionnement.

L sérogén gorizui ais A6 it
par pale. Pour la pale (2), celui-ci est constitué par un
ensemble (3) de pitces cinématiq équivalentes :

{® : pale, @) : barre de régulation, (3) : support} et
par un ressort @ pris entre 'arbre et la tige de
rappel @.

P
Cet ensemble @ a une liaison pivot sans

La tige (5)a une liaison linéiq i
d'axe (3, %)

sans fi

avec (O} telle que

‘'O=-a#; (a>0). Le point J est sur I'axe (0, %o

lorsque B =20°.

(5) a pour masse M et la position de son centre d'inertic
G est définie par : 10 =A%, + uf;. La matrice d'inertic
de (5) au point G, dans la base (%), 72, %) est &
suivante :

A -F -E
{10(31]=[~F B —D]
(%1, Fa. T2)

=B -D C
L'action mécanique du vent sur la pak@estmprésentéc
par le torseur :

e

0
avec R = —Rj, R>0(seule la composante de R suivan

d'axe (I, £,) avec I'arbre (), telle que Ol = df, (d >0).
Soit Ry (1, &1, ¥2, 72) un repére li€ a (5), tel que I'axe
(I, #;) soit paralléle & la droite de référence A de la
pale.

On pose : B=(i;, £3), B =constante =20°.

Fa ine la pale en ion) et

TH=p%, + g+ ra.
L'action mécanique de (3) sur () est représentée par Is
force (J, Y#,). Le but de I'étude est de déterminer Y
L’action mécanique de la p est négligée.
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On donne : 4 — Dans la pompe & vide & palettes « FLACO », dont
s T e S T " un dessin partiel est donné figure 20, on se propose au

" 2 :?J:/Lfasgr ::;&Tf&;i‘éf”&‘““" cours du fonctionnement de savoir :

g=3‘0650-’ll}‘" ks-mg’" ©=30200-10-% g;ﬂ; — si les palettes restent bien appliquées sur 1'alésage

D=180- 10~ kg-m?; E=—1920+1076 kg-m?; i corpe (3g)-de Ix: panpe,

£ P i S T g — s'il y a risque d'arc des pal dans
F; _1’; ISS:“‘IIO ,.=ks_£‘n.|'mn TN P 40D i, leur liaison avec le rotor (S,;) de ld pompe.
q ¥ ] : (L'étude est limitée au voisinage de la position ois les
palettes sortent au maximum de (S,)).

QUESTIONS

1° Déterminer le moment cinétique, au point G, de (5)
dans son mouvement par rapport a Rg : Tg(S/Rg).

2° Déterminer la projection ser %, du moment
dynamique, au point I, de (5) dans son mouvement par
rapport & Ry : ¥+ 5(S/R,).

3° Ecrire en projection sur ¥, le théoréme du moment
d ique, au point I, ‘idusmmvemnl
par rapport i R,.

4" En déduire I'action mécanique exercée par la tige @
sur Pensemble (5).

REPONSES
1° 36(S/Rg)=w (—F cos B +E sin )%,

+a(B cos B +D sin B) 7,
—a(D cos B +C sin B) .

2° Commencer le calcul de cette fagon :
£+ 8(S/Rg)=%*8c(S/Rg) +F,+(MI(G/Ro)ATI).
Par suite :
i1°81(S/Ry) = w?*[(B—C+ Mp?)sin 8 cos 8
+D(sin® B —cos® B)+Mpud sin B].
3° %,-5((5/Rg)=%,-M(S —» S) avec
7'My (5 — S)=Yd+Rr.

4 Y=I151 N.
Qy
Zg
3 16
\
4
| 7

Fig. 21
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Soit Rg(O, %o, Fo. 7o) un repére galiléen lié au corps | REPONSES

f;{:;;: d':"':;"ygn . du corps de la pompe, est d'axe | !° S0it H le pied de la perpendiculaire abaissée ¢
(1, 7). tel que : Ol=ef, (e>0). Le rotor (5,) a une | ' OA.
lisison pivot d'axe (O, Z,) avec (So) Son rayon
extérieur est égal & r—e. Soit R(O, £, ¥, %) un repére
lié & (S;). On pose (5, £ )=6, avec 0'=Cle=w (0> e
0); 6=wt. H
Considérons la palette (S) disposée suivant ['axe
(0, £ ). (S) est assimilée & un rectangle de | 1,
de largeur 2a, d'épaisseur négligeable. Soient m la MXG
masse et G le centre d'inertie de ($). On pose OG =x%.
La différence de pression entre les deux faces de la .
palette est Ap. A Fig.
La palette (S) a une liaison glissiére avec jeu et
frottement (coefficient de frottement [) avec (S,), si On peut écrire que OA=0H+HA d'ol

blen qu'on peut remplacer cette liaison par deux yiba g ot el R et
lles avec f aux points B et C, - i T, 3
de normales § et —§ respectivement. La liaison entre e” sin’ wt étant négligeable devant r*, on trouve :
(8) et (Sg) est tuelle avec f t (coefficient Xx=r—a+e cos wl
de frottement f également}au point A, de normale — %, e
si I'on considére que |wt| est petit. 2 (DS, R/RG)) = mxes
Les torseurs d'action mécanique aux points A, B et C o - i
sont de:la tormie s . 2mw’e sin wty
NZ +T§ D (S, R/R)) = }
{?:tsor*S)}=a{ 3 } e Gl ]
B Xpf +Yai 3° En supposant sin wf =0 et cos wf =1, on obtic
{55 — s)}= { 5 N+Xg+Xe=-mol(r-a+2,)
B
= & T+Ygs+Ye=2elAp
c Xcx +Y,
{55, — S)}= { e 5 C"} aT+(a-2,)Y¥g—aYe=(a—e)leldp.
i
L'action mécanique de la est négligée. On | g0 1> P8P (50451 radys
donne : m(a—efr-a+2,) =236 tr/m

m=0,1kg; a=17mm; [=80mm; r=60mm; a—e
e=8mm; Ap=0,] bar; w=10r rad/s (300 tr/min); 5¢ fle—— (f<0.6).
F=0.1. ate

* 5§ — Effet gyroscopique
On peut mettre en évidence simplement |'cifet gyros
pique en réalisant |'une des pelites expérier

suivantes :

— Un parapluie ouvert repose sur I'index en un p
w A de son manche horizontal, voisin de son ce:
1° M qu'en premiére approximation : d’inertie G (figure 23).

x=r—a+e cos wl
(Faire les approximati écessaires sachant que

§=n,133.) b

2° Déterminer au point G les torseurs des effets d’lnertie
d’entrainement et de Coriolis du mouvement de (S) par
rapport & R et Rg.

/

G
3° Berire les trois équations scalaires déduites du 4 Ry
\

A
S A

2 5y
\

principe fondamental de la dynamique appliqué & (S)
dans son mouvement par rapport au repére R.

4° Pour e petit négatif, déterminer la valeur minimale

dewpqunelemimﬁiﬁde(ﬁ]mhenmmnm Fig.

Mal3age e (50, (Rakee e nores ) Si on lache le parapluie, dans cette position, sans
5° Pour e petit positif, déterminer la valenr Im::lmzle donner aucun mouvement initial, celuici tor

que peut avoir f pour qu'il n'y ait pas arc-b vertical Par contre, si on lche le parapluie aj
de (S) dans (S;). lui avoir donné un mouvement de rotation rapide aul
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de son axe, celui-ci, au lieu de tomber verticalement
se met & tourner autour du point A dans un plan
horizontal. Le sens de rotation dépendant du sens de
rotation initiale donnée.

— Une expérience semblable peut étre réalisée avec
une toupie (voir paragraphe 4.2).

C'est griice & un mouvement de rotation rapide autour
de son axe que le moment du poids de la toupie, par
rapport i sa pointe, peut étre équilibré par un moment,
dit moment du couple gyroscopique. Dans ce mouve-
ment I'axe de la toupie décrit un céne.

— Une autre expérience simple consiste 4 balancer &
bout de bras une perceuse portative dont I'axe du
moteur est situé dans le plan d'oscillation du bras,
perpendiculairement au bras. Lorsque le moteur tourne,
le bras est sollicité en torsion par le moment du couple
gyroscopique, dans un sens ou dans l'autre suivant le
sens du mouvement du bras.

Le but du probléme qui suit est de mesurer le moment
du couple gyroscopique, créé par un gyroscope de
laboratoire (figure 24).

Soit Ry(0, %5, 7o, Za) un repére galiléen li€ au bati (Sg)
du gyroscope, I'axe (O, Z,) étant dirigé suivant la
verticale ascendante. Soit § = — g I'accélération de la
pesanteur.

=22}

(My)

Le cadre (S)) a une liaison pivot d'axe (O, 7,) avec
(So). Soit R(O, %, 5. Z) un repére lié & ce cadre. On
pose : ¢ =(Xy, £ ). Un moteur (M,) lié & (S,) entraine
(S)) en rotation.
Le cadre (S,) a une liaison pivot sans frottement d’axe
(0, ¥ ) avec (S,).
Soil( RZ(Oi %3, ¥, 1) un repére lié & (S;). On pose :
8= (2, 12).
Le rotor (8) a une liaison pivot d'axe (O, ¥;) avec
(S3). Un moteur (M,) lié & (S;) entraine (S) a vitesse
angulaire constante. On pose

T3(S/R,y) = p'%; avec '=constante.
Ce systéme est congu de telle fagon que le centre
d'inertie de I'ensemble constitué par (S,), (M,) et (S)
se trouve sur I'axe (O, 7 ). Alors 8 =0 lorsque §'=0.
La matrice d'inertie, au point O, de [I'ensemble
constitué par (S,) et (M;), rotor du moteur exclu, est :

A, -F, 0
[Hs,,m]{—& B, o]
(%2, 5. &)

0. 0 C
La matrice d'inertie, au point O, de (S), rotor du
moteur compris, est :

A 0O
[u3)1=[o c o]
00 Cliz.-.-)

Zo

Fig. 24
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Un solide (S,) assimilable a un point matériel de masse REPONSES

&e)sipl::fn:u 2?':;:“';::“; Ome:s:x ;:dr:g:m?k:: 1 En supposant 6 =0 et ¢'=constante, on obtient
moteur (M,) de telle fagon que @ redevienne nul. Alors relation :
=X et =13, Ap'd' = mgd
on en déduit que ¢ est constant.

1
2° Avec les valeurs proposées : &‘-5 tr/s.

QUESTIONS
1° Quelle équation scalaire obtient-on en appliquant 3 | BEMARQUES
I'ensemble matériel (E) constitué par (S;), (M), (8) et el o ;
Le terme Ag'y' est appelé moment du cou
ff:;‘” dass souw :::me:; |an rtagpo:: i R’;' }e" mi:_h?; gyroscopique. C'est lui qui s'oppose au moment
3 d X s 4 poids de (S;), par rapport d l'axe (O, 7 ).
2° Déterminer ' sachant que : — Lorsqu'on cherche & modifier la direction
m=350g; g=981m/s’; d=15cm;> 'axe du rotor du gyroscope, celui-ci se dérobe
&' =4500 tr/min; A=1,22-10"2 kg-m’. tournant autour de (O, ).

NS REPONSES

6 — Etude de la phase de démarrage d'un variateur de C,% : moment du couple exercé par le moteur
vitesse 4 plateau, schématisé figure 25. I'arbre moteur.
2 H{G/R)=a'%.

Le plateau (P) est lié a I'arbre récepteur qui a
liaison pivot glissant sans frottement d'axe (0, 7 )z
arbre récepteur le biti (B).

Le plateau (P) est circulaire de rayon R> A, de ce
C situé sur I'axe (O, £ ); son plan est perpendicu
ai
On pose :

OC=ri ((G) et (P) sont supposés constammen

contact au point H);
m : masse de ['ensemble constitué par I’z
récepteur ct le plateau (P);

J : moment d'inertie par rapport i l'axe (O, ¥
I"'ensemble constitué par 'arbre récepteur .
plateau.

C,Z : moment du couple exercé par le récepteu

I'arbre récepteur;

Q(P/R)=p'Z.

Soit f le coefficient de frottement entre le galet (1
le plateau (P).

L'action mécanique de contact de (G) sur (P
représentéc par le torseur :

arbre moteur

Fig.- 25

F

Soit R(O, %, §, 7 ) un repére galiléen lié au bati (B) du {8G — P)}= { sl
variateur. On désigne par § =—gf I'accélération de la H
pesanteur. Posons F=Xi + Yy +27
Le galet (G) est lié a I"arbre moteur qui a une liaison
pivot sans frottement d'axe (O, ¥ ) avec le biti (B) | QUESTIONS

: Fir iy - b o el i
E'Iégimagt). ORI \8 Rine0n L 1° Déterminer le vecteur vitesse de glissement au
Le galet (G) est assimilé A un disque de rayon r | H, de (P) par rapport i (G).
d'épaisseur négligeable, de centre A situé sur ['axe 2* Quelle équation scalaire obtient-on, en appliqus

(0, £ ). dont le plan est perpendiculaire & & point A, en projection sur X, le théoréme du m
On pose : dynamique A I'ensemble {galet, arbre moteur} dai
OA=A% A: positive d i mouvement par rapport a R?

I : moment d'inertie par rapport & I'axe (O, £) de | 3° Quelle équation scalaire obtient-on, en appliqu
I'ensemble constitué par I'arbre moteur et le galet point C, en projection sur %, le théoréme du m
(G)
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dynamique @ I ble { arbre récep

son mouvement par rlppurl a R?
4° Déterminer Z.

}dnns

a'(0)=aw>0
B')=0.

a) Déterminer X et Y pendant la phase de glissement
entre le plateau (P) et le galet (G).

&) Déterminer la durée T de la phase de glissement entre
(P) et (G), si I'on considére que pendant cette phase C,,
et C, sont constants.

5° Sachant qu'a la date =0 [

Application numérique :

1=0,0003 kg-m*; J=0,015kg'm’; C, =0,2 Nom;
C.=0,1 N'm; f=02; m=3 kg; E"’.’l l'li."lz r=3cm;
A =10 cm; @ = 31,42 rad/s (300 tr/min).

7 — La figure 26 représente le dispositif de commande
d'une tourelle de machine outil.

Soit Ro(O, %y, o, Zo) un repére galiléen lié au bati (0).

La tourelle, non représentée sur la figure, est lide i

AA
8 arbre porte 5 rous & rochet 4 palier d'indexage
tourelle vop

7 lige du vérin

| SR

d'ind

6 index

2 corps du vérin
de rotation

1 tige du vérin de

Ill)"lllllllllllll 2N

e e e ’,_,I\

rotation
5 0_glissiére-bati

] "\ 3 _biellette

’\

I.-ﬂl
—i

Fig. 26
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I'arbre . Cet arbre, en liaison pivot d'axe (0, 7,) avec
le bati (0), est entrainé en rotation par I'intermédiaire du
dispositif dindexage constitué par le palier , la roue
& crochet @ Pindex @ et le vérin @
Le mouvement de rotation du palier (4 ) autour de I'axe
(0, #,) est obtenu par le déplacement du corps du
vérin, relié au palier par la biellette
Une liaison glissiére d'axe (G, ) assure le guidage de

par rapport au bati (0 ). Gestle centre d"inertie de
La biell adeux i linéi laires d'axes
(A, %) et (B, 5,) avec @ et @ respectivement.
Les liaisons définies précédemment sont sans frol-
tement.
On suppose que le centre d'inertie de |'ensemble
matériel (S) constitué par L (6). (1), (8)etla
tourelle est situé sur I'axe de rotation (0O, 7).
Le moment d'inertie de (S) autour_de (0O, ) est
=03 kg-m>. La masse du corps du vérin est
m =4 kg. Celle des autres piéces en mouvement est
négligée.
Au cours du mouvement, les_joints d’étanchéité tel que

exercent sur la fige une action mécanique
représentée par la force (H. Fi,), telle que

|F| = constante = 50 N.

On considére ce mécanisme & la date ¢, telle que :
— l'accélération angulaire du palier par rapport au
biti (0) soit : 8"=~50 rad/s%;
— sa configuration, différente de celle de la figure 26,
soit définie par (en millimétres) :

OB =— 69%,— 1267, 483,
OA= 66%,— 1457, — 487,
GA= 1005,— 187, +487,
GH=—100%,+ 127,
L'action mé de la p est négligée.
QUESTIONS

1” Déterminer 2 la date ¢ Paction mécanique exercée par
fa bicllette (3) sur le palier
Php@onmlrhedsmk‘%ﬁndemulim.d&é
fond est p=10 bars, la contre-pression cHté tige est
g =4 bars.
Lerlppcﬂdudnmhﬂsdulaﬁae@ﬂduﬂllndn

2
intérieur d t K=-.
n ur du corps @ es! 3
Déterminer le diamétre du piston pour obtenir le
mouvement précédent.
3° Déterminer i la date ¢ le torseur d’action mécanique,
au point G, du biti sur le corps du vérin.

S—Le dessm de Ia figure 27 représente une téte

& recevoir un verre pendant
Iustnage de sa levre. Le pied du verre 4 la forme
indiquée sur le dessin. Ce pied est plaqué et serré sur
Ia face F de la téte par 3 pices (4) situées & 120° les

unes des autres

Au cours de I'usinage (chauffage, découpage, polissa
de la lévre) la téte est entrainée en rotation par rapp:
au plateau (0). Le passage d'un poste de travail a
autre est obtenu par la rotation de autour d'un a
paralléle & celui de la téte.

Le but de I'étude est de déterminer la variation
I'effort de serrage du pied du verre en fonction de
vitesse de rotation de la téte par rapport au plate:

Zg
s 1 ] o
02
— 5 ] c :
X
Qy > Gy
-~
xy
1 J
+G,
K
verre
4
Fig.

Soit Ro(0, Xy, Fo. Zp) un repére galiléen lié au pla
(0). I'axe (O, ) étant placé suivant I'axe de rotatiol
la téte. On désigne par g = — gip I'accélération d
pesanteur.

Le corps @ de la téte pneumatique a une liaison p
d'axe (0, Z,) avee (9). Soit R(O, £, 7, 7o) un repér
4(1). Onpose : §=(%,, ¥ ). La liaison entre la piéce
représentée sur le dessin, et le corps (1) est glissiére
frottement de direction f. L’action mécanique de G
le pied du verre est définie par le torseur :

R
{B(@ — verre)}= o
kLl 0

avec Ryg=Xg¥ + Yy +Zxdp.

Soient my la masse de @ et G4 son centre d'inertie
pose : ry=—%+0G, (ry;>0).

@ est entrainée en translation par un secteur circu
denté @)' de masse m,, de centre d'inertie G;, a
une liaison pivot sans frottement d'axe (C, 7 ) avec
On pose : OC= —di (d>0).

SoitRy(C, £y, 7, #;) unrepére lié 2 (3), tel que TG, -
(a>0).
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7S
v 7/
&+ J\

..... SO

®
®

Section A.A

AR

U

B TR

/]

Air

Section du verre

@64

Fig. 27
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On pose : a=(%, %,).

(a et r, sont constants lorsque le pied du verre est
serré.)

L'action mécanique de (3) sur (4) est représentée par le

Lorseur : ﬁ,

(3@ — Ol= 15

b

X,=%-K
CJ = = 37, (ry : constante positive)
Les trois secteurs circulaires tels que (3) sont entrainés
en rotation par une pitce (2) ayant une liaison pivot
glissant d'axe (0, Z) avec (D).
L’action mécanique de (2) sur (3) est représentée par le

torseur :
=@ — o {{}
o 1
Z=7R,
Cl=ni
La valeur de Z; est fonction des acti écanig
exercées par I'air comprimé et le ressort sur la pi¢ce @

QUESTIONS

1° En supposant la masse du secteur circulaire (3)
concentrée en son centre d'inertie, écrire au point C, en
projection sur 7, le théoréme du moment dynamique
appliqué & (3) dans son mouvement par rapport 3 R,.
2° Ecrire en projection sur £, le thé de Ia résultant
dynamique appliqué au solide (1) dans son mouvement par
rapport i@ R,.

3° Sachant que :

my=160g; m,=100g; g=98lm/s"; Z,=230N;
a =30 ry=30 mm; a =8 mm; d =57 mm; ry=52 mm.
Donner P'expression numérique de Xy en fonction de &',
Quelle est la valeur de Xg, pour 8'=500 tr/min?

Pour quelle valeur de ', Xy est-elle nulle?

On pose

On pose :

*9 — Sur la pitce (P) schématisée figure 29 on veut
réaliser I'usinage suivant :
— dressage de la face A,
— pergage et alésage du diamétre B.
Pour cela, on utilise un montage de tournage (M) pour
metire en place la piéce et I'abloquer en position.

Soit Ry(O, %5, 7o, ) un repére galiléen lié au béti (S)
du tour, I'axe (O, ¥,) étant placé suivant I'axe de la
broche (S). On désigne par § = — gi, 'accélération de
la pesanteur.

Soit R(O, £, ¥, £ ) un repére lié & l'ensemble (E)
constitué par (S), (M) et (P). On pose : 8 =(%, £ ). Un
moteur assure : §'=constante = w.

L'ensemble constitué par (S) et (M) est dynamique-
ment équilibré autour de I'axe (O, Ji). Par contre, la
piéce (P) n'est pas dynamiquement équilibrée & cause
de la présence d'un bossage d'axe de symétrie
matérielle (I, £ ) (I point de I'axe (O, 7p)).

Le but de |'étude est d'équilibrer dynamiquement (E)
autour de I'axe (0, 7).

Soient m la masse de la piéce (P) et G son centre
d'inertie, défini par : OG=af (a>0).

La broche (S) 2 une liaison pivot d'axe (O, 7,) avec
(Sp). Cette liaison est réalisée par l'association en
paralléle des deux liaisons sans frottement (L,) et (L3)
suivantes :

(L) : Liaison rotule de centre A, tel que

0A, = ~ 1,7 (lb>0)

(L;) : Liaison linéique annulaire d'axe (O, %) et de
centre A, tel que

OA; = =L, (b>1).

s !

[
d'action mé de ces liai sont

de la forme : 9
{B(S, — 8)}= '}
ald

(B8, — $)= {Kz}
Az 6

QUESTIONS

1° Montrer que la matrice d'inertie de la pitce (P), au
point O, dans la base (%, ¥, Z ), est de la forme :

A -F 0
[m}]n[—s B o]
0 0 Clijs

2° Par application du principe fondamental de la
dynamique & ensemble {(S), (M), (P)} dans son mouve-
ment par_rapport & Ro, que les résul
générales R, et R, des torseurs d’action mécanique de
(8g) sur (S) sont données par les relations :
(3= 1) R, = —w*(F + maly) ¥ + mglyZ,
(=1)Ry= @(F+mal)) 5 —mghi,

Q_
(&) =
(Fy)

f i
=) wa | T
- A
S
A A
Fig. 29 )
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Dﬂseeu!culonneﬁenﬂrlpuwmpudﬁmde
(S) et (M), ces deux éant d
équilibrés.

3° En déduire les conditions d’équilibrage dynamique de

4° On veut équilibrer d (E) en plagant une
masselotte de masse m,;, supposée ponctuelle, au point
M uw cartésiennes (a,, b;, 0) dans le repére
n(o, ¥ o £ )

Quelles relations doit-il y avoir entre m,, a;, b, et m,
a, F?

Montrer que la valeur de b; ne peut étre imposée &

priori.

On donne : F=3610"¢ kgm% m=0,8 kg; a =5 mm;
a;=—80 mm.

Déterminer m, et b,.

5* Pour plus de facilité on choisit d'équilibrer dynami-
q (E) en plagant deux de masse m,
etuzmebmmdesiaml’h)e‘tﬂ?:)dnmmde

La bille (8) est en contact en I et J respectivement
avec les bagues (8y) et (Sz).

Soit R(O, %, ¥, 7 ) le repére tel que : OC = af.

On pose 8=(%, £ ).

Le but de I'étude est de déterminer la charge axiale
minimale que doit ‘supporter cette butée a bdles pour
que I'on ait roul et pi sans gl

en [ et J. Le non respect de cette condition p provoque
une usure prématurée de la butée.

Les torseurs d’action mécanique de contact des bagues
sur la bille (S) sont de la forme :

X, E+Y e+ Z,
G5, — S)}=
(5E — o) { ; ’}

X,% +Y':)"n+zzf}
1]

On désigne par f le coefficient de frottement entre les

billes et les bagues.

QUESTIONS

{55 — 8)}= ,{

mm. aux points M, et M;, r
mrﬁslems (a., by, 0) et (a;, by, 0) dam

le repére R(O, %, ¥, 7 ).

Quelles sont les relations que doivent vérilier m,, a,, b,

“"'1. az, by?
que nécessai b, doit étre différent de b,.
On donne : a;=—80 mm; a,=80 mm; b,=—30 mm;

by =—60 mm.
Déterminer m; et m,.

*10 — Une butée a billes
figure 30) :

— d'une bague (S,), f'xe pa.r napporl 4 un biti, lié au
repére galiléen Ro(O, Fo, 5o %o ):

— d'une bague (S;) dont le mouvement par rapport &
la bague (S,) est représenté par le torseur :

{v(S/80)= 0{“’;"}

w étant variable;

— de 19 billes homogénes, de masse m et de rayon r.
On considére la bille (S) de centre C. La trajectoire,
dans Ry, du centre C de cette bille est un cercle de
centre O et de rayon a.

est constituée (voir

1* En considérant qu’il y a roulement sans glissement
en 1 et J, déterminer en fonction de e, r et a, les torseurs
cinématiques :

{V (S/Re)} au point C.

{U R/Re)} au point O.
Montrer gqu'il y a un pivotement indéterminé entre la
bilte (S) et chacune des deux bagues.
2* Déterminer au point C le torseur dynamique de la
bille (S) dans son mouvement par rapport au repére Ry,
1° Ferire les équati L s les théord
généraux de la dynamique, am)liqu& 4 Ia bille (S) dans

son mouvement par rapport au repére R,

(L*action mécanique de la p est nég!isée )

4! e B Iﬂ p 1. $ 2 diall, dﬂ 1.
énérales des acti fnant de des

les g 1

bagues sur la bille (S).

5° Déterminer la charge axiale minimale, P ., que I'on

doit exercer sur la bague (S;) pour que les billes roulent

sans glisser sur les bagues.

Application numérigque :
a=215 mtn, r=30 mm; m

—o.m kg; f=0,07;
w= 40 I rad/s (400 tr)‘mln), =0 rad/s®.

La société des roulements FAG propose P, =16 000 N.
Que peut-on en conclure?

20 %/J% as
o ) BN ‘ I
N
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— énergétique

Les notions de puissance, de travail et d'énergie jouent un
réle trés important en mécanique. Une fois ces notions
définies et les relations dont elles sont I'objet établies, nous
pourrons par exemple :

— déterminer la puissance minimale du moteur
d'entrainement d’'un mécanisme, pour assurer un mouve-
ment prévu;

— calculer le rendement d'un mécanisme;

— exprimer la conservation de I'énergie mécanique (sous
certaines hypothéses) d’un réducteur ou d'un variateur pour
obtenir le moment de son couple récepteur.

Définition

1.1. PUISSANCE DEVELOPPEE %

PAR UNE ACTION @
MECANIQUE Exn%mhguns A 8
UN ENSEMBLE MAT! :
DANS SON MOUVEMENT _ REMARQUES
PAR RAPPORT A UN REPERE

§' (E) par rapport au repére R, est :

# La puissance développée, a la date ¢, par P'acl
i mécanique de (X) sur (E), dans le mouvement

BE —» E/R)=J F(M)-V(M/R)dm
MEE

RIEL,

Soient deux ensembles matériels (Z) et (E),
distincts, en mouvement par rapport & un repére R.

linéique, surfacique ou volumique.

Supposons que l'ensemble matériel (2) exerce sur puissance développée s’écrit alors :

I'ensemble matériel (E) une action mécanique
représentée par une densité de forces f (M), relative-
ment 4 la mesure de masse dm en chaque point M
de (E). (Action mécanique de la pesanteur, par
exemple.)

Fig. 1.
248

P(E — E/R)=F(M)-V(M/R).

donnée en classe de terminale.

— La définition précédente est d adapter lors
le champ de forces est défini par une den

— Lorsque I'action mécanique de (Z) sur
est représentée par la force (M, F(M)),

On retrouve ainsi la définition de la puissa

1.2. PUISSANCE DEVELOPPEE
©® ® PAR UNE ACTION
MECANIQUE EXTERIEURE A

7o) UN SOLIDE, DANS SON
MOUVEMENT PAR RAPPORI
A UN REPERE
V(M/R) Lorsque I'ensemble matériel (E) est un solide

(R)

par un torseur. Soit :

{us/m}= {'*ﬁ(S/R) }
AV(AES/R)

s le champ des vecteurs vitesse de (S) est représe
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le torseur cinématique du mouvement de (S) par
rapport & R, défini en un point A de (S). Alors le
vecteur vitesse d'un point M_quelcongue de (S)
s'exprime en fonction de V(AES/R) par la
relation :

V(MeS/R)=V(AE€S/R) +T(S/R) A AM

Remplagons ce vecteur dans I'expression de la
puissance développée par I'action mécanique de (Z)
sur (S), dans le mouvement de (S) par rapport 4 R :

PE — SfR)=j F(M)-V(MES/R)dm
soit

PE — S/R)= [

Mo

sf(m-[”\?(aesm)
© +T(S/R) A AM ]dm
D'ou :

PE —» S/R)= J’

+j FOM)-[TH(S/R) A AM Jdm

f(M)-V(A€S/R)dm
=5

Mettons en facteur V(AES/R) et {(S/R) en
remarquant au préalable que le produit mixte de la
deuxiéme intégrale peut s'écrire :

(S/R)-[AM A f(M)]

on obtient alors :

P(Z — S/R)=V(AES/R)-I f(M)dm

+?i(S/R)-jM ) AM A f(M)dm

or le torseur associé a I’action mécanique de (Z)
sur (S) s"écrit au point A :

RE — S)}
G(Z —+ S)p=
{ . )} A{MA(E — 8),
avec

RE — SJ=[

ME

f(M)ydm
s
et
rec — S)=I AM A F(M)dm
MES

Par conséquent :
P(E —» S/R)=R(E — S)-V(AES/R)
+MA(E — 8)-1(S/R)

La puissance développée par I'action mécanique de
(Z) sur (8), dans le mouvement de (S) par rapport
a R, est donc égale au produit du torseur d'action
mécanique de (Z) sur (S) par le torseur cinématique
du mouvement de (S) par rapport & R. (Revoir la
définition d'un produit de deux torseurs au
paragraphe 14 du chapitre 1 de dynamique.) Soit :

P —> S/R)={BE — S)-{VSR) |

Cas particuliers

— Lorsque le torseur d'action mécanique est un
torseur a résultante, la puissance est :

P(E — S/R)=R(Z — S)-V(AES/R)
— Lorsque le torseur d'action mécanique est un
couple, la puissance est :

P(E — S/R)=MA(E — $)-TUS/R)
On retrouve ainsi un résultat mis en évidence en
classe de terminale.

REMARQUE
La notion de puissance n'a de sens que relative-
ment d un repére. Ainsi la puissance développée
par l'action mécanique de (Z) sur (S) est nulle
dans tout repére lié a (S).

Application

Un véhicule & quatre roues se déplace en ligne droite
sur une route. Calcul les pui développé
par différentes actions mécaniques au niveau d'une
roue arriére motrice.

©)

111
11
- (¢}
L Al
Ox
Fig. 2 z

Soit R(0, %, 7, 7 ) un repére lié i la route (S,).

Le plan (O, ¥, Z ) schématise le plan de la route, d'axe

(0, 7). L'axe (O, & ) est vertical ascendant. La roue

arriére motrice (S), d’épaisseur négligeable, de centre

E\. de )tayon a, roule sans glisser au point I sur 'axe
0,¥7)

(S) a une liaison pivot sans frottement d'axe (A, i)
avec le chassis (S;). L’arbre de transmission (S)

entraine en rotation (S) en ne lui transmettant qu'un
couple de moment CZ (liaison avec joint de Cardan,
par exemple).

Considérons les torseurs cinématiques suivants, expri-
més dans la base de R :

0 0 00
{0 n] et {U(S/Sp}= [u 0]
all 0 alaw 0.
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ainsi que les torseurs d'actions mécaniques :

N 0
{B(5g — S)}= ['r u];

0 0

X L
{5 — 8}= {Y M];

ALZ 0

(]

{B(S, — 5)}= {o n]A

Al0 C

QUESTION

Déterminer la pulssance développée par I'action mécani-
que de

1° (S;) sur (S), dans le mouvement de (S) par rapport
a (81

2° (Sy) sur (S), dans le mouvement de (S) par rapport
@ (So);

3° (84) sur (S), dans le mouvemeng de (S) par rapport
a(S,);

4° (S) sur (Sy), dins le mouvement de (S;) par rapport
i (Soh

5° (8) sur (S,), dans le mouvement de (S;) par rapport
i (S).

REPONSE

Ces différentes pui se par les produit
des torseurs suivants, en prenant soin de bien les
exprimer au méme point :

1° P(S, — 8/8)={B (5, — )}-{Vv(5/5))}
| P(S; —» §/8,)=Co. —l

29 P(Sp — S/So)={T (S, — S)}-{V(S/So)}
=R(S, — 8)-V(IES/Sy).

Comme (S) roule sans glisser sur (Sq), V(IES/S,) est
nul, et :

] P(So — 5/S0)=0. ]

3° P(Sy — 8/8,)={B(S; — S)}-{V(5/5))

L P(So —» S/S))= -'ﬂmTJ

4° P(S — 8,/S0)={B(S — Sn}-{V(Si/Sn)}

| P(S —» S5,/S)=Y-v. ]

5° P(S — 8,/S)={B (S — S}-{V(5/5)}

I P(S — 5,/5)=0. |

Conséguence (utile au paragraphe 1.3)

La puissance développée par I'action mécanique de
I’ensemble matériel () sur I'ensemble matériel (E)
(qui n'est pas nécessairement un solide), dans le
mouvement de (E) par rapport au repére R, a été
définie au paragraphe 1.1 par I’expression :

P(E —» E[R)sL Ef(M)-v(M/R)dm.
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Cette puissance, pour le mouvement de (E) pa
rapport & un autre repére R, s’écrit :

PE — E/R.J=I F(M)-V (M/R,)dm.

Par suite :
P(2 — E/R)-P(Z — E/R))

=[  Foa-[VM/R)-VM/R) ]
MEE

Soit d'aprés la relation de composition des vectew
vitesse au point M entre les repéres R et R, :

P(Z — E/R)-P(Z — E/R,)
mj F(M)-V(MeR,/R)d

MEE
expression qui se met donc sous la forme :

P(2 — E/R)-P(£ — E/R,)
={5E — B} {VR/M)} | (

1.3. PUISSANCE DEVELOPPEE
PAR LES ACTIONS
MUTUELLES ENTRE DEUX
ENSEMBLES MATERIELS

Soient deux ensembles matériels (Z) et (EF
distincts, en mouvement par rapport & un repére

Définition
La puissance développée, & la date ¢, par
actions mutuelles entre () et (E), dans le
mouvement par rapport 4 un repére R, est :

| PE <« E/R)=P (S — E/R)+P(E — 3/R)

Propriété
La puissance développée par les actions mutuel
entre (Z) et (E) est indépendante du repére
La relation (1) permet d’écrire :
— pour 'action mécanique de (Z) sur (E):

P(Z — E/R)-P(Z — E/R,)
={zE ——Br} {U®RA

— pour I'action mécanique de (E) sur (Z) :

P(E — Z/R)-P(E — Z/R,)
={6E — }{VR/N

additionnons membre & membre ces deux égalité
P(E «+— E/R)-P(Z «— E/R))
=[{6E — E)}+{B(E — Z)}]-{VR/R
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D’aprés le théoréme des actions mutuelles le d

membre est nul. Par suite :

P(2 «—— E/R)=P(Z «— E/R;).
Ce qui prouve que la puissance développée par les
actions mutuelles entre (2) et (E) est indépendante
du repére choisi pour la calculer. Par conséquent,
cette puissance sera simplement notée :

Application

Soient (5)) et (5;) deux solides en tact ponctuel avec
frottement en un point A (coefficient de frottement :
f=tg @), et (I1) le plan tangent commun en A & (5,) et
(S2)-

(S4)
Fig. 3

Le torseur d'action mécanique de (S;) sur (S;) est de la

forme, au point A :
(B, — 33]}- {ﬁ(ss — Sz}}
A 0

(Le contact est supposé rig p 1).
On pose

R(S, — 8;)=N(S, — S)+T(S, —= §,)
avec

N(S, — S;)L(w) (effort normal)
T(S; — S;)E(wr) (effort tangentiel).

Le torseur cinématique du mouvement de (S,) par rapport
@ (5)) est de la forme, au point A :

1(s./80) }
V(S,/S,)= .
{v(s/s) Waesys,
Le vecteur vitesse de glissement V(AES,]S.] est un

vecteur de méme direction que le vecteur T(S, — S;)
et de sens contraire (paragraphe 3.3 du chapitre | de
statique).

QUESTION 1

Déterminer la pui
entre (5,) et (Sy).

REPONSE

toppée par les acti tuelk

A&l %

La pui ppée par les acti lles entre
(8,) et (8;) s'écrit par définition, par rapport & un repére
R:

P(S; «<— 5;)=P(8; — 5;/R)+P(S; —~ §,/R).

Cette p est  indépend du re R
conséquent, si I'on choisit R lié & (S,) : RS i W

P(8; +— 8;)=P(§, — 5./5)).

Puissance qui se calcule par le produit des deux torseurs
définis précédemment :

P(S; ~— S)={B(S, — S)}-{V(S,/S1)}
soit :

P(S, +— S:)=R(S, — S$,)-W(A€S,/S))
ou encore, en faisant intervenir I'effort tangentiel :

P(S, ~— S;)=T(S, — 5,)-V(A€5./S)).

Le produit scalaire des deux vecteurs intervenant dans
cette expression étant négatif ou nul, la puissance
développée par les actions mutuelles entre (S;) et (S;) est
négative ou nulle. C'est une puissance perdue par
frottement entre les deux solides et qui se transforme en
chaleur.

QUESTION 2

A quelle condition la puissance développée par les actions
mutuelles entre (S,) et (S;) est-elle nulle?

REPONSE

Cette puissance est nulle si :
« le contact entre (S;) et (S;) est sans frottement, ou si :
e (S;) roule sans glisser sur (S,).

1.4. LIAISON PARFAITE ENTRE
DEUX SOLIDES

Définition
Deux solides (S,) et (S;) ont une liaison parfaite
si, quel que soit le mouvement de (S,) par rapport
4 (S,) autorisé par la lisison, la puissance
développée par les actions mutuelles entre (S,) et
(S,) est nulle.

Soit [ B(S, < S;)=0. ]
REMARQUE
Plus précisé cette pui e doit étre nulle

quelles que soient les valeurs des composantes,
non nulles, des éléments de réduction du torseur
cinématique {V(S,/S,)} de la liaison entre (S,)
et (S;).

Conséquence

Par rapport 4 un repére R, la puissance développée
par les actions mutuelles entre (S,) et (S;) s’écrit
par définition :
P(S, «— 8,)=P(8, — S5;/R)+P(S; — §,/R)
si R est lié a (S,):

P(S, «— 8,)=P(§, — §,/§))
si R est lié a (53):

P(S, «— S;)=P(S, — §,/8;).
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Par suite une liaison parfaite entre (5,) et (S,) est
telle que :

| ps, — su/s0=0 | @

ou P(S; — §,/8,)=0.

En considérant

le torseur statique {'G'(S. — S,}}

et le torseur cinématique {V(S,/S,)} de la liaison
entre (S,) et (S,),

la relation (2) sécrit :

| {55 — 82} {Sw/s0}=0. |

Ce qui signifie que dans une liaison parfaite les

torseurs statique et ciné de la liai sont
réciproques.
EXEMPLES
Voici deux exemples de liaisons parfaites entre deux
solides :
— liaison sans f (a 1, linéi-

que ou surfacique),
— liaison sans glissement (bille ou cylindre de
névoluuon rnulanr. sans glisser sur_un plan). Les
et au pi t étant

évem.uel]emenl négligées.

Application
Deux solides (S;) et (S;) ont une liaison glissiére
hélicoidale sans frottement d'axe (O, £ ), de pas réduit p.

]
-

Déterminer les caractéristiques du torseur d’action mécani-
que de contact de (S;) sur (S;).

Fig. 5

REPONSE

relation qui doit &tre vérifiée quel que soit le mouveme
de (S;) par rapport & (S,) autorisé par la liaisc
c’est-a-dire quelle que soit a'.

Par suite les éléments de réduction du torseur d'acti
mécanique de contact de (S,) sur (5;) sont tels que :

I px R(S, — S;)+ 7 M8, —+ §;)=0. ]

On retrouve la propriélé du torseur statique de la liais
glissiére hélicoidale déja mise en évidence, d'une manii
beaucoup plus longue, au paragraphe 3.4.7 du chapitr
de statique.

REMARQUES

— La notion de liaison parfaite s'étend faci
ment d une ligison équivalente d plusieurs liaiso
placées en paralléle et en série entre (S,) et (S
Pour cela il suffit de considémr les torset
statique et cinél de la | équivalen
— L'hyporkése de liaison parfaite permet u
mise en équati d'un probl de dy

par le principe fondamental ou le théordme
I'énergie cinétique (démontré au paragaphe -
sans préjuger de la conception technologique
la liaison.

2. TRavalL

2.1. DEFINITION

Le travail, entre les dates f, et t,, de Pacti
mécanique de [D'ensemble matériel (%) s
I’ensemble matériel (E), dans le mouvement de (
par rapport au repére R, est

WS — E/R)=j"1)(z — E/R)dL.

Par suite, le travail élémentaire entre les dates ¢
t+di est

dW(E — E/R)=P(E — E/R)dL.

2.2. UNITES

— L'unité de travail est le joule.
Le. Joule est Ie travail produit par une acti

La liaison entre (S,) et (S;) étant sans f est
parfaite. Alors P(S; —— 5;)=0, soit

{B(S, — S)}-{V(Sy/S)}=0. 3)
Posons
&S, — S
oMy(S; — S2)

{visyso}= O[p:’;}.

{55, — Si}=

et

La relation (3) s'écrit donc :
pa's -R(S, — S;)+a'¥ “My(S, — 5;)=0
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16 repr tée par une force de | newt
dont le point d’application se déplace de 1 mé
dans la direction et le sens de la force.

— L'unité de puissance est le watt.

Le watt est la puissance d'une action mécanig
capable de produire un travail de 1 joule
seconde, de fagon uniforme.

Application

Continuons I'application du paragraphe 1.2, sur le véhic
2 quatre roues, avec la question suivante :
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QUESTION

Déterminer, entre les dates f;=0 et (;=30s3, le travail de
P'action mécanique de la roue (S) sur le chassis (S,), dans
le mouvement de (S,) par rapport & la route (S,), sachant
que pendant cette phase du mouvement : Y =300 N et 0 = ¢
avec ¥ =2,2 mfs%,

REPONSE

Nous avons montré que : P(S — §,/5,)=Y-n.
Par suite :

Wi(S —> s,/so:=]‘v-u at
Y et y étant constants :
Wi(s — Sy/So=Yey [ tar
soit
[
wis — s/so=vy[3]"

Par conséquent :
Wi (S — §,/S4)=297000 J.

Soient deux ensembles matéricls (Z) et (E),
distincts, en mouvement par rapport A un repére R.

3.1. ENERGIE POTENTIELLE D’UN
ENSEMBLE MATERIEL,
ASSOCIEE A UNE ACTION
MECANIQUE EXTERIEURE

Définition
L'ensemble matériel (E) posséde une énergie
potentielle, associée a 1’action mécanique de (Z)
sur (E), dans le mouvement de (E) par rapport

au repére R, s'il existe une fonction scalaire
V(Z — E/R) telle que :

P(E — E/R)= —% V(E — E/R).

V(Z — E/R) est appelée énergie potentielle de
(E), associée & I'action mécanique de (Z) sur (E),
dans le mouvement de (E) par rapport 2 R

REMARQUES

— L'existence du signe moins est nécessaire pour
interpréter facilement les résultats.

— L’énergie potentielle est une f primitive
de la puissance. Elle est donc définie 4 une
constante prés, que l'on choisit arbitrairement.
— On dit que la puissance dérive d'une énergie
potentielle (au signe prés).

EXEMPLE : Energie potentielle de Ia
pesanteur

Soit R(O, £, 7, £ ) un repére lié & la terre tel que le
vecteur unitaire 7 soit dirigé suivant la verticale
ascendante, et l'origine O placée, par exemple, au
niveau du sol.

Fig. 4

Dans une région localisée de I'espace I'action
de la p teur sur un ble matériel
(E), de masse m et de centre d'inertie G, est
représentée par un champ de forces uniforme défini
par sa densité massique g = — g (accélération de la
pesanteur).
Calculons la p ée par I'action méca-
nique de la pesanl'.eur sur (E), dans le mouvement
de (E) par rapport a R.

Pg —» EfR)=L£E§'V(M/R)dm

50it
P(g — E/R)= “gi'j V(M/R)dm
MEE
or l'intégrale s’exprime en fonction de V(G/R) par
la relation (2, du paragraphe 2.2 du chapitre | de
dynamigue) :
mV(G/R}=J V(M/R)dm.
MeE

Par conséquent

P(g —» E/R)=—mgZ -V(G/R)

comme

V(G/R)= [:_: EL

- [d
P(g — E/R)= —mgz [—UG] :
dr 1
f étant fixe dans la base de R :
d
Plg — E/R)=—-mg [E!" z’—ﬁﬁ]A
Posons z=7 *0OG (coordonnée cartésienne de G sur

I'axe (0, 7
Alors :

d
P(g — E/R)=-mg d—;Zq]-
Par suite, il existe une énergie potentielle de (E),

associée 4 l'action mécanique de la pesanteur sur
(E), dans son mouvement par rapport a R :

r V(g — E/R)=mgzg |

définie & une constante prés que I'on suppose nulle.
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REMARQUES

— Un ensemble matériel posséde de l'énergie
lorsqu’il a la capacité de développer une puis-
sance (ou de produire un travail).

— L'énergie cinétique et I'énergie potentielle sont
les deux formes de ['énergie mécanique (voir
paragraphe 4). L'énergie cinétique correspond au
mouvement des corps. L 'énergie potentielle est de
U'énergie en réserve que posséde un corps du fait,
soit de sa position (eau d'un barrage, marteau
pilon), sou de sa forme (ressort),...

— L'énerg tentielle de la p teur dépend de

la position "de Uensemble matériel (E) par
rapport d la terre (fonction croissante de zg).
Elle est égale au travail que peut fournir (E) s'il
tombe sur le sol.
— Dans g interviennent deux wvecteurs: ['un
relatif d I'attraction terrestre, l'autre relatif aux
effets d'inertie dus a la rotation de la terre (voir
paragraphe 5 du chapitre 2 de dynamique). Ce
deuxiéme vecteur, pratiquement négligeable
devant le premier (au niveau du sol), ne
correspond pas 4 une action mécanique mais &
un mouvement. En toute rigueur il devrait étre
négligé lorsqu’on parle d'action mécanique de la
pesanteur, mais en fait on le considére comme
s'il provenait d'une action mécanigue.

3.2. ENERGIE POTENTIELLE DE
DEUX ENSEMBLES
MATERIELS, ASSOCIEE A
UNE ACTION MUTUELLE

Définition
Les deux ensembles matériels (Z) et (E) possédent
une énergie potentielle, associée @ une action

mutuelle, s'il existe une fonction scalaire
V(X +— E) telle que :

P(Z «— E)= —'%V(z +— E).

V(Z «+— E) est appelée énergie potentielle de (Z)
et (E), associée a I'action mutuelle considérée.

REMARQUES
— Comme la puissance correspondante,
V(E «— E) est indépendante de tout repére.
— L'action mécanique de la p est, aux
effets d'inertie d’entrainement prés dus a la
rotation de la terre (T), égale a [action
mécanique d'attraction terrestre.
Alors :
P(g — E/R)=P(T —» E/R).
De plus, comme le repére R est lié a la terre :
P(T — E/R)=P(T «—— E).
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Par suite 'énergie potentielle de la p c
I (E) est aussi 'énergie potentielle de la terre |
de (E), associde a leur attraction mutuelle.
EXEMPLE : Energie potentielle de deu
solides entre lesquels est intercalé u
rea;?on' de traction-compression de mass

nulle.

Deux solides (S,) et (S,) ont une liaison pivot glassa:
d'axe (O, {7). Un ressort (r) de traction compressiol
de masse nulle, de raideur K, de longueur & vide [
placé suivant I'axe (0, ) entre (S,) et (Ss), exerc
sur (S;) une action mécanique représentée par |

torseur :
(B — Sp}= {-K(f-l.,]a }
Jd B

(! : longueur sous charge du ressort).

a
O.LAAA%

Fig.

Calculons la put: développée par |'action méc:
nigue du mssort sur (S,) et (S;), dans leur mouve
ment par rapport & un repére R quelconque.

P(r —+ 8y, 5;/R)=P(r — §,/R}
+P(r — S3/R
Soit :

P(r —= 8y, Sy/R)={B(r — S)}-{ V(S\/R)}
+{B(r — SN}{V(S:/R)
Le ressort étant de masse nulle :
{B(r — sp}=—{B(r — 8,)}
lati trée au paragraphe 3 du chapitre 2 d

dynamique).
Par suite,

P(r — §,, 5;/R)
={B(r — S)}-[{vs./R)}-{v(s,/R)}

Soit
P(r — 8y, S$/R)={B(r — 5;)}-{V(S,/5,)}

Cette pui est indépend: du repére R. Nou
la noterons simplement :
Fr —» S|. S;}‘
REMARQUE

Vu la forme de cette expression on peut considé
rer qu'il existe entre (S,) et (S,) une actio
mutuelle représentée par le torseur

{565, — S)}={B(r — s.)}.

Au point O, le torseur cinémati du
de (S;) par rapport & (S)) s “écrit

{vsy/s0}=

n E'
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Par suite,
dl
P(r — 5, 53)=—-K(I-Iy) ar
11 existe donc une énergie polentlellc de (S.} et (S;)

associée & leur action par I'i du
ressort (r):

K
V(r — 8,, S,J=5u—m’

définie & une constante prés que I'on suppose nulle.

REMARQUES
— Cette énergie potentielle est positive ou nulle.
Elle augmente quand le ressort s'écarte de sa
position d’équilibre.
— L'attraction mutuelle entre la terre et un corps
est d’une grande similitude avec ['action mutuelle
entre deux solides par [intermédiaire d'un
ressort, car soulever un corps revient en fait a
déformer le systéme Terre-corps.
Dans les deux cas l'énergie potentielle disparait
lorsque le systéme revient a sa position
d'équilibre stable : le corps repose sur le sol et
le remrr reprend sa longueur d vide.
— Un blable est obt avec un
ressort dz torsion, de masse nulle, monté entre
deux solides ayant une ligison pivot.

Le théoréme de 1'énergie cinétique constitue 1'une
des traductions énergétiques du principe fondamen-

tal de la dynamique. Dé trons ce théoré
un solide, puis pour un ensemble de solides.

pour

4.1. POUR UN SOLIDE

Le principe fondamental de la dynamique appliqué

4 un solide (S), de masse m, dans son mouvement

par rapport a un repére galiléen R, sécrit :

{DS/RN}={B(S — 8)}.
{D(S/R,)} : torseur dynamique de (S) dans son
mouvement par rapport & R,;

{B(S — 8)}: torseur des actions mécaniques
extérieures a4 (S) s’exergant sur
(S).

Multiplions les deux membres de cette relation par

le torseur cinématique de (S) par rapport & R, :

{DS/ROHUS/R,)}

={B(5 — S)H{VUS/R,)}-
Le membre de droite représente la puissance des
actions mécaniques extérieures i (S) s’exercant sur
(8), dans son mouvement par rapport a R, soit
P(S — S/R,). Cette puissance est appe[ée puis-
sance galu'e'enne des actions mécaniques extérieures
a (S).

Pour obtenir le bre de he écrivons les
éléments de réduction de chaque torseur en un
méme point A, lié au solide (S).

{DS/ROHUS/R)}
f _TM/R,)dm 0(S/R,)
j AM A TM/R, ) dm]| . | Vea/R,)|.

Ce produit de deux torseurs vaut :
V(A/R,)- f F(M/R,)dm
MeESs

+0(S/R,)- _Les AM A T(M/R,)dm.

En remplagant

V(A/R,) par V(M/R,)+{(S/R,) A MA,
aprés I'avoir introduit sous le signe somme,
I'expression précédente se simplifie pour se mettre
sous la forme :

[ Tousm,)-our,)am.
MES
De plus, comme

ToM/R,)- VOM/R,)=[ 5 V(wn.)] VourR,)

-5 a; [Vou/R,) P
On peut écrire que :
f T(M/R,)-V(M/R,)dm
MEeS

d [l (re .
-4 [ froump o]
Ce qui fait apparaitre I'énergie cinétique de (S) dans
son mouvement par rapport & R, : T(S/R,), d'oh :
J’ T(M/R,)-V(M/R,) dm -i - T(S/R,).

T(S{R,) est appelée énergie cménqne galiléenne
de (S)

Par sum. le théoréme de I'énergie cinétique s’écrit
pour un solide :

S TS/R)=B(S —> S/R,).

Théoréme qui s'énonce ainsi :
La dérivée, par rapport & la date ¢, de I’énergie
cinétique galiléenne d’un solide (S) est égale a la
puissance galiléenne des actions mécaniques exté-
rieures a (S).

4.2. POUR UN ENSEMBLE DE
SOLIDES

Soit un ensemble (E) de n solides (S,), (S3), ...,
(S,,) en mouvement par rapport & un repére galiléen
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R,. Pour un solide (S,) de (E) le théoréme de
I'Energie cinktique s'écrit :

d =
az T(S:/R.)=P(S; — S,/R,)

ajoutons membre & membre les n relations analo-
gues a celle-ci, écrites pour les n solides. On
obtient :

E% [E. T{s';R,)]='}_E‘ P(S, — S./R,)

le membre de gauche représente la dérivée, par
rapport & la date ¢, de I'énergie cinétique galiléenne

d
:<; TE/R,). Le

membre de droite représente la somme des puissan-
ces galiléennes des actions mécaniques extérieures
a chaque solide de (E), ou si I'on veut, la somme
de la puissance galiléenne des actions mécaniques
extérieures 4 (E) et des puissances des actions
mutuelles entre chaque solide de (E), c'est-a-dire :

P(E — E/R,)+ 3 P(S, +— S).
L=l
i=j

Par suite le théoréme de 1'énergie cinétique s'écrit
pour un ensemble de solides :

de I'ensemble (E) de solides, notée

L1E/R)=PE — E/R,)+ 3 B(S, <),
dr L=t

i=j

Théoréme qui s'énonce ainsi :
La dérivée, par rapport i la date £, de I'énergie
cinétique galiléenne d’un ensemble (E) de sol!dm
est égale a la somme de la puissance
des actions mécaniques extérieures i (E) et des
puissances des actions mutuelles entre chaque
solide de (E).

REMARQUES
— Le théoréme de 'énergie cinétique n'est vala-
ble qu’a condition de tenir compte dans le calcul
de la puissance, des actions mutuelles entre les
solides de (E), donc intérieures @ (E). Il y a la
une différence essentielle avec le principe fonda-
mental de la dynamigue.

— Vi la construction du théoréme de l'énergie
cinétique, l'équation obtenue n’est pas indépen-
dante des équations scalaires fournies par le
principe fondamental de la dynamique. Par
contre, elle se substitue souvent avantageusement
d ['une d’entre elles.

— L'application du principe fondamental de la
dynamique donne six équations scalaires indépen-
dantes et l'application du théoréme de l'énergie
cinétiqgue n'en donne qu'une. Par conséquent,
'application du théoréme de I'énergie cinétique
est généralement insuffisante, a elle seule, pour
résoudre un probléme de dy ?
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Les équations de Lagrange, qui constituent .
autre traduction énergétique du principe fon.
mental de la dynamrque pour un ensambfe
lid sont comp i
équations obtenues par le prmc:pe fondamen
— Le théoréme de l'énergie cinétique s'é
également en faisant intervenir le travail
actions mécaniques entre deux dates t, el 1,

TAE/R)-T(E/R,)=Wi(E — E/R,)
+ E WS, «— S;

[
i=j

Clest sous cette forme, en supposant les liais
parfaites entre les différents solides de (E), .
ce théoréme a été vu en classe de terminale

4.3. INTEGRALE PREMIERE DE
L’ENERGIE CINETIQUE

Lorsque les puissances intervenant dans le théoré
de I'énergie cinétique sont nulles ou dérivent d’
énergie potentielle (au signe prés), dont n
noterons la somme V(E/R,), ce théoréme s'éci

d d
3; T(E/R,)= - V(E/R,).
Par conséquent, il existe une intégrale premiére

mouvement, appelée intégrale premiére de I'éne
cinétique :

T(E/R,)+ V(E/R,]=C—|

ol C est une constante déterminée en fonction
conditions initiales du mouvement.

Par définition, I'énergie mécanique de (E) est
somme de son énergie cinétique et de son éne:
potentielle (par rapport a R,). L'intégrale prem:
de I'énergie cinétique traduit la conservation
'énergie mécanique de (E).

REMARQUE
Le théoréme de ['énergie cinétique mesure
transferts d'énergie et des transformati
d'énergie en puissance (ou en travail),
inversement.

4.4. UNITES

Le théoréme de ['énergie cinétique montre
I'énergie cinétique et 1'énergie potentielle s
homogénes & un travail. De plus, comme e
proviennent du travail et se transforment en tray
il est donc naturel de les exprimer en unité
travail, c’est-a-dire en joules.
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4.5. APPLICATION 1 : PENDULE
SIMPLE

Soit R(0O, i, y. ] un repere galiléen lié & un bati (Z} On
désigne par g =gk 1'ac de la p

Fig. 7 Y x

Le pendule (S) est constitué par une tige OA de longueur
I, homogéne, de masse m et de centre d'inertie G. (S)
oscille dans le plan (O, %, ¥ ). La liaison pivot d'axe (0, 7 )
entre () et (S) est parfaite.

Soit R,(0, %, ¥, z"un repére lié & (S) tel que DA =I%,.
On pose : a=(%, &,

QUESTION

ri ! itre de Iénergie cinétique du
mouvement de {S} par r:ppnrl @ R, sachant qu'a la date
1=0: a()=a, et a'(0)=0.
REPONSE
Le théoréme de I'énergie cinétique appliqué a (S) dans
son mouvement par rapport au repére galiléen R, s'écrit :

S TS/R)=B(E — S/R).

L'énergie cinétique de (5) dans son mouvement par
rapport & R a été calculée au paragraphe 6 du chapitre |
de dynamique.

Elle vaut :

2
T(S/R) =-":— a2, (4)

(S), 'extérieur de (S), est constitué du biti (Z) et de la
I . Par « éq ]
P(S — S/R)=P(Z —+ S/R)+P(g — S/R).
La liaison entre (£) et (S) est parfaite. Alors :

P(Z «—— S)=0.
Comme le repére R est lié & (Z):
P(Z =+ S)=P(Z — 5/R).
Par suite :
P(2 —+ S/R)=0.

La puissance de I'action mécani de la sur
(S), dans son mouvement par rapport au repére R Ile a

La relation (5) a été obtenue en' effectuant le changement
de coordonnée : zg=—xg+ t dans I'exg

de I'énergie potentielle de la pesanteur établie au paragra-
phe 3.1, valable pour un axe vertical ascendant. La
constante, inutile, n'a pas été écrite. Finalement, seul un
changement de signe est & effectuer lorsque I'axe est
vertical descendant.
Par suite le théoré

de I'é sécrit :

d d
ai TS/R)= — V(g —+ S/R)

d'ol l'intégrale premiére :
T(S/R)+V(g — S/R)=C
Soit, compte tenu des relations (4) et (6) :

e !
mTa”—mgicos a=C
ou encore :
uﬂ—af-cosa=n, %)

D étant une constante, qui avec les conditions initiales
proposées vaul :
L'intégrale premiére de |'énergie cinétique s*écrit donc :

—3%:05 ag.

at=

3 ?(cos @ —cos ap).

REMARQUES

— Pour retrouver ['équation obtenue” par
I'application du principe fondamental de la
dynamique, il suffit de dériver par rapport'a la
date t, la relation (7) :

2(.:!'-::"’+3Tg a' sin a=0.

Soit en supposant o' #0 :

3g ..
= =0,
o zjlsmc« 0

— Lors de son oscillation le pendule transforme
son énergie potentielle en énergie cinédtique, et
inversement. Ces énergies augmentent ou
diminuent, uniquement lorsqu’une puissance est
développée.

— Le pendule n’oscille pas indéfiniment d cause
du frottement dans la ligison pivot et de la
résistance de Uair. L'énergie mécanique du
pendule se transforme petit d petit en énergie
thermique et cela jusqu’a I'arrét.

— Les transformations mutuelles des différentes
formes d'énergie @ Uintérieur d’un systéme isolé
{ toujours 4 wune augmentation de

la terre, dérive (au signe prés) de I'énergie p
Vig — S/R)=—mgxg (sl
comme :
1
xg=f-3(_u'=ioos a

1
Vig —+ S/R)= —mg'icos a. (6)

Dénergie thermique aux dépens des autres formes
d'énergie. Or les transformations de ['énergie
thermique en d'autres formes d'énergie sont
toujours beaucoup plus difficiles et incomplétes
I que les transformations inverses. C'est pourquoi

I'on dit que I'énergie se dégrade en changeant de
forme.
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REPONSE
4.6. APPLICATION 2 : Par définition :
REDUCTEUR A TRAIN 2T(E/Ro) = 2T(S,/Ro) + 2T(S3/Ro) + 2T(S/Ro).
EPICYCLOIDAL Caley I"énergie cinétique de chaque solide. Pour ¢
Le de pri d'un réducteur & train épicycloidal ;::p‘l‘l;::::q l:: rglliaggzse ‘:::u paragraphe 14 du chapitr

& axes paralléles est représenté figure 8.
Ro( O, %5, Fo. Zo) est un repére galiléen lié au bati (S;) du
réducteur.

L'ensemble (S,), constitué par |'arbre moteur et la roue
dentée de ny dents qui lui est liée, a une liaison pivot
d'axe (O, foi avec (S)-

Soit 1, le moment_d'inertie de (S,) par rapport & I'axe
(0, %). On pose : (S, /Rg)=w, . L'arbre récepteur (S,)
a une liaison pivot d’axe (O, &,) avec (S,).

Soit I le moment d'inertic de (S;) par rapport & I'axe
(0,%). On pose: US;/Ry)=w,%. Le repére
R(O, %,, ¥, ) est lié & (S,).

Le satellite (S) de n dents, a une liaison pivot d’axe (A, %)
avec (S;), telle que OA=d5 (d>0). Soient m la masse
de (S) et T son moment d'inertie par rapport & l'axe
(A, %). Le point A est le centre d'inertic de (S). On

2T(S,/Ro) = Ly}
de méme :
2T(S/Ro) = 1w}
et
2T(S/Ro)=m[V(A/Ro)] +1a?
soit

2T(S/Ro) = md*w} + Iw?.
En ajoutant ces trois I'énergie 3
dans son mouvement par rapport & Ry s'écrit :

IT(E/Rg) =} + Liw? + md®wd + I,
Soit, en exprimant e; et @ en fonction de w; :
2T(E/Rg) = Liw} + (I + md*)A%w] + pw]

el

de (

pose : (U(S/Rq)=wiy. ou:

(S) engréne avec une de ny dents d'axe (O, ),

liée & (S,). IT(E/Ro)=[I; + (I3 + md*)A* + 1u?]w}
Le moteur exerce sur (S,) une action mécanis repré

tée par un couple de t C;%;. Le ré exerce  Posons :

sur (S;) une action mécanique représentée par le couple
de moment —C,X; Toutes les liaisons sont parfaites,
I'action mécanique de la p teur est négligé

Oﬂpmieal-ﬂ
ay

(On montre que : A

QUESTION 1

D I* gie cinétique de I" ble (E) des 3 solides
(S1)s (S3) et (S) dans leur mouvement par rapport a Ry.

L=+ (L+md*a?+Iu?
I, est appelée inertie équivalente de la chaine cinématiq
rapportée & I'arbre moteur.
Alors :
2T(E/Ro) = Law}
QUESTION 2

Quelle équation obtient-on en appliquant le théoréme
Ii'énergie cinétique i (E) dans son mouvement par rapp:
R,?

Fig. 8

?
o -

—st——

Py

=1

(OF 4

4
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REPONSE

o P hierd

le de I'énergie cméuqlle
appluaué a4 (E) dans son mouvement par rapport &
s'écrit

E;T(E/Ru}’=?l'§ — E/R,)
+P(S;, +— S)+P(S — 8;)
Les deux d'acti lles P(S; -— S) et
P(S +— S;) sont nulles, les liaisons étant parfaites. La
puissance galiléenne des actions mécaniques extérieures
(E), exercées par le biti (S,), le moteur et le récepteur,
s'écrit :
PE — E/R«J P(So — 8,/Ro)+P(Sg — S/Ry)
So —+ S3/Ro)+P(moteur —+ S,/Rg)
+ P(récepteur — S,/Ry)
Les trois premiéres puissances sont nulles car les liaisons
sont parfaites et R, est lié & (Sg). Calculons les deux autres
puissances :
P(moteur — S,/Rg)={ T(moteur —» S,)HU(S,/Ry)}
- 0 1 I
o C. %o 6
P(moteur —+ 8,/Rg)=C e,

de la méme facon :
P(récepteur —+ S3/Rg)= — Cya,.
Alors :
P(E — E/Ro)=Cyen~Cyws.
Le théoréme de I'énergie cinétique s'écrit donc :
:‘, : [4“':) Cyoy = Caany.
Soit aprés dérivation :

= Caw;.

Aprés avoir remplacé e, par Aw, et simplifié I'expression
par @, (supposé différent de 0), on obtient finalement :

dw
Lay _m._l"cl"’l

REMARQUE
Le théoréme de |'énergie cinétique est bien adapté
pour une approche globale d’'un mécanisme d un
degré de mobilité.
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PROBLEME RESOLU

La figure 9 représente un démarreur manuel pour
moteur Diesel.

R(O, &, ¥, 7) est un repére galiléen lié au carter
du démarreur, ainsi qu'au bati du moteur.
La vis @ a une liaison pivot d’axe (O, ¥ ) avecle
carter du démarreur, et I'écrou (9) posséde une
liaison glissiére avec 'arbre creux , Une roue &
rochet @ liée au pignon conique (36) interdit la
rotation (—R,) de
Une roue 4 rochet debmyab[e @ liée &@ interdit
ou autorise (si débrayée) la rotation (—R,) du
pignon
Le lancement du moteur s’effectue en cing
phases :
Premiére phase : Encliquetage de la roue & rochet
@, d'ol suppression de la rotation (—R, ) de @
Deuxiéme phase : Rotation {+R ) de (%) qui
entraine la rotation (—R,) de @et (7). La
rotation( — R, )de@cntraine latranslation( +T,)
de @ jusqu'a compression totale du ressort
Le pignon @ engréne avec la couronne de
démarreur du moteur et la vis @ est bloquée.
Troisitme phase : La vis @ étant immobilisée, la
poursuite de la rotation (- R,) de @ entraine sa
translation (—T,) (course d=40mm) et la
compression des rondelles Belleville @
Quatriémie phase : La rotation d’un quart de tour
de I'excentrique @permet le débrayage de la roue
2 rochet (12), d’oti rotation (—R, ) du pignon
Sous I'action des rondelles @ la translatmn
(+T,)de I‘écmu@ provoque la rotation ( —R,)
delavis (7). Le systéme vis (7)-écrou (3) est rendu
réversible griace au faible coefficient de frotte-
ment de la liaison hélicoidale a billes, de pas
p =10 mm. La rotation de @cnlraine celle de @
et de la couronne de démarreur du moteur Diesel.
Cinquiéme phase : Le moteur une fois lancé,
provoque le renvoi du pignon @ 4 sa position
initiale, grice i la rampe hélicoidale de la vis @
et au ressort .
Le schéma de la figure 9 représente la situation
du démarreur entre la troisiéime phase et la
quatridme phase. Le but de [I'étude est de
déterminer, aprés lancement, la vitesse de rota-
tion de vilebrequin du moteur, dont I'axe de
rotation est paralléle 4 (0, ¥ ).
On note

ke déplac.ement de I'écrou @ par rapport &

sa position initiale (rondelles comprimées ).

# : I'angle qui définit la position angulaire de
la vis @ par rapport a R, tel que =0 lorsque

"3 f‘an?g]e qui définit la position angulaire du
vilebregquin @ par rapport & R, tel que ¢ =0
lorsque 8=0.

A :le rapport de réduction de I'engrenage
constitué par le pignon @ et la couronne du
démarreur,

I: le moment d'inertie de la vis @ par rapport &
son axe de rotation (piéces entrainées en
rotation comprises).

J: le moment d'inertie du vilebrequin @ par
rapport 4 son axe de rotation (piéces entrai-
nées en rotation comprises).

m : la masse de |'écrou

K: la raideur de I'ensemble des rondelles
Belleville.

Cp : le moment du couple résistant exercé par le
moteur @ sur le vilebrequin @

On donne :
A =T]0-; 1=6-10"*kg-m?, J=4 kg-m?;
=1,65 kg; K=95daN/mm; C,=26 m-daN.

Toules les liaisons sont parfaites. L'action
mécanique de la pesanteur est négligée.

QUESTION 1

Quelle relation y a-t-il entrelapusl x de I"écrou
(2) et la position angulaire @ de la vls@"

REPONSE

La vis tournant dans le sens (—R,), 6= —8x
lorsque x =40 mm (la course de I'écrou est de
40 millimétres et le pas de la liaison glissiére
hélicoidale est p = 10 millimétres).

Le pas réduit de la liaison glissiére hélicoidale
est 5'1— Par conséquent, x et @ sont liés par la

m
P

relation : x=——4.
2w

QUESTION 2

Quelle relation y a-t-il entre la position angulaire
0 de la vis_(7) et la position angulaire ¢ du
vilebrequin (V)?

REPONSE

L’engrenage constitué par le pignon @ et la
couronne du démarreur étant & contact extérieur :

@ =—A6.
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QUESTION 3

Déterminer I'énergie cinétique galiléenne de
Pensemble (E) constitué par P’écrou (3), la vis (7) et
le vilebrequin (¥).

REPONSE
L’énergie cinétique de (E) dans son mouvement
par rapport 2 R est égale a :

T(E/R)=T(®)/R)+T((@D/R)+T(WV/R)

I"énergie cinétique de I'écrou @ est
1
T{@m)-"i mx?,

i =P "
soit, avec x'= === ¢, T(@,R'R) 3 M= [/
I'énergie cinétique de la vis (7) est

1
T{@/R)-E 167
I"énergie cinétique du vilebrequin @ est
1
T(@/R)Gi Ip™
soit, avec ¢'= —A@', T(@/R]=%IA’8".

Par suite I'énergie cinétique de (E) vaut :

P’ 2y) g2
m'fl'i‘). T) 67,

ne;m% (m

QUESTION 4

Déterminer Pénergie potentielie de P'écrou (9)
associée & Paction mécanique du ressort constitué
par les rondelles Belleville (5 ), supposées de masse
nulle.

REPONSE

L'action mécanique des rondelles sur I'écrou est

représentable par la force (O, F) telle que :
F=K(d-x)%.

Le vecteur vitesse de translation de I'écrou par

rapport 2 R est x'%.

Par suite, la puissance développée par I'action

mécanique des rondelles sur I'écrou, dans son

mouvement par rapport 4 R, est :

P((5) — (®)/R)=K(d - x)x’

puissance qui dérive (au signe prés) de I'énergie
potentielle :

Vi — @;‘R)=% K(d-x).

QUESTION 5
Déterminer la p développée par 'action
mécanique du moteur (M) sur le vilebrequin (V), dans

son mouvement par rapport a4 R.

REPONSE

Le moment du couple résigtant exercé par le
maoteur (M) surle vi!cbrequin@cst —CoX lavitesse
de rotafion du vilebrequin est ¢’ comme
@'=—A¢', la puissance cherchée est égale a :

P(§) — (W/R)=ACo8".

QUESTION 6

Quelle équation obtient-on en appliquant le théo-
réme de I'énergie cinétique 2 (E) dans son
mouvement par rapport a R?

En déduire la vitesse de rotation de la vis du
démarreur, a la fin du lancement.

REPONSE

L'équation traduisant le théoréme de I'énergie
cinétique appliqué & (E) dans son mouvement
par rapport & R s'écrit :

%T(E/RFP(@ — O/R)

Soit, compte tenu des résultats précédents :

%%(mzl;z-ﬂh\’])&"]

- —[%%(d—xr]ucosn

Ou bien, en exprimant la variation de I'énergie
cinétique galiléenne de (E) entre deux dates 1,
et t,, en remarquant au préalable que dé=¢'dt
1 P’- 2 2L
3 (mmz+1ea 7))

= =S l@-xrlz+acdor;

si la date ¢, est celle du début du lancement :
6(1,)=0, 6(t,)=0 et x(1,)=0

si la date ¢, est celle de la fin du lancement :

0(t,)=—8m, @'(1;)=6)(inconnue) et x(f)=d

la relation s'écrit : :

X (mi-l—]‘i-ilz])ﬂ}z’%—ﬁc‘,XSﬂ‘

2\ 4%
d’od
E—JlCnx 8x
& 2
P = e,
% (m %HH&J)

Avec les valeurs numériques proposées :
[ 6;=73,09 rad/s (698 tr/min) |

le vilebrequin du moteur sera donc lancé a la
vitesse de rotation de 69,8 tr/min.
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EXERCICES AVEC REPONSES

1—La figure 10 représente un extracteur & inertie
utilisé pour le démontage des moyeux de roues sur

véhicules utilitaires.

butée cylindre  tige

Fig. 10

griffes|

1l est constitué d'une tige sur laquelle coulisse un
cylindre de masse m, =2 kg. A l'une des"extrémités de
cette tige est fixé un plateau muni de 4 griffes destinées
& saisir le moyeu. A I'autre extrémité, une butée limite
la course du cylindre. Celui-ci, é par I'opérateur
4 une vitesse supposée uniforme v,=5 m/s, vient
frapper la butée, per ainsi I'extr: du moyeu
aprés plusieurs aller-retour.

La masse des éléments autres que le cylindre est
m;=3 kg.

QUESTIONS

1. Déterminer la vitesse vy de Ia tige de I'extracteur
aprés le choc du cylindre sur la butée, sachant que o;
est donnée par la relation :
mye;=(mg+m;) ;.

2. En supposant qu'aprés le choc, le cylindre reste en
contact avec la butée, déterminer la composante axiale
des actions de serrage des roulements sur le moyeu,
lorsque celui-ci se déplace & chaque frappe de 0,4 mm.

REPONSES
L. v3=2m/s.
2. F=2500 daN.

2 — La figure 11 représente le dessin d'un dispositif
de marquage automatique de piéces.

Lorsque le doigt arrive en face du dégagement de la
came , le marteau @de masse m,=0,3 kg chute et
frappe le porte-chiffres @ de masse m;=0,1 kg.

et o restent solidaires dans la phase suivante, a [a
fin de laquelle les chiffres sont marqués dans la pigce
. La came remonte le marteau le porte-chiffres

o est relevé sous I'action du ressort @ de raideur
K;=1 N/mm. Celui-ci r approximati sa
longueur libre quand le porte-chiffres est 3 4 mm de
la piéce. Le ressort a pour raideur K;=5 N/mm. 1l
retrouve sa longueur libre quand le porte-chiffres

entre en contact avec la piéce . En position haute
du marteau, 3 mm sépare celui-ci du porte-chiffres (2 ).
Soit || || =10 m/s? 'accélération de la pesanteur.

QUESTIONS

1° Déterminer Ia vitesse o, du marteau (1) quand il arrive
en contact avec le porte-chilires (2).

2* Mmlmhﬂlﬂses,dal‘mbh{@, @}lpr&sle
choc entre (1) et (2), sachant que v, vérifie Ia relation :
mye, = (my+my) ;.
3° Déterminer Pénergie disponible quand le porte-

cl:lﬂm@mh'eeumm.lmhpﬁu .
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REPONSES
1° v, =0,780 m/s.
2° v;=0,585m/s.
3* E=0,116J.

3 — La figure 12 représente le schéma d'un vérin i
double effet.

Soit R(O, %, ¥, £ ) un repére galiléen lié au corps (S,)
du vérin. L'axe (O, ¥ ) est placé suivant I'axe du vérin
etl'axe (O, § ) est dirigé suivant la verticale ascendante.

214

On désigne par § = — g7 I' delap %
La tige (S), de centre de gravité G, de masse m, est
supportée par (Sp) en deux liaisons, qui peuvent étre
schématisées par deux liaisons ponctuelles avec [rotte-
ment (coefficient de frottement f) aux points A et B
situés sur I'axe (O, ¥ ).

On pose :

OB =2 (/ : constante positive)

OA =xi avec 0=x=1,8

AG=Ii
Les actions mécaniques de (Sp) sur (S) dans ces deux
liaisons ponctuelles en A et B sont caractérisées
respectivement par les deux forces (A, R, ) et (B, Rg).

On pose :
RA=Xa% +Y,7
E;=xsf+'fsf‘

On exerce également sur la tige une action mécanique
caractérisée par la force (A, —FX ), avec F=0.

Le but de I'étude est de déterminer la vitesse en fin
de course de la tige (S) par rapport au corps (Sg).

4° Pour ume évolution quasi statique de la i
démmhmlﬁewruﬁnmdeﬁ'dlnsludeﬁ:(ﬂ;
précédents

Tracer le graphe de F en fonction de x. Préciser les
coordonnées des points remarquables.

5" On suppose maintenant que

F=Cte=Fy>9mg.
a) Déterminer le travail - des actions mécaniques
s'exercant sur la tige (S), lorsqu'elle se déplace de la
position x=1,8/ & la position x=0.
b) Par application du théoréme de I'énergie cinétique,
déterminer la vitesse de fin de course de la tige (S) par
rapport au corps (Sg).

REPONSES
l-x [YA}O si0d=sx=/
2-x Y,=0sil=sx=18/

22 Ypa=mg

mgl

YB:zf_—
3° Premier cas : 0=x=l|

Xa20, Yo=0 == X,=fY,

Xa=0, Yg>0 = Xg=[Yp.
Deuxiéme cas : | =x=18/

Xa=0, Y,<=0 == X,=-fY,
Xg=0, Yg=>0 == Xp=[Y;.

4° Premier cas : O0=x=l|
F=fmg.
Deuxiéme cas : [=x=18l

Ya=0pour 0=x= |8

X

F=fmg =

2
o
5° a) Wig( - Fof 1=J ~Fadx=1,8Ff
.,
Wiai( —me7 )=0

QUESTIONS Woui(Es) gl dx S
1° Ecrire les trols équations scalaives dédultes du | o hai, o by ;
principe fond 1 de la dynamique appliqué & la tige e flEak e
(8) dans son mouvement par rapport & R. W?x.(ﬁ,\] _[qums 21 -xdx +J; fmg 2 _xdx
2° Déterminer Y, et Y. WO (L) =0.81fmgl — 0,31 fmgl
3° En déduire X, et X dans les deux cas suivants : tai(Ra) = =1 12fmgl.
a) 0=sx=I Fo
b =J: 1.8 —2—3,42f).

b) l<x<18i I 3’( me f)

)

x | 4 0
-FX % |
o] o 13 BT X
I — 1
z0Q
2¢
1 "
¥ -moy Fig. 12

265




Dynamique

4 — La figure 13 représente un dispositif congu pour
déterminer le moment d'inertie d'un solide (S) par
rapport & son axe de révolution matérielle, a partir de
la mesure de la période de son oscillation sur deux
portées cylindriques d'un bati (E).

Soit R(O, £, ¥, £ Jun repére. galiléen lié au bati (E] On
désigne par § =g% I'accélération de la p

Les deux portées cylindriques de (Z) sont deux
éléments de la surface du cylindre de révolution d’axe
(0, 7), de rayon r.

Le solide (S) de masse m, de centre d'inertie C,
posséde deux tourillons de méme rayon a (a<r).

L'étude se raméne & celle du probléme plan suivant :
Le tourillon de (S), de centre C, roule sans glisser au
point A sur la portée cylindrique de ().

Soit Ry(O, ¥, ;. 7 ) le repére, tel que le point C
soit sur I'axe (O, %,). On pose : §=(%, %,).

Soit Ry(C, %, 2. 7 ) un repére lié 2 (S). On pose :
@ =(%;, £ ). On suppose que @ =0, lorsque #=0.

NMotons 1 le moment d'inertie de (S) par rapport & son
axe de symétrie (C, 7 ), et f le coefficient de frottement
entre (S) et (Z). On donne :

a=12,5 mm; r=141,1 mm; g=9,81 m/s%;
m=T7217 g; f=0,15.

¥

QUESTIONS

1° Quelle relation y a-t-il entre ¢ et 62

2* Quelle équation obtient-on en appliquant le théoréme
de I'énergie cinétiqgue a (S) dans son mouvement par
rapport i R?

3° En supposant que I’angle @ reste petit au cours du
mouvement, déterminer la période T des oscillations de
(8).

4° En déduire le moment d'inertie I de (S), sachant que
T =35 secondes.

5® On suppose i Ia date t=0, que #=6, et §'=0.
Déterminer la valeur maximale de 8, pour que (S) roule
sans glisser sur (Z).

REPONSES
1° rf= —ag.

r EI, [!(I‘—i-)=+m{r—a)’]ﬂ" =mg(r—a)cos 8 +C

4 2
1° T="" (r—qa) (1+L2)
2 ma
4° 1=0,0534 kg-m?

ma’)
1

b ﬂo,...,-f(ld-

Fig. 13
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Fig. 14
5— La figure 14 représente le schéma cinématique | QUESTIONS
du i d" i t, d'une voi jouet & e e
friction. 1° Calculer P'angle de torsion @ du ressort lorsque
Les roues arritre (S,) et (8)), de rayon C;=2:10"2 Nm et que sa raideur

r=2 cm sont il par un engrenage (Py, P,) dont
le rapport de transmission est p=40. Le pignon (P;)
est relié au volant d'inertie (V) par I'intermédiaire du
ressort de torsion R. Solidaire du volant (V), le plateau
(E;), en liaison pivot glissant avec le chassis (S,),
constitue avec le plateau (Ey), lié & (So), un frein de
couple de frottement Cp.

Le contact roue/sol est supposé ponctuel de coefficient
de frottement f=tg ¢ = 1. Les résistances au roulement
et de pénétration dans I'air sont négligées. Toutes les
liaisons sont parfaites, sauf bien entendu la liaison
appui plan au niveau du frein.

Pendant la période de lancement, une action est exercée
avec la main sur le chassis (Sg) de telle maniére que
la voi P un  mou de lati
L'essieu arriére moteur est chargé verticalement par
une action [|Q]] =80 N.

Les roues, supposées & la limite du glissement par
rapport au sol, entrainent le ressort par I'intermédiaire
de I'engrenage. Le ressort n'entrainera le volant (V)
que lorsque son couple Cp sera supérieur & C,.

K I 10~* Nm/rad.
3

2° Calculer I'énergic mécanique du véhicule (émergie
cinétique du volant et énergie potentielle du ressort) a
la fin du lancement lorsque celui-ci s’effectue sur un tour
des roues arriére.

3° Dé St =
jusqu’a Parrit.

REPONSES

1° B=6m (trois tours).

2° E,=W(Q tg )+ W(C)).

W(Qtg ¢)=80x1x27r=2-10"2=10,053J

W(C/)=—2+10"%(40—3)27r = — 0,465 J

E=10,053-0,465=9,59 ]

3° E, =Cya

a : angle balayé par le plateau (E.) pendant
la période de ralentissement, par suite x =24 m.

P

P we par le
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6 — Un moteur électrique entraine un laminoir. Son
arbre est solidaire d'un volant d'inertie (S) de rayon
r=1 m, dont la masse M = 500 kg est supposée répartie
sur la jante (figure 15) :

Fig. 15

L'arbre moteur entraine en rotation, en sens inverse,
les deux cylindres (S;) et (S;) du laminoir, par
I'intermédiaire d'engrenages.

2
Soit K == le rapport des vitesses de rotation entre les
cylindres et I'arbre moteur.

YA
. x
YI /— 1
z@ S Vo o
o T x
)
Fig. 16
On pose #=(i, &), avec 6=wt et @ constante

positive.

La tige (T), de masse M, a une liaison glissidre sans
frottement d'axe (O, 7 ) avec (3).

(S) et (T) sont en contact ponctuel avec frottement
(coefficient de frottement f) en un point [ de la section
droite extréme de la tige.

QUESTIONS

Soit I =10 kg-m? le moment d'inertie des cylindres par
rapport & leur axe de r Les diffé liai:
sont supposées parfaites.

QUESTIONS

1° Déterminer I'inertie équivalente du volant d’inertie et
des cylindres, rapportée & I'arbre moteur du laminoir.

2° Pendant la phase de démarrage du laminoir. Le

1* Déterminer le vecteur vitesse de glissement au point
I de (S) par rapport & (T).

2° Déterminer le travail perdu par frottement par les
actions mutuelles entre (S) et (T) pendant un tour de
I'excentrique.

3° Déterminer I'expression, en fonction du temps, du
moment du couple moteur qui entraine en rotation (S)
i vitesse laire Conclusi

8— La figure 17 définit les différents éléments
i le tour vertical BERTHIEZ 4 commande

moteur exerce un couple de moment constant

Cy=160 mN.

Déterminer au bout de combien de temps le moteur aura

atteint sa vitesse gulaire de foncti t de

600 tr/min. numérique.

3° A linstant oii I'on engage une barre la vilesse
angulaire du moteur est de 600 tr/min. Lorsque la barre
est passée & travers le laminoir, cette vitesse n’est plus
que de 450 tr/min.

Déterminer le travail exigé par cette opération, sachant
qu'elle a duré 1,5 seconde, et que le moteur a développé
une puissance constante de 10 kW.

7 — Considé le mé plan de d

Le bloc porte-outil est fixé A I'extrémité du coulant.
Le programme d'usinage définit pour chaque opération
le contrat de phase (choix de I'outil, vitesse de coupe,
avance par tour, longueur d'usinage...). Lorsqu'une
opération s'achéve, le coulant et le porte-outil se
dépl. td'un n de translation rectiligne vers
le magasin. Un dispositif libére le porte-outil et vient
le ranger dans le bloc qui lui est réservé.

d'une tige par excentrique représenté figure [6.
Soit R(0, %, 7, 7 ) un repére galiléen lié au bati (). On
désigne par § = —gj Il'accélération de la pesanteur.

La pré alors la d’axe
vertical du magasin, la liaison entre le nouveau
porte-outil et le coulant s'effectue.

Le

L'excentrique (S) de masse m est assimilé & un disque
de centre d'inertie C, de rayon a. (S) a une liaison
pivot sans frottement d'axe (O, ) avec (). Soit
RO, %, ¥, £ ) un repére lié i (S) tel que OC =ef,
(D<e<a).

de retour du coulant vers le magasin a
une amplitude de 1.4 m et comporte 3 phases :

Phase [ : Mou it unifor éléré. En
deux secondes le coulant atteint la vitesse de
3.6 m/min.

Phase 2 : Mouvement uniforme.
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traverse

vercale ~~_|

trave:

coulant

—

==& porte-outils

porte-outils
teur du

bloc

Fig. 17

£ b

Phase 31: M n
0,2 m.

La masse du coulant est m;=2000kg celle du
porte-outil m,=20 kg. Le coefficient de frottement
entre le coulant et la traverse est f=0,1.

Un bloc porte-outil uent d étre reposé dans le magasin.
Le p d" de I'utilisation du bloc
pmle-nuul situé & coté, mais le moteur ne fonctionnant
que dans un seul sens, oblige une rotation de 330° du
magasin. Le rapport de transmission de I engrenage
{pignon moteur, couronne du mmsm} est i=0,1.
Chaque porte-outil est assimilable, au point de vue de
son inertie & un cylindre plein de dlamén'e d =180 mm,
de hauteur A =200mm et de masse 1

retardé sur

unif;

magasin
QO
couronne dentée [m]=[=]s]
du plateau F
armoire de cc numérique

9 — On se propose d'étudier le comportement dynami-
que d'une ligne d'arbres sur laquelle est installé un
embrayage (figure 18).
Soit R(O, %, 7, 7 ) un repére galiléen lié au carter du
moteur et du récepteur, I'axe (0 %) étant confondu
avec I'axe de rotation des
Données
Arbre moteur :

e Liaison pivot parfaite avec le carter du moteur.

p=T7800 kg/m*. Le magasin peut contenir douze
porte-outils régulitrement répartis sur un cercle de
rayon R=610 mm, son moment d'inertie, lorsqu'il
est vide, par rapport & son axe de rotation est
Jpa =50 kg-m>.

QUESTIONS

1° Déterminer la puissance nécessaire pour chacune des
phases de translation du coulant.

2° Déterminer le couple nécessaire au niveau du moteur
du magasin pour que la mise en vitesse se fasse en 1,44 5
sur un angle de rotation de 30°. On supposera que le
couple moteur est constant pendant cefte phase du
mnnvtulcul et que les fr dans les liai

o I, : moment d'inertie par rapport 4 I'axe (0O, ¥)
(pieces entrainées en rotation comprises).
® w,, : vilesse de rotation par rapport i R.
s Cp, E mnmenl du couple exercé par le moteur.
Arbre

« Liaison pwm parfaite avec le carter du récepteur.

» I, : moment d'inertie par rapport & I'axe (0, £ )
(pidces entrainées en rotation comprises).
® w, : vitesse de rotation par rapport 4 R.

e C, : moment du couple exercé par le récepteur.

Wy @y, Cpy et C, sont des fonctions du temps r. Soit
C, le moment du couple maximum que peut transmettre
I'embrayage. C, est fonction de la construction et du
réglage de I'embrayage, on le considérera donc comme
connu et constant.

QUESTIONS
1° Déterminer 1'accélération mguhn de chaque arbre

intry t un rend t =09 au t de I'emb ge, en fonction de C,,, C, e‘tC
Moteur Récepteur
- - ——
o x
Fig. 18
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2° Déterminer la durée T de la phase de glissement de
I'embrayage, si on admet qu'au cours de ceite période
C,, et C, sont constants, et qu'a la date 1=0: @, =0
et w, =11 (2>0).

3® Tracer le des fonctions w,, () et w,(f) pendant
cette phase de glissemennt, dans le cas ot G > Ca > G
4° Tracer le graphe de la fonction T(C,).

5° En déduire la valeur minimum de C, pour que la
solidarisation des arbres puisse avoir lieu.

6° Déterminer Dénergie dissipée par frottement dans
I'embrayage pendant la phase de glissement.

T* Applications numérigues :

e pas=p =2 mm (un filet & droite);
o angle d'inclinaison du flanc du filet : 8 =15
» coefficient de frottement du contact vis/écrou :
f=1g ¢ =0,08;

— Inertie des éléments entrainés :
« M =100 kilogrammes : masse de tout I'équipement
lié & la table et entrainé dans sa translation;
® J,=1500 g-cm? : moment d'inertie par rapport i
I'axe moteur de tout I'équipement tournant porté par
I'arbre moteur;
® J;=600 g-cm® : moment d'inertic par rapport i
I'axe de la vis de tout I'équipement tournant porté
par I'axe de la vis.

— Cycle de démarrage du moteur électrique (courbe

I.=6kg-m’; 1,=dkg'm’ Cn=1200 mN; caractéristique figure 20) :
C, =600 mN; 0=1800 tr/min.
% C (Couple moteur)
Premier cas : C,=1750 mN (embrayage -durs). " ACoe
Deuxiéme cas : C,=9%0 mN (embrayage =mou ). Co
10 — L'étude concerne le dispositif de ission de c
pmssmwe. d'un mouvement longitudinal de table de "
outil & de numérique (figure 19).
Table 1 o
Récnk A moteur
élastique o wg wy
A P (Puissance motrice)
T P“
l—
T—
l @
M moteur
I précharge de 'écrou o " %2' 5 @
. las Courroie crantée i = 3 i Fig. 20
o [ o Premiére phase : [ 7 du a
couple constant : Co 90 emN.
— ealo . Deux:emc phase : du a
P motrice : P, =240 W (puissance

le).

Fig. 19
La table (1) en liaison glissitre G avec le biti (0) est
entrainée par un systéme vis-écrou.
L'écrou est sans jeu grice a un systéme de précharge
axiale.
La vis de commande fait I'objet d’une liaison pivot P
avec le bati. Cette liaison est réahsée par deux
a galets q P La

égal le résol par un mouplemenl
élasuque Elle regoit le mouvement du moteur par une
tr a , dont le rapport de

réduction est K =%. Le démarrage du moteur électrique

jusqu'da sa mise en rolation uniforme nécessite un
intervalle de temps f,. Le but de I'étude est d’évaluer
le déplacement de la table pendant cette période
transitoire pour prévoir un dégagement, avant le
ment uniforme opérationnel de la table.

Données
— Précharge axiale de I'écrou : ||, || =2500 N.
— Caractéristiques de la vis :

o diamétre nominal =16 mm;

e diamétre moyen= 15 mm;

— Liaison glissiére G et liaison pivot P parfaites.
— Pertes dans la transmission par courroie et entraine-
ment du résolveur négligées.

QUESTIONS

1° Déterminer le moment C, du couple résistant de
I'action mécanique de I'écrou sur la vis.

2° Déterminer le moment d’inertie équivalent I de la
chaine cinématique, rapporté i I'arbre moteur.

3° Déterminer la vitesse de rotation w, du moteur & la
{in de la premiére phase de démarrage.

4° Déterminer la durée ¢; de la premiére phase et I'angle
de rotation de I'arbre moteur 6, correspondant.

5° Déterminer la durée ¢, de la deuxiéme phase et I'angle
de rotation de I'arbre moteur &, correspondant, sachant

3 t;, et que la vitesse de translation de la table,

4 la fin de cette phase, est de 1200 mm/min.

6” En déduire la durée totale ¢, de la phase de
démarrage, et le dépl de la table pendant cette
période transitoire.

que =
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