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PROLOGO

El libro que presentamos constituye un curso de Geometria analitica
Flanay del espacio. Supone el conocimiento, por parte del lector, de
0s principios fundamentales de Geometria elemental, Trigonometria
plana y Algebra. o .

En su preparacion el autor se ha esforzado, principalmente, en satis-
facer las necesidades de maestros y alumnos. Una simple lectura del
indice mostrara que los temas considerados son aquellos incluidos gene-
ralmente en los libros de texto de Geometria analitica. Creemos que el
maestro encontrard en este libro todo el material que puede considerar
como esencial para un curso de esta materia, Fa (Ue no es conveniente
por lo general, el tener que complementar un libro de texto con material
de otros libros. _ o

El método didactico empleado en todo el libro consta de las siguien-
tes partes: orientacion, motivo, discusion y ejemplos, a la manera de
una leccion oral. . ,

Para orientacion del estudiante, el autor ha usado el método de pre-
sentar primero ideas familiares y pasar_luego paulatinamente y de una
manera natural a nuevos conceptos. Por esta razon, cada capitulo co-
mienza con un articulo preliminar. Este enlace de los conocimientos
anteriores del estudiante con los nuevos conceptos de la Geometria ana-
litica es de considerable importancia, porque un mal entendimiento_del
método analitico en los principios conducira, inevitablemente, a dificul-
tades continuas en las partes mas avanzadas. o )

En el desarrollo de los temas se ha puesto especial cuidado en fijar el
motivo. Esto es necesario i se qll,u_ere que el alumno obtenPa un conaci-
miento basico de los métodos analiticos y no haga una simple adquisicion
de hechos geométricos. Se ha hecho todo lo posible por encauzar el pro-
ceso de razonamiento de tal manera que aparte al estudiante de la tarea
de memorizar. _

En general, hemos resumido en forma de teoremas los resultados de
|a discusion de un problema o una proposicion particular. Este proce-
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dimiento no solamente sirve para llamar la atencion sobre los resultados
importantes, sino también clasifica a dichos resultados para futura refe-
rencia.

El maestro vera que este libro se presta en si a ser dividido en lecciones
para las tareas diarias. El estudio de cada asunto va segimdo usualmente
de uno o mas ejemplos y de un conjunto de ejercicios relacionados con la
teoria explicada. _ .

. Queremos ahora llamar Ia atencion sobre algiunas caracteristicas espe-
ciales del libro. El estudio de la Geometria analitica no alcanza uno de sus
principales objetivos si no da un analisis completo de cualquiera myesUfga-
cion particular que se trate. El ser conciso en la presentacion no se justifica
Ciertamente si una conclusion esta basada en la discusion de uno o varios
casos posibles. Es por esto que la investigacion de cada cuestion se ha
hecho tan completa como ha sido posible, y los casos excepcionales no
han sido considerados. Al?unos ejemplos de esto pueden verse en la dis-
cusion de las Posmlones relativas de dos rectas (Art. 30), la determina-
cion de la distancia de una recta a un punto dado (Art. 33) y el estudio
de las familias o haces de circunferencias (Art. 42).

_ Otra particularidad de esta obra es el dar en forma de tabla o cuadro
sinoptico, un resumen de formulas y resultados estrechamente relacio-
nados. Una larga experiencia ha convencido al autor de que para los
estudiantes es una gran ayuda el uso de tales resimenes.

. Se observara que se han introducido varios términos nuevos. Por
ejemplo el eje focal y el eje normal para las secciones conicas, (Art. 60),
¢l nombre indicador para el invariante B2—4AC de la ecuacion general
de segundo grado con dos variables (Art. 74) y el termino parprincipal de
coordenadas polares (Art. 80). Creemos que el uso de estos terminos y
el de los paréntesis rectangulares para encerrar los numeros directores de
una recta en el espacio (Art. 111) es muy conveniente, _

El desarrollo de la Geometria analitica del espacio es considerable-
mente mas completo que el que aparece en Ia mayoria de los libros de
texto. Un buen fundamento en Geometria analitica del espacio es de gran
valor para estudios posteriores de Matematicas. Por ejemplo, un estudio
razonado de interseccion de superficies y curvas en el egiaamo_se_ra.un_a
gran azuda para la comprension de muchos temas de Calculo infinitesi-
mal. Creemos, también, que se ha incluido suficiente material para que
gl II|bro pueda ser facilmente adaptado a un curso de Geometria analitica

el espacio.

_ Co?no es deseable que el estudiante enfoque su atencion sobre un mi-
nimo de conceptos a la vez, se han agrupado los temas semedantes en
articulos y capitulos individuales. Esto evita las desventajas de la dis-
traccion causada por la dipersion de los temas en todo el libro. Por
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ejemplo, toda la parte fundamental sobre coordenadas polares esta con-
tenida en un solo capitulo. Esta concentracion de material hace que el
libro sea mas Util para consulta aun después que el estudiante haya ter-
minado su curso de Geometria analitica y esté dedicado a estudios mas
avanzados. N . _

El libro contiene suficiente materia para un curso semestral de cinco
horas por semana pero es facilmente adaptable a cursos mas cortos. El
maestro puede también omitir ciertas partes de Geometria analitica del
_esP_ac_lo y ver solamente aquellas indispensables para estudiar Calculo
infinitesimal. . y o

Se ha dado especial atencion a los ejercicios, de los cuales hay 1920
ordenados en 71 grupos. Esto es mucho mas de lo que normalmente
resuelven los alumnos en un curso, pero permite una variacion de tareas
de afio a afio. Al final del libro se dan las soluciones a la mayoria de
estos ejercicios. Ademas hay 134 ejemplos resueltos completamente.

Se’incluyen dos apéndices. EI primero consiste en una lista resumen
de formulas, definiciones y teoremas, de Geometria elemental, Algebray
Trlgonometr|_a plana. EI" segundo apéndice consiste en una serie de
tablas numeéricas para ser usadas en los calculos. _

El autor desea expresar a su amigo y colega el profesor F. H. Miller
su sincera gratitud por el constante estimulo y valiosa cooeperacion en la
realizacion de.su tarea. El profesor Miller ha leido el manuscrito com-
pleto cuidadosamente y ha contribuido mucho al valor del libro por sus
Utiles sugestiones y critica constructiva,

Charles H. Lehmann
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CAPITULO PRIMERO
SISTEMAS DE COORDENADAS

1. Introduccion. EI objeto de este capitulo es presentar algunos
de los conceptos fundamentales de la Geometria analitica plana.
Estos conceptos son fundamentales en el sentido de que constituyen
la base del estudio de la Geometria analitica. En particular, se hara
notar como se generalizan muchas de las nociones de la Geometria
elemental por los métodos de la Geometria analitica. Esto se ilustrara
con aplicaciones a las propiedades de las lineas rectas y de las figuras
rectilineas.

2. Segmento rectilineo dirigido. La porcion de una linea recta
comprendida entre dos de sus puntos se llama segmento rectilineo o
simplemente segmento. Los dos puntos se llaman extremos del se¢-

A B
 [—— ~— > o
Fig. 1
mentd. Asi, en la figura 1, para la recto |, AB es un segmento

cuyos extremos son A y B. La longitud del segmento AB se repre-

senta por AB.

El lector ya esta familiarizado con el concepto geométrico de
segmento rectilineo. Para los fines de la Geometria analitica afia-
diremos, al concepto geométrico de segmento, la idea de sentido o
direccion. Desde este punto de vista consideramos que el segmento AB
es generado por un punto que se mueve a k> largo de la recta | de A
hacia B. Decimos entonces que el segmento AB esta dirigido de
A a B, e indicamos esto por medio de una flecha como en la figura 1.
En este caso, el punto A se llama origen o punto inicial y el punto B
extremo o punto final. Podemos también obtener el mismo segmento
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dirigiéndolo de B a A ; entonces B es el origen'y A el extremo, y el
segmento se designa por BA. EIl sentido de un segmento dirigido se
indica siempre escribiendo primero el origen o punto inicial.

Desde el punto de vista de la Geometria elemental, las longitudes
de los segmentos dirigidos, AB y BA , son las mismas. En Geome-
tria analitica , sin embargo , se hace una distincién entre los signos de
estas longitudes. Asi, especificamos, arbitrariamente, que un seg-
mento dirigido en un sentido serd considerado de longitud positiva,
mientras que otro, dirigido en sentido opuesto, serd considerado
como un segmento de longitud negativh. De acuerdo con esto, si
especificamos que el segmento dirigido AB tiene una longitud posi-
tiva, entonces el segmento dirigido BA tiene una longitud negativa,
y escribimos

AB = —BA . (1)

Consideremos ahora tres puntos distintos A, B y C sobre una
linea recta cuya direccion positiva es de izquierda a derecha. Hay

A C B G B ABC .,
@ (b) ©
B C A C B A B A
(d) (@) (f)
Fig. 2

3 1= 6 ordenaciones posibles de estos puntos, como se muestra en la
figura 2. Considerando solamente segmentosdirigidos de longitudes
positivas, tenemos las seis relaciones siguientescorrespondientes a
estas ordenaciones:

1C+~CB="AB, @
~CA+IB="CB, (6)
~AB+'BC =~AC , (c)
BC + CA=BA, (d)
~CB + BA=-CA |, (e)
~BA + ~AC= ~BC . 0)

Demostraremos en seguida que todas estas relaciones estan inclui-
das en la relacién fundamental:
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En efecto, por (1), CB — —BC, de manera que la relacién (a)
puede escribirse _
AC - BC = AB,

de donde, pasando — BC al segundo miembro, obtenemos (2).

Anélogamente, por ser CA ~ —AC y CB = —BC por (1), la
relacion (5) se convierte en

—AC + AB = - ~BC,

en donde, por transposicidn, obtenemos también (2). La relacion
(c) estd ya en la forma (2). Como anteriormente, usando (1),
vemos que (&), (e) y (/) se reducen cada una a (2),

3. Sistema coordenado lineal. En el Articulo anterior hemos
introducido los conceptos de direccion y signo con respecto a los
segmentos rectilineos. Ahora vamos a dar un paso més introduciendo
la idea de correspondencia entre un punto geométrico y un ndmero

X D E o—* Fem t > X
(x) (x2) @ @ xi) ()

Fig. 3

real. Consideremos (fig. 3) una recta X 'X cuya direccién positiva
es de izquierda a derecha, y sea O un punto fijo sobre esta linea.
Tomemos una longitud conveniente como unidad de medida ; si A es
un punto de X 'X distinto de O y situado a su derecha, la longitud
OA puede considerarse como unidad de longitud. Si P es un punto
cualquiera de X 'X situado a la derecha de O y tal que el segmento
dirigido OP, de longitud positiva, contiene x veces a la unidad adop-
tada de longitud, entonces diremos que el punto P corresponde al
ndmero positivo x. Andlogamente, si P' es un punto cualquiera
de X 'X situado a la izquierda de 0 y tal que el segmento dirigido
OP' tenga una longitud negativa de xlI unidades, entonces diremos
que el punto P ' corresponde al nimero negativo x'. De esta manera,
cualquier nimero real x puede representarse por un punto P sobre la
recta X'X. Y reciprocamente,. cualquier punto dado P situado
sobre la recta X 'X representa un namero real x, cuyo valor numérico
es igual a la longitud del segmento OP y cuyo signo es positivo o
negativo segln que P esté a la derecha o a la izquierda de 0.

De acuerdo con esto, hemos construido un esquema por medio del
cual se establece una correspondencia biunivoea entre puntos de una
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recta y los nimeros reales. Tal esquema se llama un sistema coorde-
nado. En el caso particular considerado, como todos los puntos estan
sobre la misma recta, el sistema se Illama sistema unidimensional o
sistema coordenado lineal. Refiriéndonos a la figura 3, la recta X 'X
se llama eje y el punto O es el origen del sistema coordenado lineal.
El ndmero real x correspondiente al punto P se llama coordenada del
punto P y se representa por (x). Evidentemente, de acuerdo con
las convenciones adoptadas, el origen O tiene por coordenada (0) y
el punto A tiene por coordenada (1). EIl punto P con su coordenada
&) es la representacion geométrica o grafica del nidmero real *, y la
coordenada (x) es la representacién analitica del punto P. Ordina-
riamente escribiremos el punto P y su coordenada juntos, tal como
sigue : P (x).

Es importante hacer notar que la correspondencia establecida por
el sistema coordenado lineal es Unica. Es decir, a cada nUmero
corresponde uno y solamente un punto sobre el eje, ya cada punto
del eje correspode uno y solamente un nimero real.

Vamos a determinar ahora la longitud del segmento que une dos
puntos dados cualesquiera, tales como Px(xi) y Pj (22) de la figura 3.
En Geometria analitica, se dice que los puntos estan dados cuando se
conocen sus coordenadas. Por tanto, x\ y xi son nameros conocidos.
Por la relacion (2) del Articulo 2, tenemos :

OFi + KPj = OPj.
Pero, OPi — x\ y OPz = xi. Luego,

XI  PIPi = X2,
de donde,
Pplrpi — x2 — XI.

La longitud del segmento dirigido P-P1, obtenida de P:P. por me-
dio de la relacidon (1) del Articulo 2, es

P2Pl = x1 —x2.

En cualquier caso, la longitud de un segmento dirigido se obtiene
restando la coordenada del punto inicial de la coordenada del punto
final. Este resultado se enuncia como sigue :

Teorema 1. En un sistema coordenado lineal, la longitud del seg-
mento dirigido que une dos puntos dados se obtiene, en magnitud y signo,
restando la coordenada del origen de la coordenada del extremo.



SISTEMAS DE COORDENADAS 5

La distancia entre dos puntos se define como el valor numérico o
valor absoluto de la longitud del segmento rectilineo que une esos dos
puntos. Si representamos la distancia por d, podemos escribir :

d=|PiPi|= |xi —xi],
o también,

d=|P2Pi\—|xi —xi].
Ejemplo, Hallar la distancia entre los puntos Pi (5) y P2(—3).

Soluciéon. Por el teorema 1, las longitudes de los segmentos dirigidos son

P2P1=J-(-3) =8

Entonces, para cualquiera de los dos segmentos dirigidos, la distancia esta
dada por
d=\- 8|=|8|=8

4, Sistema coordenado en el plano. En un sistema coordenado
lineal, cuyos puntos estan restringidos a estar sobre una recta, el eje,
es evidente que estamos extremadamente limitados en nuestra investi-
gacion analitica de propiedades geométricas. Asi, por ejemplo, es
imposible estudiar las propiedades de los puntos de una circunferencia.
Para extender la utilidad del método analitico , consideraremos ahora
un sistema coordenado en el cual un punto puede moverse en todas
direcciones manteniéndose siempre en un plano. Este se llama sistema
coordenado-bidimensional o plano, y es el sistema coordenado usado
en la Geometria analitica plana.

El primer ejemplo que estudiaremos de uno de estos sistemas, y ,
ademas, el mas importante, es el sistema coordenado rectangular,
familiar al estudiante desde su estudio previo de Algebra y Trigono-
metria. Este sistema, indicado en la figura 4, consta de dos rectas
dirigidas X 'X y Y'Y, llamadas ejes de coordenadas, perpendiculares
entre si. Larecta X' X sellamaeje X; Y'Y esel eje Y; y su punto
de interseccion O, el origen. Estos ejes coordenados dividen al plano
en cuatro regiones llamadas cuadrantes numerados tal como se indica
en la figura 4. La direccion positiva del eje X es hacia la derecha ; la
direccidn positiva del eje Y , hacia arriba.

Todo punto P del plano puede localizarse por medio del sistema
rectangular. En efecto, se traza PA perpendicular al eje X y PB
perpendicular al eje Y. La longitud del segmento dirigido OA se
representa por 1 y se llama abscisa de P ; la longitud del segmento
dirigido OB se representa por y y se llama ordenada de P . Los dos
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nameros reales, x y y, se llaman coordenadas de P y se representan
por (x,y). Las abscisas medidas sobre el eje X a la derecha de O
son positivas y a la izquierda son negativas; las ordenadas medidas
sobre Y arriba de O son positivas y abajo son negativas. Los signos
de las coordenadas en los cuatro cuadrantes estadn indicados en la
figura 4.

Es evidente que a cada punto P del plano coordenado le corres-
ponden uno y solamente un par de coordenadas (as, y). Reciproca-

Fig. 4

mente, un par de coordenadas (x, y) cualesquiera determina uno y
solamente un punto en el plano coordenado.

Dadas las coordenadas (x, y), x £y, quedan determinados
dos puntos, uno de coordenadas (x, y) y otro de coordenadas (y, x)
que son diferentes. De aqui que sea importante escribir las coordena-
des en su propio orden, escribiendo la abscisa en el primer lugar y la
ordenada en el segundo. Por esta razon un par de coordenadas en el
plano se llama un par ordenado de nimeros reales. En vista de nues-
tra discusién anterior, podemos decir que el sistema coordenado rectan-
gular en el plano establece una correspondencia biunivoca entre cada punto
del plano y un par ordenado de nimeros reales.

La localizacién de un punto por medio de sus coordenadas se llama
trazado del punto. Por ejemplo, para trazar el punto (—5, —6),
sefialaremos primero el punto A , sobre el eje X , que esta 5 unidades
a la izquierda de O ; después, a partir de A, sobre una paralela al
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eje Y, mediremos seis unidades hacia abajo del eje X , obteniendo asi

al punto P(—5, —6). La construccién esta indicada en la figura 5,
en la que se han trazado también los puntos (2, 6), (—6, 4) vy
(41 _2)

El trazado de los puntos se facilita notablemente usando papel
coordenado rectangular, dividido en cuadrados iguales por rectas
paralelas a los ejes coordenados. La figura 5 es un modelo de papel

Y
(i2€)
—5,4)
A
0
« -2)
P(-5—
YI
Fig. 5

de esta clase. Se recomienda al estudiante el empleo de papel coorde-
nado milimetrado cuando se requiera un trazado de gran exactitud.

Si consideramos solamente aquellos puntos cuyas ordenadas son
cero, veremos que todos ellos estan sobre el eje X , y el sistema coor-
denado plano se reduce al sistema coordenado lineal. Por lo tanto , el
sistema coordenado lineal es, simplemente, un caso especial del siste-
ma plano.

Otro sistema plano que tendremos ocasién de usar es el sistema de
coordenadas polares. Las coordenadas polares se estudiardn mas ade-
lante en un capitulo especial.

El lector deberéd observar que en los sistemas coordenados que han
sido estudiados, se establece una correspondencia entre los puntos y el
conjunto de los nimeros reales. No se ha hecho mencion de los nime-
ros complejos del Algebra. Como nuestros sistemas coordenados no
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especifican nada para los nUmeros complejos, no consideraremos tales
ndmeros en nuestro estudio de la Geometria analitica.

Ejemplo. Un tridngulo equildtero OAB cuyo lado tiene una longitud a
est4 colocado de tal manera que el vértice O estd en el origen, el vértice A esta
sobre el eje de las X y a la derecha
Y de O, y el vértice B esta arriba del
eje X. Hallar las coordenadas de los
vértices A 'y B y el &rea del trian-

gulo.

Solucién. Con referencia a los
ejes coordenados, el tridngulo estéa en
la posicion indicada en la figura 6.

Como OA —a, la abscisa del punto
A es a. También, por estar A sobre
el eje de las X, su ordenada es 0.
Por tanto, las coordenadas del vérti-
ce A son (a, 0).
Si trazamos la altura BC, per-
Fig. 6 pendicular al lado OA, sabemos, por
la Geometria elemental, que C es el

punto medio de OA. Por tanto, la abscisa de C es Como BC es paralela

al eje V, la abscisa del punto B es también La ordenada de B se obtiene

ahora muy facilmente por el teorema de Pitdgoras; dicha ordenada es

BC = aTaB~A""CA7=yj a2 - a.

Las coordenadas del vértice B son, pues (f ¥_).

El éarea del tridngulo (Apéndice 1A, 1) es

v_ 1 V1. _VI

—am r—a= — a2

EJERCICIOS. Grupo 1

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Si Ay B son dos puntos diferentes de una recta dirigida, demostrar que
AB +BA =0y AA = BB =0.

2. Demostrar que las relaciones (d), (e) y (f) son casos particulares de la
relacion (2) del Articulo 2.
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3. Si A, B, C y D son cuatro puntos distintos cualesquiera de una recta
dirigida, demostrar que, para todas las ordenaciones posibles de estos puntos
sobre la recta, se verifica la igualdad

AB 4-BC + CD = AD.

4. Hallar ja distancia entre los puntos cuyas coordenadas son: (—5) y
(6); 3y (-7); (-8) vy (-12).

5. La distancia entre dos puntos es 9. Si uno de los puntos es (—2),
hallar el otro punto. (Dos casos.)

6. En un sistema coordenado lineal, P\(xi) y Pi{x2) son los puntos
extremos dados de un segmento dirigido. Demostrar que la coordenada (x) de

un punto P que divide a P1P2 en la razén dada r = P :PP2es
Xi + rx2
X =- 1+ f . r~n-1.

7. Haciendo r = 1 en la férmula obtenida en el ejercicio 6, demostrar que
la coordenada del punto medio de un segmento rectilineo es la media aritmética
de las coordenadas de sus puntos extremos.

8. Hallar los puntos de triseccion y el punto medio del segmento dirigido
cuyos extremos son los puntos (—7) y (—19) .

9. Un extremo de un segmento dirigido es el punto (—8) y su punto
medio es (3) . Hallar la coordenada del otro extremo.

10. Los extremos de un segmento dirigido son los puntos P1(4) y P2(—2) .
Hallar la razén P2P : P Pi en que el punto P (7) divide a este segmento.

11. Un cuadrado, de lado igual a 2 a, tiene su centro en el origen y sus
lados son paralelos a los ejes coordenados, Hallar las coordenadas de sus cuatro

vértices.

12. Tres vértices de un rectangulo son los puntos (2, —1), (7, —1) vy
(7, 3) . Hallar el cuarto vértice y el area del rectangulo.

13. Los vértices de un tridngulo rectdngulo son los puntos (1, —2),
(4, —2), (4, 2). Determinar las longitudes de los catetos, y después calcular
el area del triangulo y la longitud de la hipotenusa.

14. En el triangulo rectangulo del ejercicio 13, determinar primero los
puntos medios de los catetos y, después, el punto mediode la hipotenusa.

15. Hallar la distancia del origen al punto (a, b) .
16. Hallar la distancia entre los puntos (6, 0)y (0, —8;.

17. Los vértices de un cuadrilatero son los puntos (1, 3), (7, 3), (9, 8)
y (3, 8). Demostrar que el cuadrilatero es un paralelogramo y calcular su area.

18. Dos de los vértices de un triangulo equilatero son los puntos (— 1, 1)
y (3, 1). Hallar las coordenadas del tercer vértice. (Dos casos.)
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19. Demostrar que los puntos (—5, 0), (0, 2) y (0, —2) son los vér-
tices de un tridangulo isosceles, y calcular su area.

20. Demostrar que los puntos (0, 0), (3, 4), (8, 4) y (5 0) son los
vértices de un ismbo, y calcular su area.

5. Caracter de la Geometria analitica. La Geometria elemental,
conocida ya del lector, se llama Geometria pura para distinguirla del
presente estudio. Acabamos de ver que por medio de un sistema
coordenado es posible obtener una correspondencia biunivoca entre
puntos y niumeros reales. Esto, como veremos, nos permitira aplicar
los métodos del Anélisis a la Geometria, y de ahi el nombre de Geo-
metria analitica. Al ir avanzando en nuestro estudio veremos, por
ejemplo, como pueden usarse, ventajosamente, los métodos alge-
braicos en la resolucion de problemas geométricos. Reciprocamente ,
los métodos de la Geometria analitica pueden usarse para obtener
una representacion geométrica de las ecuaciones y de las relaciones
funcionales'.

El concepto de sistema coordenado, que caracteriza a la Geome-
tria analitica, fué introducido por primera vez en 1637 por el matema-
tico francés René Descartes (1596-1650). Por esta razén, la Geome-
tria analitica se conoce también con el nombre de Geometria cartesiana.
Por la parte que toma en la unificacion de las diversas ramas de las
matematicas, la introduccion de la Geometria analitica representa
uno de los adelantos mas importantes en el desarrollo de las mate-
maticas .

En Geometria pura, el estudiante recordarda que, generalmente,
era necesario aplicar un método especial o un artificio, a la solucién de
cada problema; en Geometria analitica, por el contrario, una gran
variedad de problemas se pueden resolver muy facilmente por medio de
un procedimiento uniforme asociado con el uso de un sistema coorde-
nado . EIl estudiante debe tener siempre presente que esta siguiendo un
curso de Geometria analitica y que la solucién de un problema geomé-
trico no se ha efectuado por Geometria analitica si no se ha empleado
un sistema coordenado. Segln esto, un buen plan para comenzar la
solucion de un problema es trazar un sistema de ejes coordenados
propiamente designados. Esto es de particular importancia en los
primeros pasos de la Geometria analitica, porque un defecto muy
comun del principiante es que si el problema que trata de resolver
se le dificulta, estd propenso a caer en los métodos de la Geome-
tria pura. EI estudiante deberd hacer un esfuerzo para evitar esta
tendencia y para adquirir el método y espiritu analitico lo méas pronto
posible.
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6. Distancia entre dos puntos dados. Sean Pi(xi, yi) ¥ Pi(xz, y2)
dos puntos dados cualesquiera (fig. 7). Vamos a determinar la dis-

tancia d entre Pi y P2, siendo d = IPiP.L Por PiP. tracemos las
perpendiculares PiA y P.D a ambos ejes coordenados, como s¢ in-
dica en la figura, Y sea E_su punto de interseccion. Consideremos el
triangulo rectangulo P1EP2. Por el teorema de Pitagoras, tenemos :

d2= P1P2 = Po,E*“+ EPi 1)

Las coordenadas de los pies de las perpendiculares a los ejes coorde-
nados son A(x1, 0), .BFO, Jt), C(x2,0), D(0, 42). Luego, porel
teorema 1 (Art. 3) tenemos

P2E = CA = Xi—xi, EPi=DB = yi—y2.
Sustituyendo estos valores en (1), obtenemos
dz = (Xl —Xs)2 t (YI —dz)2,
d=V (Xi—x)2+ (yi—mn)2.
Este resultado se enuncia como sigue :

Teorema 2. La distancia d entre dos puntos Pi(xi, yi) y P2(xz, y>)
esta dada por la formula

d—V (- x2)2+ (yi —y2)2.

de donde,

NOTAS. 1 En la demostracion del teorema 2, _no s hizo mencion de los
cuadrantes en que se encuentran los puntos Py P2 Segun esto el resultado
del teorema 2 es completamente general e independiente de la situacion de los



12 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

puntos Pi y P2, La posicion de un punto en un cuadrante particular esta
determinada por los signos de sus coordenadas. .

2. La distancia d es positiva, siendo P1P. el valor numérico o absoluto

v de la longitud del segmento rectili-

neo. Por esta razon no aparece en la

formula ningln mgno delante del ra-

dical. Debe entenderse, por conve-

nio, que si no aparece ningdn signo

delante deja raiz cuadrada indicada

de una cantidad, se considera siempre

que se trata del valor positivo. Si se

debe aparecer el si?no menos delante
del radical. Asi, el valor positivo de
la raiz cuadrada de una cantidad a se
expresa por V a, el valor negativo
por —V a y ambos valores, el po-
sitivo Y el negativo por + Va.
Ejemplo. Demostrar que los puntos
P.(3, 3), P2(-3, -3), P8(-43VX 3VI)
son vértices de un tridngulo equilatero.

Solucion. El triangulo del problema es el indicado en la figura!  Por el
teorema 2, tenemos:

| 1= V(3 +3)a+ B+35=6V2,

Ip7pil = V( -3+3 VI)2+ (-3-3 VI)2
= V(- BV3+2)+ (9+ 18Y 3+ 27)
=V 3%+ 3¥H=6V2,

[PsP1 = V(-3 V3 - 3)2+ (3>)3 =3)2= 6V2.

Luego el tridngulo es equilatero, ya que todos sus lados son de igual longitud.

7. Division de un segmento en una razon (Jada.

Teorema 3. Si Piéxi, 1) y Ps(X, y2) son los extremos de un
segmento Pi P2, las coordenadas (x,Y) de un punto P que divide a este

segmento en la razén dada r=PiP : P P2 son

_Xi+ rx2 i+ ry2
A T

~ Demostracion. Por los puntos Pi, p, p2, tracemos perpen-
diculares a los ejes coordenados, tal como s indica en la figura 9.
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Por Geometria elemental, las tres rectas paralelas Pi Ai, PA y P A
interceptan segmentos proporcionales sobre las dos transversales
P\ P2y Ai Az. Portanto, podemos escribir

PiP _ AiA |
TFi = TZj"

_ Las coordenadas de los pies de las perpendiculares al eje X son
Ai G0 0, Ap, 0), Aa(ws, 0).

Por tantd, por el teorema 1, del Y
Articulo 3, tenemos

AiA = x — x\,
AAz= x2—x.

Sustituyendo estos valores en
(1), obtenemos

- X=X
Xl — X
de donde,
_Xit. M .
X= T4 rj- r].

Por un procedimiento semejante para las ordenadas, obtenemos

r= PIP = BiB = y—yi
PP, BB- y» - Y’

de donde,
W\ 11y

~ En elcasoparticular en que P es el Punto medio delsegmento
dirigidoPiP., esr = 1, de manera que los resultados anteriores se

reducen a _
_Xit 2 oyt Ve
X~ 2 7 V= 2
Sequin esto tenemos el siguiente

~ Corolario. Las coordenadas del punto medio de un segmento diri-
gido cuyos puntos extremos son (xi, y1) y (X, y2) son
Xi+ x2 yit y2
x= 2 Ty- 21
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~ NOTAS. 1. En Geometria elemental, las relaciones (1) Y (2) se escriben
sin considerar el signo. En Geometria analitica, en cambio, las razones deben
aer _cqgmderadas con su signo, ya que estamos tratando con segmentos rectilineos
irigidos.

2. Al usar las formulas del teorema 3, debe cuidarse de que la sustitucion de
las coordenadas sea correcta. Por esta razon, frecuentemente es preferible no
sustituir en estas formulas sino escribir directamente los valores de las razones,
tal como los dan las formulas (1) y (2). Esto se muestra en el ejemplo que
damos a continuacion.

3. Si el punto de division P es externo al segmento dirigido P1P2, la razon
r es negativa.

Y

Fig. 10

_Ejemplo.  SiPi(—4, 2) y P2(4, 6) son los puntos extremos del segmento
dirigido P1P2, hallar las coordenadas del punto P (jc, y) que divide a este

segmento en la razon P.P :PP.= —3.

Solucion. Como la razon r es negativa, el punto de division P es externo,
tal como se indica en la figura 10. "Si aplicamos el teorema 3 directamente,

obtenemos ) b (=3 B
=1t IX —4+ (—
— T+7 - N3 -
=yi+tory2 2+ (- 36 H
g2 (38

Si, como se sugiere en la nota 2 anterior, escribimos las razones directamen-
te, obtenemos también

= K p = _X ~_( i 4.-2.: -3
"= ooy p de donde, x = 8;
_-..PTP = y__:__g R =
r Pp) t6 Ty 3, de donde, y = 8.
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EJERCICIOS. Grupo 2

Dibtjese una figura para cada ejercicio.

1. Hallar el perimetro del cuadrilatero cuyos vértices son (—3, —1),
0.3 G4, @ 1),
2. Demostrar que los puntos (—2, —1), (2, 2), (J, —2), son los
vértices de un triangulo isosceles.

3. Demostrar que los puntos (2, —2), (—8, 4), (5 3) son los vértices
de un tridngulo rectangulo, y hallar su area.

4. Demostrar que los tres puntos (12, 1), (=3, —2), (2, —1) son
colineales, es decir, que estan sobre una misma linea recta.

5. Demostrar que los puntos (0, 1), (3, 5), (7, 2), (4 —2) son los
vértices de un cuadrado.

6. Los vértices de un triangulo son A (
Si D es el punto medio del lado BC, calcular
(

7. Demostrar que los cuatro puntos
son los vértices de un paralelogramo.

8. Calcular el area del triangulo cuyosvértices son los puntos (0, 0),
(1, 2), (3, —4). Sugestion. Usese la sequnda formula del Apéndice IA, 1

9. Uno de los extremos de un segmento rectilineo de longitud 5 es el punto
(3, —)2) . Si la abscisa del otro extremo es 6 hallar su ordenada. (Dos solu-
ciones.

10. Determinar la ecuacion algebraica que exgresa el hecho de que el punto
(x,y) equidista de los dos puntos ?—3,

11, Hallar lospuntos de triseccion y el punto medio del segmento cuyos
extremos son los puntos (—2, 3) y (6, —3).

12, Los puntos extremos de un segmento son Pi (2, 4) y P2(8, —4).
Hallar el punto P (x, y) que divide a este segmento en dos partes tales que

i7 :PPj= -

13. Uno de los puntos extremos de un segmento es el punto (7, 8), y su
punto medio es (4, 3). Hallar el otro extremo.

14, Los extremos de un segmento son los puntos Pi(7, 4) y P2 (-1 —4).
Hallar la razén P1P : PP enque el punto P (1, —2) divide al segmento.

15. Los puntos medio? de los lados de un triangulo son (2, 5), (4, 2) y
(1, 1). Hallar las coordenadas de los tres vértices.

16, Los vértices de un tridngulo son A (—1 3), B(3, 5) y C(7, —1).
Si D esel punto medio del lado AB y E es el punto medio del lado BC, demos-
trar que la longitud del segmento DE es la mitad de la longitud del lado AC.

17 En el triangulo rectangulo del ejercicio 3, demostrar que el punto medio
de la hipotenusa equidista de los tres vértices.

3 8), B(2, =) yC(6 —1).
la Io)ngitu(d de la )mgdiarga AD. )

L1, 3 5), (11, 6), (9, 2
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18, Demostrar_que los segmentos que unen los puntos medios de los lados
sucesivos del cuadrilatero del ejercicio 1 forman un paralelogramo.

19. Los vértices de un triangulo son (2, —1), (=4, 7), (8, 0). Hallar,
para cada una de las medianas, el punto de triseccion mas cercano al punto medio
del lado correspondiente. Demostrar que este punto es el mismo para cada una
de las medianas y, por tanto, que las medianas concurren en un punto. Este
punto se llama baricentro del tridngulo.

20. En el tridngulo cuyos vértices son (xi, yi), (Xz, th), (*. th),
demostrar que las coordenadas del baricentro son
mixi -f Xo+ xs], yaiyi + y2+ ds])e
Utilizar este resultado para comprobar el ejercicio 19.

8. Pendiente de una recta. Dos rectas al cortarse forman dos
pares de an?ullos opuestos por el vértice (fig. 11). Por tanto, la ex-
presion ‘el angulo comprendido entre dos rectas’’ es ambigua, ya

Fig. U

que tal angulo puede ser el a o bien su suplemento el 3. Para hacer
una distincion entre estos dos angulos, consideramos que las rectas
estan dirigidas y luego establecemos la siguiente

Definicion. Se llama angulo de dos rectas dirigidas al formado
por los dos lados que se alejan del vértice.

~Asi, por ejemplo, sequn esta definicion, el angulo que forman las rectas
dirigidas h y'h (fig. 11) esel angulo a. Sin embargo, si la direccion de una
de estas rectas, digamos h, seinvierte, el &ngulo formado por las dos rectas es
el 4ngulo suplementario @ _

Si h y h son paralelas, diremos que el angulo comprendido entre ellas es de
00 cutan 0 tienen la misma direccion, y de 180° cuando tienen direcciones
opuestas.

- NOTA. En la figura 11, teniendo las rectas sus direcciones marcadas, el
angulo y = 360° —a también, seﬂun la definicion 1, es el angulo de las rectas
hy l.. Este &ngulo y > 180° se [lama angulo concavo. Siempre que hablemos
de angulo de dos rectas, sélo consideraremos angulos < 180°.
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Definicién 2. Se llama angulo de inclinacion de una recta ei
formado por la parte positiva del eje X y la recta, cuando ésta se
considera dirigida hacia arriba. o

Asi, de acuerdo con las definiciones 1y 2, el angulo de inclinacién
de la recta | (fig. 12) es a, y el de I" es a'. Evidentemente, a
puede tener cualquier. valor comprendido entre Qo y 180° ; es decir,
su intervalo de variacion esta dado por

0°£ctE180°, (1)

Para la mayor parte de los problemas de Geometria analitica, em-
plearemos mas la tangente del angulo de inclinacion que el angulo
mismo. Segun esto :
~ Definicién 3. Se llama pen-
diente o coeficiente angular de una
recta a la tangente de su angulo de
inclinacion.

La pendiente de una recta se
designa comunmente por la letra m.

Por tanto, podemos escribir

m=tga. (2)

~Por (1) y (2) sevequela Pen-

diente puede tomar todos los valores

reales. Si a esagudo, la pendiente . _

es positiva, como para larecta I en la figura ~ 12; si @' es obtuso,

como_para larecta |, la pendiente es negativa. Cualquier. recta que

coincida o sea paralela al ede Y serd perpendicular al eg,e X,y su

angulo de inclinacion sera de 90°. Como tg 90° no_esta definida,

la ~ pendiente de una rectaparalela al eje Y no existe. Podemos

establecer, por lo tanto, que toda recta perpendicular al eje X no

tiene pendiente. EI estudiante recordara, probablemente, la igualdad

tg 90° = o, cuyo significado_debe considerar muy cuidadosamente

ya que oo no esun numero. Esta igualdad es una manera simholica

de expresar que, a medida que el angulo a se aproxima masy mas

2 90°, tg a se hace y permanece mayor que cualquier nimero positivo

por grande que se suponga. _
Teorema 4. Si P|€X|, yi) y Pzéxz,yZ) son dos puntos diferentes

cualesquiera de una recta, la pendiente de la recta fes

........... i P94
M iy [ Zl - xi76X2.(3)
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Demostracién. Consideremos la recta p1p2 de la figura 13,
determinada por los puntos Pi y Pz, y sea a su angulo de inclina-
cion. Por Pi FY P2 tracemos las perpendiculares PrAi y P2Ai al
eje X, e/ por P2 tracemos una paralela al eje X que corte a Pi Al
en B. El angulo PiP2B = a, y, por Trigonometria, tendremos

m=tea-~ )Epzf)'

Y

Fig. 13

Las coordenadas de los puntos Ai, A2y B son Ai(xj, 0), A'¢(xz, 0)
y B{x:y2). Portanto, porel teoremal, Art. 3, tenemos

PPi =yi—o, P2P = AiAi=xi- x2

Sustituyendo estos valores en (4), obtenemos lo que se queria de-
mostrar .

_ NOTAS. 1 Elvalor de m dado por la formula (3) no esta definido anali-
ticamente para xi = xi. En este caso, la interpretacion geométrica es que una
recta determinada por dos puntos diferentes con abscisas iguales es paralela al
eje Yy, For tanto, como Se anot6 anteriormente, no tiene pendiente. .
2. Elorden en que se toman las coordenadas en (3) no tiene importancia,

ya que yi—p AP, U= e M. El estudiante debe evitar, en cam

frecuente de tomar las ordenadas en un orden y las abscisas en el orden contrario,
ya que esto cambia el signo de m.
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Ejemplo. Hallar la pendiente y el dngulo de inclinacion de la recta que pasa
por fos puntos El, 6), (5, —2). .

Solucion, Esta recta se muestra en la figura 14. Por el teorema 4 tenemos,
para la pendiente.

De la tabla B del Apéndice Il tenemos, para angulo de inclinacion,
a=aretg (- 2) = 116° 34",

Y

9. Significado de la frase “condicion necesariay suficiente”. En
este articulo nos apartaremos momentaneamente de nuestro estudio de
la Geometria analitica para considerar el significado de una expresion
que se presenta frecuentemente en Matematicas. La expresion par-
ticular a que nos referimos es ‘ “una condicion necesariay suficiente ",
Veamos primero su significado con un ejemplo. )

(%olnmderemos el sencillo teorema siguiente de la Geometria ele-
mental :

Si-un triangulo es issceles, los angulos opuestos a los lados iguales
son iguales. _ 5 .
~ Este teorema establece que si un triangulo es isosceles necesa-
riamente se verifica que los angulos opuestos a los lados iguales son
iguales. Por tanto, podemos decir que la existencia de dos angulos
iguales es una condicion necesaria para que el triangulo sea isosceles.
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Pero el reciproco de este teorema también es verdadero , a saber :

Si dos angulos de un t_rlan?ulo son iguales, los lados opuestos a
estos an%ulos son también iguales, y el triangulo es isosceles.

Este teorema establece que la existencia de_dos angulos iguales es
suficiente para que un triangulo sea isosceles. De ahi deducimos que a
existencia de dos angulos iguales es una condicion suficiente para que
el triangulo sea isosceles. . )

Podemos entonces combinar ambos teoremas, directo y reciproco
en el siguiente enunciado Unico ; y .

Una condicion necesaria y suficiente para que un triangulo sea isos-
celes es ?ue dos de sus angulos sean iguales. N .

Una frase de uso frecuente en lugar de ‘‘una condicion necesaria y
suficiente ” es **si y solamente si’’. Asi el enunciado precedente
puede escribirse : . _ ,

. Uln triangulo es isosceles si'y solamente si dos de sus angulos son
iguales.

'g De una manera mas ?eneral, Si la hipotesis A de un teorema
implica la verdad de una tesis B, entonces B es una condicion nece-
saria é)ara A. Por otra parte, si, reciprocamente, B implica la
verdad de A, entonces B es una condicion suficiente para A

Debemos hacer notar, sin embargo, que una condicion puede ser
necesaria sin ser suficiente, y viceversa. Por ejemplo, para que un
triangulo sea equilatero, es necesario que sea isosceles ; pero la condi-
cion No es suficiente, ya que un triangulo puede ser isosceles sin ser
equilatero. , L . N

Puede haber mas de una condicion necesaria y suficiente para la
verdad de un teorema. Asi, una condicion necesaria y suficiente para
que un triangulo sea equilatero es que sea equiangulo. Y otra condi-
clon necesaria y suficiente para que un tridngulo sea equilatero es la
igualdad de sus tres alturas. .

A medida que vayamos avanzando en nuestro estudio de la Geome-
tria analitica, tendremos ocasiones frecuentes de deducir condiciones
necesarias y suficientes de naturaleza analitica para diversas propieda-
des?eome ricas. . .
~ 10. Angulo de dos rectas. Consideremos (Iflg. 15) las dos rectas
gy h. Sea C supunto de interseccion y A y B los puntos en que
cortan al eje X. Sean si Yy 2 los dos angulos suplementarios que
forman. Cada uno de estos angulos, diy sz, se miden, tal como
indican las flechas curvadas, en sentido contrario al de las manecillas
de un reloj, 0 sea, en sentido positivo, como en Trigonometria, La
recta a partir de la cual se mide el angulo se llama recta inicial;
la recta hacia la cual se dirige el angulo se llama recta final. Las
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pendientes de las rectas inicial y final se llaman pendiente inicial
y pendiente final, respectivamente.

Designemos por ai el angulo de inclinacion de la recta h y por mi
la pendiente; para la recta h, sean 02 y mi el angulo de inclinacién
y la pendiente, respectivamente. Para el angulo d\, la recta inicial
es h, la pendiente inicial es mi, la recta final es h y la pendiente
final es m2 ; para el &ngulo 62, la recta y la pendiente iniciales, y la

recta 'y pendiente finales, estdn dadas por h, mi, ii y mi, respecti-
vamente. Vamos ahora a calcular cada uno de los angulos 61 y 62
cuando se conocen las pendientes mi y m2 de los lados que forman
estos angulos.

Por Geometria elemental, un angulo exterior de un tridngulo es
igual a la suma de los dos angulos interiores opuestos. Por tanto, en
el tridngulo ABC, siendo 9i = d4ngulo ACB, tendremos:

a2 = ai+ 0i,
0 sea,

di = a2—ai. (1)

Tomando las tangentes de ambos miembros de (1), tenemos (Apén-
dice IC, 6)
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Pero mi = tg ai y mi = tg cu. Luego, de (2)|

m 2— mi s

tg di -t — "o (3

9 1+ m2mi (9)

Para el trianguloABC, con 6i por angulo exterior, tenemos

02 = ai + (180° — aa).

Tomando tangentes de ambos miembros, obtenemos (Apéndice IC,
6y 3)
tg ai + tg (180° — as) = tg ai— tg a2
® 2 1 — tg ai tg ( ° — 02) 1+ tg ai tg a2’

de donde obtenemos el resultado buscado :

mi — m2 ,
fo 62= i Q

Comparando (3) y(4), vemos que solamente difieren en el signo ,
lo cual era de esperarse , ya que diy 62 son angulos suplementarios.
Para calcular un angulo especificado es esencial saber si se debe usar
la férmula (3) ola (4), es decir, debemos tener la seguridad de que
estamos calculando un &angulo particular o su suplemento. Esto se
resuelve muy sencillamente si observamos que, en ambos resultados , el
numerador se obtiene restando la pendiente inicial de la pendiente final.
De acuerdo con esto tenemos el siguiente

Teorema 5. Un angulo especificado 6 formado por dos rectas esta
dado por la formula

tlg 3\2 LA - n —i—, mims ~ - 1'j, fS’}

en donde mi es la pendiente inicial y 012 la pendiente final correspon-
diente al 4ngulo 6.

NOTA. siMmim?= —u1 tg 6 no esta definida por la formula (5) . Este
caso serd considerado mas adelante en el corolario 2.

Del teorema 5 podemos deducir las condiciones de paralelismo y
perpendicularidad de dos rectas, conocidas sus pendientes.

En efecto, segin vimos en el Articulo 8, si dos rectas son parale-
las, el angulo formado por ellas es 0" o} 180° En cualquiera de los
dos casos, la formula (5) se reduce a

m2— mi
1+ mimj

de donde, mj — mi; es decir, las pendientes son iguales.
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Reciprocamente, si na = mj, (5) se reduce a
tgs =0,

de donde se deduce que 6 esigual a 0o 6 180°, y, en consecuencia,
los rectas son paralelas. Por tanto, de acuerdo con el Articulo 9, una
condicidn necesaria y suficiente para el paralelismo de dos rectas es
que sus pendientes sean iguales. De aqui se deduce el siguiente coro-
lario de gran importancia practica :

Corolario 1. La condicion necesaria y suficiente para que dos
rectas sean 'paralelas es que sus pendientes sean iguales.

Si dos rectas son perpendiculares, el angulo comprendido entre ellas
es de 90°. En este caso, como no puede usarse la relacion (5) para
hallar el valor de 6, escribiremos (5) en la forma

oty ¥ = 2L ©

Como ctg 90° = 0, para que la fraccion sea cero debe anularse el
numerador, es decir,
0=1+ mimi,
de donde, miNd — —1.
Reciprocamente, si mimi = —1, la férmula (6) se anula y, por
lo tanto,

ctge = 0,

de donde, & = 90°, y las rectas son perpendiculares. Segln esto
tenemos el

Corolario 2. La condiciéon necesaria y suficiente para que dos
rectas sean perpendiculares entre si, es que el producto de sus pendientes
sea igual a — 1,

Nota. EI corolario 2 se enuncia frecuentemente en la siguiente forma equi-
valente: Dos rectas son perpendiculares entre si si la pendiente de una de las
rectas es reciproca y de signo contrario de la pendiente de la otra recta, o, mas
brevemente, si las pendientes son negativamente reciprocas.

Ejemplo. Hallar el angulo agudo del paralelogramo cuyos vértices son
A(—2, 1), B(1, 5), C(10, 7) y D (7, 3).

Solucién, EI primer paso es indicar la direccién positiva del angulo que se
busca que, en este caso, es el &ngulo C de la figura 16. Entonces el lado BC da
la pendiente inicial mi y el lado CD la pendiente final mj.

Por el teorema 4 del Articulo 8 tenemos para las pendientes

7-5 2 - 7-3 4
10-1 9 10-7 3
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Después, por el teorema i, tenemos

3 9 36- 6 6

tgC =
14-12 2r+8 7
379

de donde, C = 40° 36",

Fig. 16

EJERCICIOS. Grupo 3

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Digase el angulo de inclinacién de cada una de las siguientes rectas diri-
gidas: a) Eleje X. b) Eleje Y. c¢) Una recta paralela al eje X y diri-
gida hacia la derecha, d) Una recta paralela al eje X v dirigida hacia la
izquierda.

2. Digase lapendiente de cada una de las siguientes rectas dirigidas: a) EI
eje X. b) Una recta paralela al eje X y dirigida ya sea a la derecha o a la iz-
quierda. c¢) La recta que pasa por el origen y biseca al cuadrante I. d) La
recta que pasa por el origen y biseca al cuadrante Il

3. Demostrar el teorema 4 del Articulo 8, empleando una figura en la cual
el &ngulo de inclinacién a sea obtuso.

4. Hallar la pendiente y el angulode inclinacién de la recta que pasa por los
puntos (—3, 2) y (7, - 3).
5. Los vértices de un tridnguloson los puntos (2, —2),(— 1, 4) vy

(4, 5) . Calcular la pendiente de cada uno de sus lados.
6. Demostrar, por medio dependientes, que los puntos (9, 2), (11, 6),
(3, i) y (1. 1) son vértices de un paralelogramo.

7. Una recta de pendiente 3 pasa por elpunto (3, 2). La abscisa de otr’
punto de larecta es 4. Hallar su ordenada.
8. Una recta de pendiente — 2 pasa por el punto (2, 7) ypor los puntos

A y B.Si la ordenada de A es 3 y la abscisa de B es 6, ¢cual es la abscisa de A
y cudl la ordenada de B ?

9.Tres de los vértices de un paralelogramo son (— 1, 4), (1, —1) vy
(6, 1) . Si la ordenada del cuarto vértice es 6, ;cual es su abscisa?
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10. Hallar los angulos interiores del triangulo cuyos vértices son los puntos
(—2, 1), (3, 4) y (5, —2). Comprobar los resultados.

11. Demostrar que los puntos (1, 1), (5, 3), (8, 0) y (4, —2) son vér-
tices de un paralelogramo, y hallar su angulo obtuso.

12. Demostrar que los puntos (1, 1), (5, 3) y (6, —4) son vértices de
un tridngulo isésceles, y hallar uno de los &ngulos iguales.

13. Hallar los &ngulos del cuadrilatero cuyos vértices son los puntos
(2, 5), (7, 3), (6, 1) y (0, 0). Comprobar los resultados.

14. Dos rectas se cortan formando un angulo de 135°. Sabiendo que la recta
final tiene una pendiente de — 3, calcular la pendiente de la recta inicial-

15. Dos rectas se cortan formando un angulo de 45°. La recta inicial pasa
por los puntos (—2, 1) y (9, 7) y la recta final pasa por el punto (3, 9) y
por el punto A cuya abscisa es — 2. Hallar la ordenada de A.

16. Hallar el area del tridngulo cuyos vértices son A(l, —3), B (3, 3) y
C (6, — 1) empleando el seno del angulo BAC. Sugestion. Ver Apéndi-
ce IC, 12.

17. Por medio de las pendientes demuéstrese que los tres puntos (6, —2),
(2, 1) y (— 2, 4) son colineales.

18. Una recta pasa por los dos puntos (—2, —3), (4, 1). Si un punto
de abscisa 10 pertenece a la recta, ccudl es su ordenada?

19. Hallar la ecuacién a la cual debe satisfacer cualquier punto P (x, y) que

pertenezca a la recta que pasa por los dos puntos (2. — 1), (7, 3).
20. Hallar la ecuacién a la cual debe satisfacer cualquier punto P (x, y)
gque pertenezca a la recta que pasa por el punto (3, — 1) y que tiene una pen-

diente igual a 4.

21. Demostrar que la recta que pasa por los dos puntos (—2, 5) y (4, 1)
es perpendicular a la que pasa por los dos puntos (— 1, 1) y (3, 7).

22. Una recta h pasa por los puntos (3, 2) y (—4, —6), y otra recta/2
pasa por el punto (—7, 1) y el punto A cuya ordenada es — 6. Hallar la abs-
cisa del punto A, sabiendo que h es perpendicular a h-

23. Demostrar que los tres puntos (2, 5), (8 — 1)y (—2 1) son jos
vértices de un triangulo rectangulo, y hallar sus angulos agudos.

24. Demostrar que los cuatro puntos (2,4), (7,3), (6, —2) y (1, —1)
son vértices de un cuadrado y que sus diagonales son perpendiculares y se dividen
mutuamente en partes iguales.

25. Demostrar que los cuatro puntos (2, 2), (5, 6), (9, 9) y (6, 5) son
vértices de un rombo y que sus diagonales son perpendiculares y se cortan en su
punto medio.

11. Demostracion de teoremas geométricos por el método analitico.
Con los resultados obtenidos en este capitulo es posible demostrar muy
facilmente muchos teoremas de la Geometria elemental por los métodos
de la Geometria analitica. EIl estudiante comprendera el alcance de la
Geometria analitica comparando la demostracion analitica de un teo-
rema con la demostracién del mismo teorema dada en Geometria ele-
mental .

En relacion con la demostracion analitica de un teorema, son nece-
sarias cierta,s precauciones. Como en la demostracién se emplea un
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sistema coordenado , es muy util construir la figura de manera que se
facilite la demostracion. Uha figura debe colocarse siempre en la
posicién mas simple, es decir, en uua posicion tal que las coordenadas
de los puntos de la figura simplifiquen lo mas posible los célculos
algebraicos. Por ejemplo, en un teorema relativo a un tridngulo
cualquiera, la figura puede suponerse tal como se indica en la figu-
ra 17 (a), teniendo los vértices las coordenadas que se indican. Pero
es més sencillo suponer el tridngulo en la posicién indicada en la
figura 17 (b); en efecto, para esta posicion solamente tenemos tres
cantidades, a, 6 y ¢, que considerar, mientras que si consideramos

()

el triAngulo dado en la figura 17 (a) seran seis las cantidades que
entrardn en nuestros calculos. Una posicion analoga a la dada en la
figura 17 (b) es aquella en que ningun vértice esta en el origen, pero
un vértice esta sobre uno de los ejes coordenados y los otros dos estan
sobre el otro eje coordenado. El estudiante dibujara las figuras corres-
pondientes a este caso.

Por afdn de simplificacién no se debe caer, sin embargo, en el
extremo opuesto y situar la figura de tal manera que el teorema
quede restringido. Por ejemplo, las coordenadas para los vértices del
triangulo de la figura 17 (c) contienen solamente dos cantidades ay b,
pero esta figura es el caso especial de un triangulo rectdngulo y no
serviria para la demostracion de un teorema relativo a un triangulo
cualquiera. También es muy util el usar letras y no nimeros para las
coordenadas de los puntos.

Como primer paso en la demostracién analitica de un teorema, se
debe dibujar un sistema de ejes coordenados y, después, colocar la
figura en una de las posiciones mas simples, sin particularizar el teo-
rema, tal como se explico en el parrafo anterior. A continuacion,
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todos los puntos comprendidos por el teorema deberdn designarse
por coordenadas apropiadas marcadas sobre la figura. El procedi-
miento a seguir después de esto depende de la propiedad o propiedades
particulares que van a demostrarse y se comprendera mejor por medio
de ejemplos.

Ejemplo 1. Demostrar analiticamente que las rectas que unen los puntos
medios de los lados sucesivos de cualquier cuadrilatero forman un paralelo-
gramo.

y

Demostracién. Una de las posiciones mas simples para un cuadrilatero
cualquiera es la mostrada en la figura 18. Sean D, E. F y G los puntos me-
dios de los lados sucesivos del cuadrilatero OABC. Tenemos que demostrar
qgue el cuadrilatero DEFC es un paralelogramo. Esto sugiere la obtencién de
las pendientes de los lados de DEFC. Estas pendientes se obtienen muy féacil-
mente siempre que se conozcan las coordenadas de los puntos D. E, F y G.
Para calcular estas coordenadas observemos que, por ser los puntos medios de los
lados del cuadrilatero dado, bastara aplicar las formulas del punto medio de un
segmento. Segln esto, la obtencién de las coordenadas sera el puato de partida
de la demostracion.

Por el corolario del teorema 3 del Articulo 7, tenemos, para las coordenadas
de los puntos medios:

D: (szna_‘ a+1), (f. A),
(a-;c’ b¥)

, (EE, §49) Q,EH, 4

= Qe P19, (f. 0)
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Por el teorema 4, Articulo 8, tenemos, para las pendientes de los lados
de DEFG:

b b+d
Pendiente de DE — 2 2 d—,
a+ c c
b+d d
2 2

Pendiente de EF

Pendiente de FG =

Pendiente de GD

Siendo idénticas las pendientes de DE y FG, estos dos lados son paralelos,
segln el corolario 1 del teorema 5, Articulo 10. Anéalogamente, los lados
EF y DG son paralelos. Por tanto, la figura DEFG es un paralelogramo, y
el teorema estad demostrado.

Y

Ejemplo 2. Demostrar analiticamente que, si las diagonales de un parale-
logramo son perpendiculares entre si, el paralelogramo es un rombo.

Demostracion. Una de las posiciones mas sencillas para un paralelogramo
cualquiera es la indicada en la figura 19. Podemos entonces asignar a los vértices
A y C sus coordenadas como esta indicado. Como OABC es un paralelogramo,
el lado BC es paralelo e igual al lado OA. Luego, la ordenada de B esigual a
la ordenada de C, y la abscisa de B es a unidades mayor que la abscisa de C.
Todo esto lo indicamos analiticamente asignando las coordenadas (a + c) al
vértice B.
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Por hipétesis, las diagonales OB y AC son perpendiculares entre si. Segun
el corolario 2 del teorema 5 del Articulo 10, este hecho se expresa, analitica-
mente, por la relacion

a+ b b—a
de donde,
c2= a2 —b2, y a=\/ b2+ c2.

Pero a es la longitud del lado OA, vy, por el teorema 2, Articulo 6, \/ b2+ c2
es la longitud del lado OC. Por tanto, por ser iguales dos lados adyacentes de
OABC el paralelogramo es un rombo, como se queria demostrar.

EJERCICIOS. Grupo 4

Los teoremas enunciados en los siguientes ejercicios deben demostrarse anali-
ticamente. Para cada ejercicio dibGjese una figura colocada, con respecto a los
ejes coordenados, de manera que facilite la demostracion.

1. Las diagonales de un paralelogramo se dividen mutuamente en partes
iguales.

2. Enunciar y demostrar el teorema reciproco del anterior.

3. Las diagonales de un rombo son perpendiculares y se cortan en su punto
medio.

4. EI segmento de recta que une los puntos medios de dos lados cualesquiera
de un tridngulo es paralelo al tercer lado e igual a su mitad.

5. EIl punto medio de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo equidista de
los tres vértices.

6. Los angulos opuestos a los lados iguales de un triangulo isdsceles son
iguales.

7. Enunciar y demostrat el reciproco del teorema del ejercicio 6.

8. Si las diagonales de un paralelogramo son iguales, la figura es un rec-
tangulo .

9. Las medianas correspondientes a los lados iguales de un triangulo isds-
celes son iguales.

10. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema del ejercicio 9.

11. Los dos segmentos que se obtienen uniendo dos vértices opuestos de un
paralelogramo con los puntos medios de dos lados opuestos son iguales y
paralelos.

12. EIl segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos de
un trapecio es paralelo a las bases e igual a su semisuma.

13. EIl segmento que une los puntos medios de las diagonales de un trapecio
es igual a la mitad de la diferencia de las longitudes de los lados paralelos.

14. La suma de los cuadrados de los lados de un paralelogramo cualquiera es
igual ala suma de los cuadrados de sus diagonales.

15. Los segmentos que unen los puntos medios de cada dos lados opuestos
de un cuadrilatero cualquiera se bisecan entre si.

16 Los segmentos que unen los puntos medios de cada dos lados contiguos
de un rectangulo forman un rombo,

17. Los segmentos que unen los puntos medios de cada par de lados conti-
guos de un rombo forman un recténgulo.
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18. Los angulos de la base de un trapecio isésceles son iguales.

19. Los puntos medios de dos lados opuestos de cualquier cuadrilatero y los
puntos medios de las diagonales son los vértices de un paralelogramo.

20. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema de Pitadgoras.

21. EI segmento que une los puntos medios de dos lados opuestos de cual-
quier cuadrilatero y el que une los puntos medios de las diagonales del cuadrila-
tero se bisecan entre si.

22. EIl segmento de recta que une los puntos medios de los lados no parale-
los de un trapecio biseca a ambas diagonales.

23. La suma de los cuadrados de las distancias de cualquier punto de un
plano a dos vértices opuestos de cualquier rectdngulo es igual ala suma de los
cuadrados de sus distancias a los otros dos vértices.

24. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema del ejercicio 23.

25. Si O, A, By C son los vértices sucesivos de un paralelogramo, y
D y E los puntos medios de los lados AO y BC, respectivamente, los seg-
mentos DB y OE trisecan a la diagonal AC.

12. Resumen de formulas. A intervalos apropiados el estudiante
debe construir tablas que comprendan un sumario de los resultados
obtenidos. En tales tablas se apreciard a simple vista no solamente las
relaciones importantes sino también algunas analogias o propiedades
comunes; también serviran para reducir a un minimo los resultados
que deben aprenderse de memoria. Como ejemplo, presentamos a con-
tinuacion un resumen, en forma de tabla, de los principales resultados
obtenidos en este capitulo. EIl estudiante debe tener estos resulta-
dos claramente definidos en su mente, y, en particular, debe notar
el paralelismo entre la condiciobn geométrica por una parte y su repre-
sentacién analitica por otra.

CONDICION GEOMETRICA REPRESENTACION ANALITICA

Longitud P1P2 de un segmento de recta
dirigido, P1P2 con punto inicial Pl y
punto final P2.

P1P2 coincidiendo con el eje X;
Pi(xiO), P2(GC2 0). Pi1P2 paralelo ~ PjP2= xz —x\.
al eje X ; Pi(xi, y), P2(x2 y), y7*0.

P1P2 coincidiendo con el eje Y; |
Pi(0, yi), P2(0, y2). P1lP2paralelo > PiP2= y2—yi.
alejey ; Pi(*, yO, P2(x, yi), x 0.

Distancia d entre dos puntos dados
PLU L yi) y P2U 2, y2). d=V (*1- *2+(yi - y2s.



SISTEMAS DE COORDENADAS

CONDICION GEOMETRICA

Coordenadas (x, y) del punto P que
divide al segmento rectilineo dirigido P 1P 2,
con puntos extremos dados Pi(xu y-i) y
P2iXz, t/2), en la razén dada r=Pi P : PP2m

Coordenadas (x, y) del punto medio
del segmento dirigido, P1P2 cuyos extre-
mos dados son los puntos Pi(xj, yi) y
P2(Xz2. y2) m

Pendiente m de la recta que pasa por los
dos puntos dados diferentes Pi(xi, yi) y
P2(x2, y2)m

Angulo d formado por dos rectas con
pendiente inicial mi y pendiente final raj.

Condicion necesaria y suficiente para el
paralelismo de dos rectas dadas de pendien-
tes mi y n?2.

Condicidn necesaria y suficiente para la
perpendicularidad de dos rectas dadas de
pendientes m1ly m2

REPRESENTACION ANALITICA

. _ Xl + CX
w _ Vit ry2

1+ r

M+ %

m - vi- y*t
Xl —X2

t, a m2 —m\

1 wmm1n?22

m\ = TYIZ

min2= —lm

x1 ~ X,

31



CAPITULO 11

GRAFICA DE UNA ECUACION Y LUGARES GEOMETRICOS

13. Dos problemas fundamentales de la Geometria analitica. En
este capitulo haremos un estudio preliminar de dos problemas funda-
mentales de la Geometria analitica.

I. Dada una ecuacion interpretarla geométricamente , es decir,
construir la gréafica correspondiente.

Il1. Dada una figura geométrica, o la condicién que deben cumplir
los puntos de la misma , determinar su ecuacion.

El lector observara que estos problemas son esencialmente inversos
entre si. Estrictamente hablando, sin embargo, ambos problemas
estan tan estrechamente relacionados que constituyen juntos el pro-
blema fundamental de toda la Geometria analitica. Por ejemplo,
veremos mas adelante que, después de obtener la ecuacién para una
condicion geométrica dada, es posible, frecuentemente, determinar
por un estudio de esta ecuacidn posteriores caracteristicas geométricas
y propiedades para la condicion dada. Nuestro propdsito al considerar
inicialmente separados los dos problemas no es de mucha necesidad
sino, mas bien, de conveniencia ; de esta manera tenemos que enfocar
nuestra atencion sobre un nidmero menor de ideas a la vez.

14. Primer problema fundamental. Grafica de una ecuacién. Su-
pongamos que se nos da una ecuacion de dos variables, x y y, que
podemos escribir, brevemente , en la forma

/o, y) = 0. (1)

En general, hay un nimero infinito de pares de valores de x y y que
satisfacen esta ecuacion. Cada uno de tales pares de valores reales se
toma como las coordenadas (x, y) de un punto en el plano. Este con-
venio es la base de la siguiente definicion :
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Definicion 1. EI conjunto de los puntos, y solamente de aque-
llos puntos cuyas coordenadas satisfagan una ecuacién (1), se llama
gréfica de la ecuaciéon o, bien, su lugar geométrico.

Otro concepto importante estd dado por la

Definicion 2. Cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen la
ecuacion (1) pertenece a la gréafica de la ecuacion.

No debe insistirse mucho en aquello de que solamente aquellos pun-
tos cuyas coordenadas satisfacen una ecuacion pertenecen a su lugar
geométrico. Lo importante es que si las coordenadas de un punto
satisfacen una ecuacion, ese punto pertenece a la grafica de esa ecuacion
y , reciprocamente, si un punto esta sobre la grafica de una ecuacion ,
sus coordenadas satisfacen la ecuacidn. Esto es, evidentemente, el
enunciado de una condicién necesaria y suficiente (Art. 9). Como las
coordenadas de los puntos de un lugar geométrico estan restringidas
por su ecuacidn tales puntos estaran localizados, en general, en posi-
ciones tales que, tomadas en conjunto, formen un trazo definido
llamado curva, grafica, o lugar geométrico.

Como ejemplo de las notas precedentes consideremos la ecuacion

u=x3- 8x2+ 15x. (2)

Dando diversos valores a x y calculando los valores correspondientes de v,
obtenemos los pares de valores que figuran en la tabla. Cada par de valores
correspondientes, tomado como las coordenadas de un punto, nos permite
trazar varios puntos, tal como se muestra en la figura 20.

En Algebra se estudia el trazado de graficas del tipo (2). EI pro-
cedimiento consiste en trazar un cierto nimero de puntos y dibujar una
linea continua que pasa por todos ellos. tal como estd indicado en la
figura 20. Pero, al hacer esto, se supone que la grafica entre dos
puntos sucesivos cualesquiera tiene la forma de la curva continua que
se dibuja uniendo los puntos. Aunque esto es verdadero para la
grafica particular que estamos considerando, no es verdadero para
las graficas de todas las ecuaciones. Por tanto, bajo este supuesto,
podemos introducir muchos errores en el trazado de la grafica entre dos
de sus puntos. Para evitar errores de este tipo, debemos hacer una
investigacion preliminar de la ecuacion para ciertas caracteristicas
antes de proceder al trazado de la curva. Esto se llama discutir la
ecuacion y se describird en los articulos que siguen inmediatamente
al presente.

El lector no debe creer que toda ecuacion del tipo (1) tiene, necesariamente,
una grafica. Por ejemplo, la ecuacién

*2+y2+ 4=0 (3)
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se satisface para un numero infinito de pares de valores de x y y, pero en
ningln caso son ambos valores nimeros reales. Por esto no se puede trazar
ningdn punto cuyas coordenadas satisfagan esta ecuacién, ya que estamos res-
tringidos a puntos cuyas coordenadas sean ambas nUmeros reales. Decimos
entonces que (3) no tiene grafica en el sistema coordenado rectangular real
que estamos empleando.

Fig. 20

Otro ejemplo es la ecuacién

H+ Y2 =0, 4

en donde, x = 0, y = O es el Unico par de valores reales que la satisfacen.
En este caso, en nuestro sistema coordenado rectangular real, la gréafica de la
ecuacion (4) es un solo punto, el origen.

15. Intercepciones con los ejes. EI primer punto que estudiare-
mos en relacion con la discusién de una ecuacién es el de las intercep-
ciones de la curva con los ejes coordenados.

Definiciones. Llamaremos intercepcién de una curra con el eje
X a la abscisa del punto de interseccion de la curva con el eje. Anéa-
logamente , la intercepcién con el eje Y es la ordenada del punto de
interseccién de la curva con dicho eje. *

El método para obtener la intercepciones es evidente a partir de la
definicion. Como la intercepcion con el eje X es la abscisa de un

* N. DEL T. Muchos autores llaman intersecciones a las intercepciones
sobrentendiendo que al decir punto de interseccién se quiere indicar abscisa u
ordenada del punto.
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punto que esta sobre el eje de las X, la ordenada de ese punto es csro.
Por tanto , haciendo y = 0 en la ecuacion de la curva, las soluciones
reales de la ecuacion resultante en X nos daran las intercepciones con
el eje de las X . Analogamente, haciendo en la ecuacién x = 0, las
soluciones reales de la ecuacién resultante en y nos daran las intercep-
ciones con el eje Y .

Como ejemplo del método, consideremos la ecuacién (2) del Articulo 14:
y = x3—8xa+ 15x. (1)

Para y = 0, esta ecuacion se reduce a

x3- 8x2+ 15x = 0,
de donde,
X(x - 3) (x - 5)=0,
y las raices son
x =0, 3 5

Por tanto, las intercepciones de (1) con el eje X son 0, 3, J. Para x =0
en (1), y =m0, de manera que la intercepcion con el eje Y es 0. Todas estas
intercepciones estan indicadas en la figura 20 del Articulo 14.

16. Simetria. EI segundo punto que consideraremos, en relacion
con la discusién de una ecuacién, es la simetria de la curva que repre-
senta , con respecto a los ejes coor-
denados y con respecto al origen.

Definicién 1. Se dice que dos
puntos son simétricos con respecto a
una recta si la recta es perpendicu-
lar al segmento que los une en su
punto medio. A

La recta con respecto a la cual °—
son simétricos los dos puntos se
llama eje de simetria. Asf, en la
figura 21, los dos puntos A y B
son simétricos con respecto al eje de
simetria | si la recta Zes perpen-
dicular al segmento AB en su pun-
to medio. Fig. 21

Definicién 2. Sedice que dos
puntos son simétricos con respecto a un punto O si O es el punto medio
del segmento que los une.

El punto O se llama centro de simetria. Asf, en la figura 22, los
dos puntos A y B son simétricos con respecto al centro de simetria O
siempre que O sea el punto medio del segmento AB.
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Ahora vamos a extender las definiciones 1y 2 hasta incluir la sime-
tria de una curva plana completa con respecto a una linea o un punto.

Definicion 3. Se dice que una curva e3 simétrica con respecto a
un eje de simetria cuando para cada punto de la curva hay un punto
correspondiente, también de la curva, tal que estos dos puntos son
simétricos con respecto al eje.

Definicion 4. Se dice que una curva es simétrica con respecto a
un centro de simetria O cuando para cada punto de la curva hay un

punto correspondiente, también de la curva, tal que estos dos puntos
son simétricos con respecto a O.

Todas las definiciones anteriores son puramente geométricas. Ahora
interpretaremos estas definiciones analiticamente, usando los ejes coor-
denados como ejes de simetria y el origen como centro de simetria.

a) Simetria con respecto al eje X. Sea P (x, y) un punto cual-
quiera de una curva (fig. 23). Si esta curva es simétrica con respecto
al eje X, de la definicion 3 se deduce que debe haber otro punto
P'(a, b) sobre la curva, tal que el segmento PP' queda bisecado
perpendicularmente por el eje X. Sea M el punto medio de PP']
sus coordenadas son, evidentemente, (x, 0). Entonces, por las
formulas del punto medio dadas en el corolario del teorema 3, Art. 7,
tenemos

a+ X n_b+y
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de donde a—x y h——y. Por tanto, las coordenadas de P' son
(x, —y). Pero, como P' estd sobre la curva, de la definicion 1,
Articulo 14, se deduce que sus coordenadas deben de satisfacer la
ecuacion de la curva. Es decir, una ecuacion f (x, y) = 0 que se
satisface para las coordenadas (x, y) de P se satisface también para
las coordenadas (x, —y) de P' siempre que la curva sea simétrica
respecto al eje X. Este resultado se enuncia como sigue :

Y

Teorema 1. Si la ecuacion de una curva no se altera cuando la
variable y es reemplazada por —y, la curva es simétrica con respecto
al eje X .

Nota. Ei reciproco del teorema 1 también es verdadero. La demostracion
se deja como ejercicio al estudiante.

Un ejemplo sencillo del teorema 1 es la curva cuya ecuacion es
y2 = x. Se deja como ejercicio al estudiante la construccion de esta
curva, que es una parébola.

b) Simetria con respecto al eje Y. Usando la figura 24, podemos
establecer un teorema analogo al teorema 1 para la simetria de una
curva con respecto al eje Y. La demostracion se deja como ejercicio
al estudiante.

Teorema-2. Si la ecuaciéon de una curva no se altera cuando la
variable x es reemplazada por —x, la curva es simétrica con respecto al
eje Y, y reciprocamente.

Un ejemplo sencillo del teorema 2 es la curva cuya ecuacién es
y =2 +1. Sedeja al estudiante el trazado de esta curva.

c) Simetria con respecto al origen. Sea P (x, y) un punto cual-
quiera de una curva (fig. 25). Para que esta curva sea simétrica con
respecto al origen O, de la definicién 4 se deduce que debe haber otro
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punto F(a, b), sobre la curva, tal que 0 sea el punto medio del
segmento PP'. Por las formulas del punto medio tenemos

+
0= X a 0= y+ b
de donde a = —xyb ——y, de manera que las coordenadas de P1
son (—x, —y). Como P' estd sobre la curva, sus coordenadas
(—x, —y) deben satisfacer la ecuacién de la curva. Por tanto,

para que haya simetria con respecto al origen, la ecuacion del lugar

geométrico no debe alterarse al reemplazar x por —x y y por —y.
El reciproco de este enunciado también es verdadero y puede demos-
trarse . Estos resultados nos dan el

Teorema 3. Si laecuacion de una curva no se altera al reemplazar
las variables x y y por —x y —Y, respectivamente, la curva es simé-
trica con respecto al origen; y reciprocamente.

Un ejemplo sencillo del teorema 3 es la curva y = x3. Se reco-
mienda al estudiante la construccién de esta curva. Se llama parabola
clbica

NOTA. Si comparamos los teoremas 1, 2 y 3 veremos que, si una curva es
simétrica con respecto a ambos ejes coordenados, es también simétrica con res-
pecto al origen. Pero el reciproco no es necesariamente verdadero. Por ejemplo,
la curva cuya ecuacién es jey = 1 es simétrica con respecto al origen, pero no es
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simétrica con respecto a ninguno de los ejes coordenados. Se recomienda al estu-
diante la construccion de la gréafica de esta ecuacion que se Illama hipérbola equi-
latera.

17. Extension de unacurva. EI tercer punto que consideraremos,
en relacion con la discusién de una ecuacion, es el estudio de la exten-
sion de la curva. Con este término queremos expresar la determinacidn
de los intervalos de variacidn para los cuales los valores de x y y son
valores reales. Esta informacidn es Gtil por dos razones: 1) Da la

Fig. 26

localizacion general de la curva en el plano coordenado. 2) Indica si
la curva es cerrada o si es de extension indefinida.

Los intervalos para los cuales los valores de x y y son reales se
determinan, simplemente, resolviendo la ecuacién dada para y, en
términos de a:;, y para x en términos de y.

Ejemplo. Discutir la ecuacién y2= x3, estudiando las intercepciones, si-
metria y extensidon de la curva. Trazar la gréafica correspondiente.

Solucién, a) Intercepciones. Para y =0, x —0; para x =0, y=0
Por tanto, el Gnico punto de intersecciéon con los ejes coordenados es el
origen.

b) Simetria. Si se sustituye y por - y, la ecuacién no se altera Por tan-
to, la curva es simétrica con respecto al eje X. Si sustituimos x por —x, la
ecuacién se altera; por tanto, la curva no es simétrica con respecto al eje Y. Si
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se sustituyen x yy por —x y —y, respectivamente, la ecuacién también cam-
bia; luego, la curva no es simétrica con respecto al origen.
c) Extension. Despejando y en funcién de x, obtenemos

y= VTS5, )

Vemos inmediatamente que y es compleja si x es negativa; por tanto, todos
los valores negativos de x quedan excluidos. Esto significa que ninguna por-
cion de la curva estd ala izquierda del eje Y. En cambio, pueden tomarse todos
los valores positivos de x.

Despejando x en funcién de y, obtenemos

Evidentemente, y puede tomar todos los valores positivos y negativos. Esto,
agregado al hecho de que todos los valores positivos de x son admisibles, indica
que la curva se extiende indefinidamente hacia la derecha del eje Y y hacia ambos
lados, arriba y abajo, del eje X. Por tanto, la curva no es cerrada.

Finalmente, por medio de (1), calculamos unos cuantos pares de valores
para x y y como los que aparecen en la tabla. La curva es la trazada en la
figura 26. Es una paréabola semicubica.

EJERCICIOS. Grupo 5

En cada uno de los ejercicios 1-25 discUtase la ecuacion estudiando las inter-
cepciones, simetria y extensién. Después tracese la grafica correspondiente.

1. X 4+ 020 =0 14, x* —9x2- y =0

2. 3x —2y =0. 15. x - y*+9 y2=0.

3. 3x2+ 3y2—10=0 16. x2- y3=0

4. 3  + 4y2—12 =0. 17. &+ °n -0

5. 4%2+ 3y2_ 12=0 18. x2—6x + y2= 0.

6. 4x2- 9y2- 36=0 19. x2+ y2- 2x - 2y = 14

7. 9x2—4y2—36=0. 20. x2—4x —4y §~16 = 0.

8. 16x2—y =0. 21, x2+ 4x + 3y+1 =0.

9. 16y2- x = 0. 22. y2- 2x - 8y+ 12=0.

10. x2—y2—9 =0. 23. x2+4y2-2x - 16y+13 =0
11, y = x3+ x2—9x —09. 24, 4x2- y2- 2y =2

12. 8x3—y = 0. 25. y2—9x2—18x —8y —2=0

13. x3- x - y =0.

26. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema 1, Articulo 16.
27. Demostrar el teorema 2, Articulo 16.

28. Enunciar y demostrar el reciproco del teorema 3, Articulo 16.

29. Demostrar el siguiente teorema: Si laecuacién de una curva no se altera
cuando se intercambian las variables x y y, la curva es simétrica con respecto a
la recta que pasa por el origen y es bisectriz de los cuadrantes 1y IlI.

30. Demostrar el siguiente teorema: Si la ecuacién de una curva no se altera
3l sustituir la variable x por —y y la variable y por —x, la curva essimé-
trica con respecto a la recta que pasa por el origen y es bisectriz de los cuadran-
tes 11y IV,
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18. Asintotas. El cuarto punto que consideraremos, en relacion
con la discusion de una ecuacion, s la determinacion de las asintotas
que la curva pueda tener. _

Definicion. Si para una curva dada, existe una recta tal que,
a medida que un punto de la curva se aleja indefinidamente del_ongen :
la distancia de ese punto a la recta decrece continuamente y tiende a
cero, dicha recta se llama asintota de la curva. .

_Esta definicion implica dos cgsas.:. 1) una curva que tiene una
asintota no es cerrada o de extension finita , sino que se extiende inde-
finidamente ; 2) una curva se aproxima a la asintota masy mas a
medida que se extiende méas y mas
en el plano coordenado. ,

Siendo la asintota una linea I
recta, puede tener una cualquiera
de tres posiciones particulares. Si
es paralela o coincide con el eje X,
se llama asintota horizontal;” si es
paralela o coincide con el eje Y,
asintota vertical; y sino es paralela 0 X
a ,nm%uno de los'ejes coordenados,
asintota oblicua. Aqui considera-
remos solamente [a_determinacion
de asintotas verticales y horizon-
tales. Posteriormente veremos la
determinacion de asintotas oblicuas
para una curva particular conocida
con el nombre de hg)erbola.

El estudiante debe tener pre- Fig. 27
Senfe que una curva no tiene nece- ,
sariamente una 0 mas asintotas. Hay muchas curvas que no tienen
asintotas. Sin embargo, si una curva tiene asintotas, su determina-
cion serd, como veremos, una gran ayuda para construir su grafica.
Enel caFltqu siguiente haremos un estudio detallado de Ia ecua-
cion general de la recta, Pero ahora tenemos necesidad de saber
hallar ecuaciones de asintotas verticales }/ horizontales. Para ello
sea | (fig. 27) una recta cualquiera paralela al eje Y Y que dista
k unidades del'eje. Todo punto de I, cualquiera que sea el valor de su
ordenada, tiene una abscisa igual a k. Las coordenadas de todos los
puntos de | satisfacen, por tanto, la ecuacion x —k. Reciproca-
mente, cualquier BUDtO cuyas coordenadas satisfacen esta ecuacion es
un punto cuya abscisa es'k y situado, por tanto, a una distancia
de k unidades del eje Y, y, en consecuencia, esta sobre la recta |.
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De aqui que la ecuacion de | es x = k. Porun razonamiento analogo
hallamos gue —k es la ecuacion de una recta paralela al eje X',
a k unidades eIeJe. , 5

Vimos (Art. 17) que se puede determinar la extension de una
curva despejando y en funcion de x y x en funcion de y. Para ob-
tener las asintotas verticales y horizontales, usaremos estas mismas
ecuaciones en las que aparecen despejadas las variables.

Ejemplo. Determinar las asintotas verticales y horizontales de la curva cuya

ecuacion es
Xy-y~1=0 (2)
Solucién. Despejando y en funcion de x, resulta

Y:|11 @

Segun la ecuacion (2) y no esta definida para x = 1 Sin embargo, si se le

asigna a x un valor que sea ligera-

y mente mayor que 1, Vemos que

toma un valor positivo muy grande;

y si seledaai un valor ligera-

mente menor que 1, resulta que y

toma un valor negativo numerica-

mente muy grande. En cualquiera

de estos dos casos, obtenemos un

punto de la curva para el cual la

abscisa tiene un valor muy aproxi-

mado a 1y la ordenada es, numéri-

camente, muy grande, A medida que

x se aproxima al valor 1, el valor

absoluto de y se hace mayor que cual-

quier nimero por grande que se e

suponga. Bag_o estas condiciones la

curva “se exfiende indefinidamente

lejos y se aproxima a una recta cuyos

puntos tienen todos la propiedad

coman de que su abscisa es igual a 1.

La ecuacion de dicha recta es, eviden-

o temente, x = 1, y, de acuerdo con

nuestra definicion de asintota, es la ecuacion de una asintota vertical. Este

resultado (s)eobtlene5|mpIementelguaIando a cero el denominador x —1  de la
ecuacion (2) .

Despejando de (L) el valor de x en funcion de y se obtiene

(3)
Aplicando precisamente el mismo argumento a 33), obtenemos y —0, 0 Sea,

el eje X, como asintota horizontal. La grafica de (1) se muestra en la figu-
ra28. Se llama una hipérbola.
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NOTAS. 1. Una curva puede tener mas de una asintota vertical u horizon-
tal. Asi, la curva cuya ecuacion es

* *
;o)
tiene dos asintotas verticales, x = \ 'y x —2. .

2. La discusion anterior SU%IEF? un método general para obtener las ecuacio-
nes de las asintotas verticales y horizontales, Para obtener las ecuaciones de las
asintotas verticales, resuélvase la ecuacion dada para y en funcion de x e igua-
lese a cero cada uno de los factores lineales del denominador; estas son las ecua-
ciones buscadas. Analogamente, para obtener las ecuaciones de las asintotas
horizontales, resuélvase la ecuacion dada para jc en funcion de y e igualese
a cero cada uno de los factores lineales del denominador.

3. Para muchas ecuaciones en las variables x y y, veremos que, frecuen-
temente, s ventajoso |nvest|g1ar el comportamiento de una de las variables
cuando a la otra se le dan valores cada vez mas grandes en valor absoluto.
Esto es particularmente Gtil para la determinacion de las asintotas. Asi, para
la ecuacion (2) de nuestro ejemplo,

si damos valores a x cada vez mas grandes, en valor absoluto, el valor de y s

aproxima acero. Es decir, a medida que el punto sobre la curva se aleja indefi-

nidamente del origen, ya sea hacia la derecha o hacia la izquierda, la curva se

aproxima a la recta y — o que, For lo tanto es una asintota horizontal.
Analogamente, si escribimos la ecuacion (3) en la forma

vemos que, a medida que y toma valores cada vez mayores en valor absoluto,
je seaproxima a 1 Por tanto, x = 1esuna asintota vertical,

4, El estudiante debe observar la ventaja de usar las asintotas de una curva,
cuando existen, en el trazado de la curva. Las asintotas actdan como lineas
guia de la gréafica.

19.  Construccion de curvas. La discusion de una ecuacion y su
representacion grafica constituyen, en conwlnto, un problema de tan
gran importancia en todas las ramas de la Matematica y sus aplicacio-
nes, que se le ha dado el nombre especial de construccion de curvas.
Dedicaremos el presente articulo. a hacer un resumen de los resultados
obtenidos en los articulos inmediatamente precedentes. Desde nuestro
punto %ie vista, el trazado de una curva constara de los seis pasos
siguientes :

gl. Determinacign de las intercepciones con los ejes coordenados.
2. Determinacion de la simetria de la curva con respecto a los
ejes coordenados y al origen.

3. Determinacion de la extension de la curva.
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4. Determinacion de las ecuaciones de las asintotas verticales u
horizontales que la curva puede tener.
5. Calculo de las coordenadas de un nimero suficiente de puntos
para obtener unadqraflca adecuada.
Trazado de la curva.

Ejemplo 1. Construir la curva cuya ecuacion es

X3+ Xy2- y2= o. (1)

Solucion. 1 Intercepciones. Para y = 0,x —0; para x —0 =0

Por tanto, el Gnico punto de interseccion con los ejes coordenados es el orlgen
Y

I+ 1414+
Pooco <«
(%

o~

2. Simetria. La ecuacion dada solamente no s¢ altera en el caso en que y e
rleemplazada por —y. Por tanto, la Gnica simetria de la curva es con respecto

a
3J. Extension. Despejando y en funcion de *, resulta

De (2) vemos que y es compleja cuando x es negativa. Por tanto, todos los
valores negativos de x quedan excluidos; segun esto no hay curva a la izquierda
del eje Y. Ademas, y no esta definida para x = 17 escompleja para todos los
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valores de x mayores que 1 Por tanto, los valores de x para los cuales y estd
definida y es real, estan dados por el intervalo de variacion

0<x<1 (3)

El despeéar x en funcidn de y no se puede efectuar facilmente ya que es una
ecuacion clbica en x. Sin embargo, en (2) vemos que y puede tomar todos los
valores reales asignando a x valores comprendidos dentro del intervalo de varia-
cion dado por (3%. La gréfica es, por consiguiente, una curva abierta que se
extiende indefinidamente hacia arriba y abajo del eje X.

4. Asintotas. De la ecuacién (2) vemos, inmediatamente, que x = 1es
una asintota vertical. Como de (1) no podemos despejar facilmente x en funcidn
de y, no podemos investigar la posible existencia de una o mas asintotas hori-
zontales tan rdpidamente como determinamos la asintota vertical. Sin embargo,
de acuerdo con la nota 3, Articulo 18, se pueden investi?ar las asintotas hori-
zontales dando a x valores cada vez mayores en valor absoluto. Pero este proce-
dimiento queda aqui excluido por el intervalo de variacion permisible para los
valores de x dado por (3). Por tanto, no hay asintotas horizontales.

5. Calcalo de coordenadas. Las coordenadas de los puntos pueden obte-
nerse a partir de (2) asignando a x valores comprendidos en el intervalo dado
por (3) . Tales pares de valores estdn dados en la tabla.

6. Construccion de la curva. La gréafica estd trazada en la figura 29; se
llama cisoide.

Ejemplo 2. Construir la curva cuya ecuacion es

X2y —x2—y = 0. (4)

Solucién. 1 Intercepciones. EI Gnico punto de interseccion con los ejes
es el origen.

2. Simetria, La curva solamente es simétrica con respecto al eje Y.

3. Extension. Despejando de (4) el valor de y en funcion de x se obtiene

En (5), y noestd definida para x 1 Para x > 1y x < —1 y espositiva;
para valores de x comprendidos en el intervalo — 1< x < 1y es negativa 0
ce.ro.I,A. medida que x se aproxima a +1 0 —1, y aumenta numéricamente
sin limite.

Despejando de (4) el valor de x en funcién de y obtenemos

(6)

En (6), x no estd definida ‘para y = 1 También x es compleja para los valo-
res de y comprendidos en el intervalo 0 < y < 1 Por tanto, deben excluirse
tales valores de y. A medida que y se aproxima a 1 decreciendo, x aumenta
numéricamente sin limite.

Las conclusiones que hemos deducido de las ecuaciones (5) y (6), respecto a
los intervalos en los cuales los valores de las variables x y y son reales, nos dan
una buena idea de la localizacion de la curva en el plano coordenado. Hay tres
regiones definidas en las cuales la curva existe; arriba de larecta y = lyala
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derecha de la recta * = 1; arriba de la recta y = 1y a la izquierda de la recta
x =—1; y abajo del eje X yentre las rectas X = 1y x = —1 Se trata, eviden-
temente, de una curva abierta. ) .

4. Asintotas. De (5) vemos que hay dos asintotas verticales: x = 1y
x =—1 De () vemos que har una asintota horizontal: ?/ = 1 También po-
demos obtener estas asintotas tal y como se sugiere en la nota 3 del Articulo 18.

5. Calculo de las coordenadas de algunos puntos. Las coordenadas de unos
cuantos puntos pueden obtenerse a partir de (5), dentro de los intervalos de

y

Vb
i

% *X
183

%

§15

1+ -
Tz <

=

O_

=

}/ariabclién obtenidos en el paso 3. Alguno de tales pares de valores estan dados en
a tabla.

6. Construccion de la curva. La grafica estd trazada en la figura 30, El
estudiante debe hacer siempre un estudio particular para comprobar que la gra-
fica y la discusion de una ecuacion estén en completo acuerdo.

EJERCICIOS. Grupo 6

En cada uno de ios siguientes ejercicios, construir la curva correspondiente a
la ecuacion dada.

1. %R~ =0 10. X2-2Xy +12—bx —0y+3 =0.
2. Xy —2X —1=o. 11, X3+ y2- 4y+ 4 =0

3. xat ya= 16 12, y3-X2+ 3y2+ 2%+ 3y = 0.

. W+ k—y=o. 13 x3—=3x2—y2-\-3x —=2y—2=0.
5 xy =3y —x =0 11. = e e x=O

6. - T~ =0 15 xy2=9x —y—=1=o.

7. Xy —2x =2y = o. 16. x2¥-xy— y—1=o.
8. x - = 17. x¥+xy-2x-2-o.

9. XM42xy+y2+2x-2y -1 =o. 18, x2—xy+ 5y=0.
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y =0 23, x2y2 —4x2—4 y2= 0,
= 0. 24, X3—xy2+ 2y2 =0
= 2. 25. y3ek X2y—x2 =0

19, x2y —x2—4xy + 4
20, Xy2+ 2Xy —y2+ X
21, X2y —X2+ Xy + 3
22, Xy2—Yy2—Xy + Yy =o.

20, Ecuaciones factorizables. El trazado de curvas se puede sim-
Pllflcar considerablemente para ciertos tipos de ecuaciones a las que
lamaremos ecuaciones factorizables; es decir, aquellas que pueden es-
cribirse en forma del producto de dos o m4s factores variables igualado
a cero. Por ejemplo, es evidente que la ecuacion

12—y2—0 (1)
puede escribirse en la forma equivalente
(x—=y)(x+y)=0. (2)

Laecuacion (2)solamente se satisface para  valores de xy y que
anulen auno, por lo menos, de los factores de suprimer mieémbro
(Apéndice 1B, 2). Es decir, la ecuacion (2) se satisface para valores
que satisfagan a una cualquiera de las ecuaciones siguientes :

X —y =0, 3l
X+ =0. 4

(4)
Las coordenadas de cualquier punto que satisfagan ya sea a (3) o (4)
satisfaran también(2) y,por tanto, a (1).. Porlo tanto,de acuerdo
con la  definicionldelArticulo 14, lagrafica de lagcuacion (1) cons-
tara de dos curvas gue son las %raflcas de las ecuaciones (3) y (4). Se
recomienda al estudiante que trace las graficas de (3) (42,y com-
pruebe que se trata de dos rectas que pasan por el origen y tiénen de
pendientes 1Y — 1, respectivamente.
En general, si la ecuacion

F(* =0 (5)

es factorizable, es decir, si / (x,y) puede escribirse como el producto
de dos omas factoresvariables, la Igr,aflca de(5)constara  delas gra-
PCatS de las.ecuaciones obtenidas al igualar a cero cada uno de estos
actores.

21, Intersecciones de curvas. Consideremos dos ecuaciones inde-

pendientes
f(x, y) =0, (1)
gfx, y) = 0 )
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Si sus graficas se cortan_en uno_ 0 més puntos, cada uno de estos
puntos se llama ‘punto de interseccion. Como un punto de interseccion
de dos curvas (1) y (2) esta sobre cada una de dichas curvas, sus
coordenadas deben” satisfacer, simultaneamente, ambas ecuaciones
(1) y (2), de acuerdo con las definiciones del Articulo 14. La inter-
pretacion analitica de un punto de interseccion es obvia ; en el caso
que estamos estudiando , es un_punto cuyas coordenadas representan
una solucion comdn de las ecuaciones (1) y (2)

Y

Como las cogrdenadas de un punto deben ser ambas ndmeros
reales, una solucion comdn (x, y? de (1) y (2) no puede representar
un punto de interseccion en nuestro sistema coordenado real a menos
ue amposvalores de x ;ry sean reales. Ademas, si lasecuaciones
?1),y (2) sonincompatibles, es decir, no  tienesolucioncomun,  sus
graficas no se cortan,

Ejemplo. Hallar analitica y graficamente, los puntos de interseccion de las
dos curvas (la primera es realmente una recta) cuyas ecuaciones son

2x +y —4 =0, (3)
y2-4x =0 (4)
_Solucion, De (3), y=4—2x; sustituyendo en (4) se obtiene la ecua-
cion cuadratica
X2—5x+ 4= 0,

cuyas raices son *=1,4.
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Sustituyendo en (3) se obtiene que los valores correspondientes de y son
2, —4. Por tanto, los puntos de interseccion son (1, 2) y (4, -4).

Graficamente, los puntos de interseccion se obtienen trazando la recta (3) y
lacurva (4) . La grafica correspondiente aparece en la figura 3L,

EJERCICIOS. Grupo 7

En cada uno de los ejercicios 1-10, factorizar la ecuacion correspondiente y
trazar la grafica.

L x2- 4y2=0. 3. X3- X2y - 2xy2=0.

2. 9x2—2Yy2=0. d. X2+ 2xy + y2= 1

5 eXx2t Xy —2yr Tx+7y=3=0.

6. X3+ y3+ xa2y+xy2- 4x- 4y= 0

7. X3- X2y - Xy + y2=0. 8.  X2y2- 4x3+ dxy2- ya= 0
9. X2y + X2- xy2+ *y+ 2 x =0

10, x3+ x2+ 2xy2+ 27y« - 4x - 4= 0.

En cada uno de los ejercicios 11-20 hallar, analitica 3 graficamente, los
puntos de interseccion, cuando los haya, para las curvas dadas.

1. 2x —y—=1=0; 3x+y—=9=0

12 x+4y+7=0, 2x-3y-8 =

13 x+y—=5=0 3x+3y+7 =0

14, y2—x=0, 2x —y—e6=0. 17. X2+ y2=38; y2= 2X.

15 X2- y=10; y2- x=0 18.x2+ y= L X2 -
16. xz2+ y2=4; x+y=219. x2+ y2=13 Xy = .

20. X2+ yo—4x —ey+ 8=0; 3x-y—s=0

y2 = 4,

22. Segundo problema fundamental. Consideremos ahora el se-

gundo problema fundamental de la Geometria analitica, ya enunciado
en el Articulo 13 : Dada unafigura geomeétrica, o la condicion que
deben cumplir los puntos de la misma,determinarsu ecuacion.

Una figura geométrica, tal como una curva, se da, generalmente,
por su definicion. Por definicion de un objeto entendemos una descrip-
cion de ese objeto, de tal naturaleza gue sea posible identificarlo
de una manera definida entre todos los demas objetos de su clase.
Debemos observar_ cuidadosamente o 1ue implica este enunciado :
expresa una condicion necesaria y suficiente para la existencia del obje -
to definido (Art. 9). Asi, consideremos que estamos definiendo una
curva plana del tipo C por medio de una propiedad P que Unica-
mente posee C. Entonces, entre todas las curvas planas, una curva
es del tipo C si'y solamente si posee la propiedad P .

Como un ejemplo especifico, consideremos una curva plana muy conocida,
|a circunferencia. Definirnos una circunferencia como una curva plana que posee
la propiedad dnica P de que todos sus puntos estan a igual distancia de un punto
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fijo en su plano. Esto significa que toda circunferencia tiene la propiedad P,
y reciprocamente, toda curva plana que tenga la propiedad P es una circunfe-
rencia.

Para una curva, dar la condicion que deben cumplir sus puntos es
dar una ley a la cual deben obedecer los Funtos de la curva. Esto
significa que todo punto de la curva debe satisfacer la ley Partlcular de
la'curva. De acuerdo con esto se define frecuentemeénte una curvs
como el lugar %eometrlco descrito por un punto que se mueve siguiendo
una ley especiticada. Asi, una circunferencia puede definirse como
el lugar geométrico de un punto que se_mueve en un plano de tal
{na?era que su distancia a un punto fijo de ese plano es cons-
ante .

Un lugar geométrico no debe satisfacer necesariamente una sola
condicion; puede satisfacer dos o mas condiciones. Asi podemos
tener una curva que sea el lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que: 1) ~pasa por un punto dado, y se
conserva siempre a una distancia constante de una recta dada.
P_ode_m(t)s entonces hacer el resumen de las notas precedentes en la
siguiente _

Definicion. Una curva es el lugar geométrico. de todos aquellos
puntos, y solamente de aquellos puntos, que satisfacen una o mas
condicionies geométricas dadas. o

El estudiante debe observar que esta definicion implica que la
condicion 0 condiciones dadas sean, necesarias y suficientes para
la existencia de la curva. Esta definicion debe también compararse
con la definicion 1 del Articulo 14.

En este articulo hemos estudiado el problema desde un punto
de vista puramente geométrico. En el siguiente, consideraremos la
mtergretacmn analitica. o _

Ecuacion de un lugar geométrico. Estudiaremos ahora el
problema de la determinacion de la ecuacion de un lugar geometrico
en el caso de que la interpretacion analitica de la_condicion o condi-
ciones ?eometrlcas definen el lugar geométrico. EI método esta indi-
cado claramente por dos_definiciones previas, la_definicion 1 del
Articulo 14 y la ultima definicion del Articulo 22. Combinando estas
dos definiciones tenemos una nueva .

Definicion . Se llama ecuacion de un lugar geométrico plano a una
ecuacion de la forma .

I(*,y) =0, (1)

cuyas soluciones reales para valores correspondientes de x y y son
todas las coordenadas de aquellos puntos, y solamente de ‘aquellos
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puntos, que satisfacen la condicion o condiciones geométricas dadas
que definen el lugar geométrico. o o
. Notese que esta definicion expresa una condicion necesaria y sufi-
ciente para que (1) sea la_ecuacion de un lugar geométrico, De
acuerdo con esto, el procedimiento para obtener la ecuacion de un
lugar geometrico es esencialmente como Sigue

1.7 Se supone que el punto P, de coordenadas {X,J) es un
punto cualquiera que satisface la condicion o condiciones dadas, y,
por tanto, un punto del lugar geomeétrico. N

2, Se expresa, analiticamente, la_condicion o condiciones geo-
métricas dadas, por medio de una ecuacion o ecuaciones en las coorde-
nadas variables x y y. 5 _

3. Se simplifica, si hace falta, la ecuacion obtenida en el paso 2
de tal manera que tome la forma (1). o

.. Se comprueba el reciproco :‘sean (xi, yi) las coordenadas de

cualquier punto que satisfacen (1) de tal manera que la ecuacion

f(xi, yi) = 0 (2)
es verdadera. Si de (2) se puede deducirla expresion analitica de la

condicion o condiciones geométricas dadas, cuando se aplica al punto
éXI’ ybl), entonces (1) es la ecuacion del lugar geométrico que se
uscaba

En la practica se omite, ggeneralmente, el paso 4, ya que la
repeticion del trabajo del ?aso al paso 2 es, generalmente, inme-
diata. Notese en el paso 1 que, al tomar P como un punto cual-
Quiera del Iugar,geometrlco, estamos considerando todos los puntos de
ese lugar geoméirico. o _

~Ahora aplicaremos este procedimiento a dos ejemplos. Se reco-
mienda al lector que estudie cuidadosamente estos' ejemplos, porque
una giran parte de nuestro futuro trabajo en Geometria analitica serd
la determinacion de las ecuaciones de lugares geométricos.

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se
ml(Jeve de tal manera que siempre equidista de dos puntos dados A (— 1, 2) y
B(4, -1).

Solucion, i. Sea P(x, Y) un punto cualquiera del lugar geométrico.
Entonces P debe satisfacer la condicion geometrica de que los™ segmentos
PA y PB sean iguales en longitud, o sea, que

IPA 1= IPB\ (3)
2. Por el teorema 2 del Articulo 6, tenemos
\PAj VO+0at(y—22,
IPB = VOC - 42+ (y + 1)*.
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Por tanto, la condicion geométrica dada (3) esta expresada analiticamente por
la ecuacion

Vi(x + DI+ (y~2)s= V(x - 42t (y+ 1) (4)

3. Sielevamos al cuadrado ambos miembros de (4), desarrollamos, traspo-
nemos y simplificamos, la ecuacion se reduce a

S5x =Ty —6=0 (5)

4. Sean (jri, yi) las coordenadas de un punto cualquiera P\ que satisfacen
(5) de tal manera‘que la ecuacion

5xi —3yi —e =10 ©)
Y

es verdadera. Invirtiendo los pasos dados para reducir (4) a (5), podemos
demostrar que de la ecuacion (e) se deduce la ecuacion

V(i 1)2-t-(yi —2) 2= V (% —4) 24 (yi + )2,

que es la expresion analitica de la condicion geométrica (3) aplicada al
punto Pi. g o
. Luego (5) es la ecuacion buscada. EIl lugar geométrico, que aparece en la
figura 32, es la perpendicular al segmento AB en su punto medio, es decir,
lamediatriz del segmento AB. o .
_ Ejemplo 2. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del eje Y es
siempre igual a su distancia del punto A (4, 0). Hallar la ecuacion de su lugar
geomeétrico. _ .
Solucion. 1 Sea P (x, y) un punto cualquiera del lugar geométrico.
Sea B el pie de la perpendicular bajada de P al eje Y (fig. 33). Segin el pro-
blema, P debe satisfacer la condicion geométrica

iPB [= [PA [ (7
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2. Por definicion de abscisa (Art. 4),
\PB\ = I*|,
y por el teorema 2 del Articulo 6,
[Ja|= V(x - a)"“+ y2.
Por tanto, la condicion geométrica (7) esta expresada, analiticamente, por la

ecuacion
U= vi(x-4)* + tf*. )
Y

3. Elevando-alcuadrado ambos miembros de (8),desarrollando, y traspo-
niendo, ohtenemos

y2—8x + 16 = 0. (9)

4. Si (jcj, yi) son lascoordenadas de cualquier punto Pique satisfa-
cen (9), entonces _

yi2- 8xi+ 16 = 0. (10)

Si aplicamos a 310), en orden inverso, las mismas operaciones empleadas para
reducir (8) a (9), obtenemos

[ xi|=V (xi —4)3+ yj3,

que es la expresion analitica de la condicién geométrica (73~ aplicada al

punto Pi. g o )
Por tanto, (9) eslaecuacion buscada. EI lugar geométrico, una parabola,
esta trazado en la figura 33.
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EJERCICIOS. Grupo 8

En cada uno de los ejercicios siguientes se recomienda al lector que, después
de obtener la ecuacion del lugai geométrico, construya la curva de acuerdo con
lo dicho en el Articulo 19.

1. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que: @) se conserva Siempre a 2 unidades a la izquierda del eje Y ;
b) estd siempre 4 unidades arriba del eje X ; ) esté siempre a igual distancia
de los ejes X y Y. .

2. Hallar 1a ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que: a) su abscisa es Siempre igual al doble de su ordenada; b) su
ordenada es siempre igual a su abscisa Incrementada en 2; ) su abscisa s
siempre igual a la reciproca de su ordenada. S _ S

3. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al eje Y disminuida en
3 es siempre iqual al doble de su distancia al eje X. Hallar la ecuacion de su
lugar geométrico y dar su interpretacion geométrica. , .
~ 4. "Un punto” se mueve de tal manera que su distancia al origen es siempre
igual a2. Hallar la ecuacion de su lugar geométrico y dar su intepretacion geo-
métrica.

5. Un punto se mueve de tal manera que su distancia al punto A (2, 3) es
siempre igual a 5. Hallar la ecuacion de su lugar geométrico y dar su interpreta-
cion geométrica. g o

6. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que se conserva siempre equidistante de los dos puntos A(l, —2) y
B (5, 4L. [dentificar el lugar geométrico, y construirlo graficamente.

7. Una recta contiene los dos puntos A(—1,5) y B(l, 3). Expresar,
analiticamente, el hecho de que un punto cualquiera P (X, y) esta sobre la recta.
Deducir la ecuacion de |a recta. .

8. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que el cuadrado de su distancia al punto (4, 1) es siempre igual a su dis-
tancia del eje V. ) _

9. Una recta |, que pasa por el punto A (—1i, 1), es perpendicular a otra
cuya pendiente es Y . Expresar, analiticamente, el hecho de que un punto cual-
quiera P (x, y) esta sobre la recta |, y deducir, de aqui, su ecuacion,

10. - Una circunferencia de radio 3 tiene su centro en el punto C (=3, —2).
A partir de la definicion, hallar la ecuacion de esta circunferencia. .
11, Un punto se mueve de tal manera que su distancia al eje X es siempre
igual a su distancia del punto A (0, 4) . Hallar la ecuacion de su lugar geométrico.

12. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera (iue la suma de los cuadrados de sus distancias a los dos puntos A (3, 5)
y Bg— , 2? es siempre igual a 30. o
13, Hallar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que la diferencia de los cuadrados de sus distancias a los dos puntos
A(2, —2) y B (4, 1) essiempre igual a 12. (Dos casos.)

14, Un Funto se mueve de tal manera que su distancia al punto A (2, 4) es
siempre igual a su distancia del eje Y aumentada en 3. Hallar la ecuacion de su
lugar geométrico. y .

15." Hallar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que la suma de sus distancias a los dos puntos A (3, 0) y B(—3, 0
es siempre igual a 8.
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16. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que la suma de sus distancias a los dos puntos A (0, ?S y B(0, —=3) e
S|em|a7)re |8ual a8. Comparese el resultado con el obtenido en el ejercicio 15.

17. Un punto se mueve de tal manera que la diferencia de sus distancias a
los dos puntos A (3, 0) y B (- 3, 0) es siempre igual a4. Hallar la ecuacion de
su IugarBeometrlco. _ . S

18. Un punto se mueve de tal manera que la diferencia de sus distancias a
los dos puntos A (0, 3) y B (0, —3) es siempre igual a4, Hallar la ecuacion de
su lugar geométrico. Comparar el resultado con el obtenido en el ejercicio 17.

19. Un circulo de radio 4 tiene su centro en ¢l punto C(I, —1). Hallar
la ecuacion del lugar geométrico de los puntos medios de todos sus radios.

0. Un punto Ssemueve de  tal _manera que su distancia al punto A (3, 1)
es siempre igual a la mitad desu distancia al eje Y. Hallar la ecuacion de su
lugar geométrico. o

21, Un Funto se mueve de tal manera que su distancia al punto A (—1, 2)
es siempre el doble de su distancia al eje X. Hallar la ecuacion de su lugar
geométrico. - _

22, Un segmento rectilineo de longitud 4 se mueve de tal manera que uno
de lospuntos extremos permanece siempre sobre el eje X y el otro permanece
siempre sobre el eje Y. Hallar la ecuacion del lugar geométrico del punto medio
del segmento. Sugestion.  Veéase el ejercicio 5 del grupo 4, Art. 11

23. Dos de los vértices deun tridngulo son los puntos fijos A (=1, 3)
y B(51). Hallar la ecuacion del lugar geométrico del tercer vértice C si se
ImgleveBge tal manera que la pendiente del lado AC es siempre el doble de la del
ado BC.

21. Dos de los vértices deun triangulo son_ los puntos fijos AEI, 0
y B(i,0). Hallarla ecuaciondel lugar geométrico del tercer vertice C si s
mueve de tal manera que la diferencia entre las longitudes de los lados AC y BC
es siempre igual a la mitad de la longitud del lado AB.

25, Los extremos de la base de un triangulo son los puntos A (0, 0)
y B(3, 0). Hallar la ecuacion del lugar geométrico del veértice opuesto C si se
mueve de tal manera que el angulo en la base CAB es siempre igual al doble del
angulo en la base CBA.



CAPITULO Il
LA LINEA RECTA

24, Introduccion. _Hemos llegado a un punto en que debemos dar
un giro a nuestro estudio de la Geometria analitica. Hasta aqui hemos
deducido algunas relaciongs fundamentales y considerado métodos
%enerales para la construccion de curvasy la obtencion de la ecuacion
e un |ugar geométrico. Pero todavia no"hemos hecho ningln intento
sistematico de identificar las ecuaciones y sus lugares geométricos de
una manera especifica. Mas aun, hasta este momento, no hemos
establecido ninguna de las propiedades particulares que puede poseer
una curva. En éstey en los siguientes capitulos, haremos un estudio
detallado de I3 linea recta y de algunas de las curvas gue son de maxi-
ma importancia en la Geometria analitica y sus aplicaciones. Natu-
ralmente comenzaremos_con el estudio de la linea recta dehido a que su
ecuacion es la mas sencilla. . -

25, Definicion de linea recta. Nuestro primer objetivo en este
capitulo es la obtencion de la ecuacion de la recta. Ya dijimos en el
Articulo 23, que la_ecuacion de un I,ugar geometrico se obtiene a partir
de un_ndmero suficiente de las propiedades Gnicas que lo definen. El
estudjante recordara varias definiciones de la linea recta dadas en sus
estudios anteriores, siendo_la mas comin la que se expresa_diciendo
aue una recta es la distancia mas corta entre dos puntos. Pero esta
efinicion se apo¥a en el slqnlflqado del término distancia. Si trata-
mos ahora de definir la distancia, veremos que cualquier explicacion
nos devuelve al punto de partida. Por esta razon, los tratados supe-
riores de Geometria, construidos sobre bases axiomaticas, admiten la
existencia de la linea recta como un Bostulado. Nosotros admitiremos
la siguiente definicion de linea recta basada en el concepto de pendiente
dado en el Articulo 8, , .

Definicion de linea recta. Llamamos linea rectaal lugar geomeétrico
de los puntos tales que tomados dos puntos diferentes cualesquiera
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Pi(xi,yi) y P20X, yzR del lugar, el valor de la pendiente m calculado
por medio de la formula del teorema 4, Articulo 8,

m= Mi-—UL  Xi93X2,

resulta swmgre constante. _

26. cuacion de la recta que pasa por un punto y tiene una
pendiente dada. Geométricamente, una, recta queda perfectamente
determinada por uno de sus puntos y su direccion. Analiticamente, la

i

ecuacion de una recta puede estar perfectamente determinada si se
conocen las coordenadas de uno de sus puntos 'y su angulo de inclina-
cion (y, por tanto, su pendiente) . o

. Teorema 1. La reda que pasa por el punto dado Pi(xi, y1) y
tiene la pendiente dada m , tiene por ecuacion

y —yi = m(x —xi). (1)

Demostracion. De acuerdo con el método dado en el Articulo 23
sea P{x, y) lgfl ..34) un Bunto cualquiera de la recta, diferente del
punto dado I%XI, y1)P or la definicion de recta (Art. 25), las
coordenadas del puntd P (x, y) satisfacen la ecuacion

de la cual obtenemos, inmediatamente, quitando denominadores, la
ecuacion (1).
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Reciprocamente, si las coordenadas da cualquier otro punto
P2(x2] y2) satisfacen (1), tenemos

n= 5y

Xi —

gue es la exB[esic’_m analitica de la definicion de recta, aplicada a los
0S puntos Pi (xi, yl? y Pi(xt, yi). Por tanto, P2 estd sobre la
recta. Esto completa [a‘demostracion.

NOTAS. L Como la ecuacion (1) estd dada en funcién de un punto y la
pendiente, se llama, aveces, de laforma de punto y pendiente.

2. Una recta que coincide o es paralela al eje Y no tiene pendiente (Art. 8) .
Por tanto, la ecuacion (1) no puede representar ‘a una recta de tal naturaleza,
ni nuestra definicion de recta puede aplicarse a ella. Para este caso, se ha demos-
trado en el Articulo 18 que la ecuacion de la recta es de la forma x = K en
donde K es cualquier nimero real.
_ Ejemplo. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (4, —1) y
tiene un ngulo de inclinacion de 135°.

Solucion. La recta cuya ecuacion se busca es la trazada en la figura 35,
Por el Articulo s, la pendiente de esta recta es

m=1tg13%° = —1
Por tanto, por el teorema 1, la ecuacion de la recta s
y—=(- 9 - - 1(*-4),
x+y-3=0

0 Sea.
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f 27, Otras formas de la ecuacion de la recta. Una recta es o no
paralela al eje Y. Si es paralela al eje Y su ecuacion es de la forma
X =k ; sinoes paralela a dicho eje, su Ren,dlente esta definida y su
ecuacion esta dada por el teorema 'L del Articulo 26 Como todas las
rectas caen bajo una de estas dos clasificaciones, cualquiera otra
forma de la ecuacion de una recta debe reducirse, necesariamente, a
una de estas dos formas. Para algunos tipos de problemas, sin em-
bargo, son mas convenientes otras formas; a continuacion considera-
mos algunas de ellas.

Y

a) Ecuacion de la recta dada su pendiente (Y su ordenada en el origen.
Consideremos una recta | (fig. 36) cuya pendiente es m y cuya orde-
nada en el origen, es decir, st intercepcion con el eje Y, esh. Como se
conoce b, el punto cuyas coordenadas son (0,6) esta sobre Ia recta
(Art. 15). Por tanto, el problema se reduce a hallar la ecuacion de
la recta que pasa por un punto gO, b) y tiene una pendiente dada.
Sequn el teorema 1 del Articulo 26 la ecuacion buscada es

y—b=m(x—=0),
y =mx+Dh,

Podemos enunciar este resultado como el
_Teorema 2. La recta cuya pendiente es in y cuya ordenada en el
origen es b tiene por ecuacion

y=mx+h,

0 Sea,



60 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

Nota. Una recta paralela al eje Y no tiene ordenada en el origen. En este
caso no puede usarse la forma de ecuacion que acabamos de obtener. Como ya
dijimos la ecuacion de una recta tal es de la forma X = k.

8f) Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos. Geométrica-
mente, una recta queda perfectamente determinada por dos cuales-
quiera de sus puntos. Analiticamente, la ecuacion de una recta tam-
bién queda perfectamente determinada conociendo las coordenadas de
dos cualesquiera de sus puntos.

y

Teorema 3. La recta que pasa por dos puntos dados Pi (xi, yi) y
P2(x2, ya) tiene por ecuacion

y—yi=R=x x~X)> X" X 0]

Demostracion. Sea la recta PiPi de la figura 37. Como se
conocen 'dos de sus puntos, su pendiente esta dada por (Teorema 4,

Articulo 8) .y
n= 42X

Por tanto, con esta pendiente y el punto Pi(xi, yi), el problema se
reduce a hallar la ecuacion de una recta que pasa por un punto y tiene
una pendiente dada. En consecuencia, sustituyendo este valor de la
Fendlente en la ecuacion (1) del Teorema I, Art. 26, obtenemos
a forma (1) tal como se queria demostrar.

NOTAS. 1 Si Xl = x., laecuacion (1) no puede usarse. En este caso, la
recta es paralela al eje Y, y su ecuacion es X = xj.



LA LINEA RECTA 61

2. Si se multiplica la ecuacion (1) por xi —xj y se pasan todos sus térmi-
nos al primer miembro, se obtiene

Xiyij — xiyi —i2x + *2y + yi x —xiy (2)

que puede escribirse en forma de determinante:

X oy 1
xi yi 1 3
X2 y2 1

En efecto, si desarrollamos este determinante por menores con respecto a los
elementos de la tercera columna, obtendremos el primer miembro de (2) . Mas
adelante deduciremos la ecuacion (3) por otro método (Art. 35) y sera discutida
en esa ocasion.

c) Ecuacién simétrica de la recta. Sean a 0Oy b” 0 los seg-
mentos que una recta determina sobre los ejes X y Y (fig. 38), es
decir, sus intercepciones. Entonces (o, 0) y (0, b) son dos puntos
de la recta (Art. 15). Por tanto, el problema de obtener la ecuacién
de una recta cuando se conocen los segmentos que determina sobre los
ejes se reduce a hallar la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos,

y tenemos, por el teorema 3,

y-Ooz-O"' (6x’-a ),

de donde
ay = — bx + ab.

Trasponiendo —bx al primer miembro y dividiendo por ab, obtenemos
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Esta ecuacion es la llamada ecuacion simétrica de la recta. De aqui el
siguiente

Teorema 4. La recta cuyas intercepciones con los ejes X y Y son
a 0y b 0, respectivamente, tiene por ecuacion

Notas. 1. Si a = 0, entonces también 6 = 0, y la forma simétrica no
puede usarse. En este caso, solamente se conoce un punto, el origen, y no es
suficiente para determinar una recta.

2. Como una recta queda perfectamente determinada por dos cualesquiera de
sus puntos, la manera mas conveniente de trazar una recta a partir de su ecuacién

Y

es determinar las dos intersecciones con los ejes. Si la recta pasa por el origen,
basta determinar otro punto cuyas coordenadas satisfagan la ecuacion.

Ejemplo 1. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (—3, 1)
y es paralela a la recta determinada por los dos puntos (0, —2) y (5, 2) .

Soluciéon. Como se conoce un punto de la recta requerida | (fig. 39),
solamente es necesario obtener su pendiente que, segln sabemos, es la misma que
la de la recta paralela V que pasa por los dos puntos (0, —2), (5, 2) (coro-
lario 1del teorema 5, Art. 10) . La pendiente de V es, por el teorema 4 del Ar-
ticulo 8,

Por tanto, segln el teorema 1, Articulo 26, la ecuacién de | es
y- 1= %(x+ 3),
0 sea, 4x - 5y+ 17 = 0.
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Ejemplo 2. Hallar la ecuacién de la mediatriz (perpendicular en su punto
medio) del segmento (—2, 1), (3, —5).

Solucién. Supongamos que la mediatriz es la recta | y que el segmento
es I' (fig. 40). Las coordenadas del punto medio M de i' son (J*, --2) por
el corolario al teorema 3, Articulo 7. La pendiente de |I', por el teorema 4 del
Articulo 8, es

Como | es perpendicular a su pendiente, por el corolario 2 del teorema 5,
Articulo 10, es m = %. Por tanto, por el teorema 1, Articulo 26, la ecuacion
de | es

y+2=%(x- y2),
la cual se reduce a

10a: — 12y - 29 = 0.

EJERCICIOS. Grupo 9

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto A(1,'J) vy tiene de
pendiente 2.

2. Hallar la ecuacidén de la recta que pasa por el punto A (—6, —3) y tiene
un angulo de inclinacién de 45°.

3. Hallar la ecuacion de la recta cuya pendiente es —3 y cuya intercepcion
coneleje Y es —2.

4. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos A (4, 2) y
B(-5, 7).

5. Los vértices de un cuadrilatero son A (0, 0), B (2, 4), C(6,7), D (8, 0).
Hallar las ecuaciones de sus lados.
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6. Los segmentos que una recta determina sobre los ejes X y Y son2y - 3.
respectivamente. Hallar su ecuacion.

7. Una recta pasa por los dos puntos A (—3, —1) y B(2, —6). Hallar
su ecuacioén en la forma simétrica.

8. Una recta de pendiente —2 pasa por el punto A(—1, 4). Hallar su
ecuacion en la forma simétrica.

9. Hallar la ecuacién de la mediatriz del segmento A (—3, 2), B (1, 6).

10. Una recta pasa por el punto A (7, 8) y esparalela a la recta C (—2, 2)
y D (3, —4) . Hallar su ecuacidn,

11. Hallar la ecuaciéon de la recta que pasa por el punto A (—2, 4), vy
determina sobre el eje X el segmento —9.

12. Demostrar que los puntos A (—5, 2), B(l, 4) y C (4, 5) son coli-
neales hallando la ecuacion de la recta que pasa por dos de estos puntos.

13. Hallar la ecuacién de la mediatriz del segmento que los ejes coordenados
determinan en larecta 5x + 3y — 15 = 0.

Los ejercicios 14-21 se refieren al tridngulo cuyos vértices son A (—2, 1),
B4, 7) y C(6. - 3).

14. Hallar jas ecuacionesde los lados.

15. Hallar la ecuacion dela recta que pasa por el vértice Ay es paralela al
lado opuesto BC.

16. Hallar las ecuaciones de la rectas que pasan por el vértice B y trisecan
al lado opuesto AC.

17. Hallar los vértices del triangulo formado por las rectas que pasan por los
vértices A, B y C y son paralelas a los lados opuestos.

18. Hallar las ecuaciones de las medianas y las coordenadas de su punto de
interseccion.

19. Hallar las ecuaciones de las mediatrices de los lados y las coordenadas de
su punto de interseccién. Este punto se llama circuncentro.

20. Hallar las ecuaciones de las alturas y su punto de interseccién. Este
punto se llama ortocentto.

21. Hallar las coordenadas del pie de la altura correspondiente al lado AC.
A partir de estas coordenadas hallese la longitud de la altura y luego el area del
triangulo.

22. Hallar la ecuacién de la recta cuya pendiente es —4, y que pasa por el
punto de interseccion de las rectas 2x + y —8=0y 3x —2y + 9 =0.

23. Las ecuaciones de los lados de un cuadrilatero son 3* —8y + 36 = 0,
X y—1:0=0, 3x —8y —19=0y x+ y+ 1=0. Demostrar que la figura
es un paralelogramo, y hallar las coordenadas de sus vértices.

24. Hallar el area del triangulo rectangulo formado por los ejes coordenados
y la recta cuya ecuacion es i x ~4y + 20 = 0.

25. Las coordenadas de un punto P son (2, 6), y la ecuacion de una recta |
es 4x + 3y = 12. Hallar la distancia del punto P a la recta j siguiendo en
orden los siguientes pasos: a) Hallar la pendiente de 1. b) Hallar la ecua-
cion de la recta V que pasa por P y es perpendicular a l. c¢) Hallar las coor-
denadas de P punto de intersecciéon de | y V. d) Hallar la longitud de!
segmento PP'.

26. EIl punto P de ordenada 10 esta sobre la recta cuya pendiente es 3 y que
pasa por el punto A (7, —2) . Calcular la abscisa de P.

27. Determinar el valor de los coeficientes A y B de la ecuacion Ax —By
-j- 4 = 0 de una recta, si debe pasar por los puntos C (—3, 1) y D (1, 6),
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28. Las ecuaciones de los lados de un triangulo son 5x —7y + 27 = 0,
9* —2y —15= Uy 4x + 5y + 11 =0. Hallar sus angulos y comprobar los
resultados.

29. Deducir la ecuacién de la recta cuya pendiente es m y determina sobre
el eje X el segmento a. Compérese este resultado con la ecuacién de una recta
conocida su pendiente y su ordenada en el origen, dada en el Articulo 27.

30. Una recta pasa por los dos puatos A (—1, 3) y 5(5, 4). Escribase su
ecuacion en forma de determinante. Verifiquese el resultado desarrollando el
determinante.

28. Forma general de la ecuacion de una recta. En los articulos
precedentes hemos visto que la ecuacion de una recta cualquiera, en el
plano coordenado , es de la forma lineal

Ax + By + C= 0, (1)

en donde ya sea A o B debe ser diferente de cero y C puede 0 no ser
igual a cero. La ecuacién (1) se llama la forma general de la ecuacion
de una recta.

Ahora consideraremos el problema inverso, a saber, la ecuacion
lineal (1), (representa siempre una linea recta? Para contestar a esta
pregunta examinaremos las dos formas posibles de la ecuacion (1)
con respecto al coeficiente de y, es decir, las formas para 5 = 0
y B 0.

Caso I. B =0. Si .8=0, entonces 1 20, vy la ecuacion (1)
se reduce a la forma

Ly (2)

Pero (2) es de la forma x = k, de la que anteriormente se demostro
que es la ecuacion de una recta paralela al eje Y (Art. 18).

Caso Il. B~ 0. Si B 0, podemos dividir la ecuacion (1)
por B, y entonces por trasposicién se reduce a la forma

¢ c
\% B X B '
Pero (3) estd en laforma y = mx + b (Art. 27) y, por tanto, es la
4

ecuacion de una recta cuya pendiente es — y cuya ordenada en el

origen es —-E-

En consecuencia, vemos que en todos los casos la ecuacion (1)
representa una recta. Vamos a hacer un resumen de estos resulta-
dos en el
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Teorema 5. Una ecuacién lineal en las variables x y y representa
una recta y reciprocamente.

NOTAS. 1. Este teorema muestra lo apropiado del término lineal para
designar jas expresiones algebraicas de primer grado.

2. La pendiente de una recta cualquiera, no paralela al eje Y, puede obte-
nerse directamente a partir de su ecuacién. Para ello bastara reducir la forma
dada (1) ala forma (3) ; el coeficiente de x es la pendiente. Mas sencillamen-
te, todo lo que tenemos que hacer es dividir en (1) el coeficiente de x por el
coeficiente de y y después cambiar el signo.

29. Discusion de la forma general. Ahora haremos algunas obser-
vaciones de gran importancia, no solo con respecto a la recta, sino
también a toda la Geometria analitica. Acabamos de ver que la ecua-
cion de una recta es, necesariamente, de la forma

Ax+By + C= 0. (1)

Por tanto, al buscar la ecuacién de una recta particular, sabemos
a priori que es de la forma lineal (1); el problema que queda por
resolver es el de determinar los coeficientes A, B 'y C. EI estudio de
los coeficientes es, pues, de gran importancia. Este 0ltimo enun-
ciado, sin embargo , no esta restringido a la linea recta solamente ; a
medida que avancemos en el estudio de la Geometria analitica veremos
que, una vez que se haya establecido la ecuacidn general de un tipo
particular de curva, las propiedades y caracteristicas distintivas de
esa curva pueden determinarse por una investigacion de los coeficientes
de su ecuacion.

Consideremos los tres coeficientes A, B 'y C en la forma gene-
ral (1). Notamos, en primer lugar, que todos son constantes reales
y arbitrarias, es decir, que pueden tomar cualquier valor real, siem-
pre que A y B no sean simultdneamente nulos. Puede parecer a
primera vista que estas tres constantes son independientes. Pero
puede demostrarse facilmente que, en realidad, solamente hay dos
constantes independientes. En efecto, uno, cuando menos, de los
coeficientes A y B debe ser diferente de cero. Por tanto, si A 0,
podemos dividir la ecuacién (1) por A de manera que tome la forma

*+ f A+ N = C, (2)

en la que hay solamente dos constantes independientes que son las
razones arbitrarias B/A y C/A. Sabemos, por Algebra, que para
calcular estas constantes se necesitan dos ecuaciones independientes
que las contengan, y que cada una de estas ecuaciones se obtiene a
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partir de una condicion independiente. Por tanto , analiticamente, la
ecuacion de una recta queda 'perfectamente determinada por dos condi-
ciones independientes. Geométricamente, una recta también queda
determinada por dos condiciones independientes ; luego una recta esta
completamente determinada si se conocen dos de sus puntos, o uno de
sus puntos y su direccidn.

Ejemplo. Hallar los valores que deben tener los coeficientes de la ecuacion
general Ax + By + C = 0 de una recta, para que pase por los dos puntos
(—1 4) y (3, —2). De ahi hallar la ecuacién de la recta.

Soluciéon. Como los dos puntos estan sobre la recta, sus coordenadas deben
satisfacer la ecuacién de dicha recta (Art. 14). Por tanto, para el punto
(—1,4), tenemos:

-A+4B + C =0 3)
y para el punto (3, —2) tenemos
3A —2B + C = 0. (4)

Resolviendo las ecuaciones (3) y (4) para Ay B en términos de C, obtenemos
A = - YiC, B = - %C.

Si sustituimos estos valores de A y £ en la forma general, obtenemos
- %Cx - %Cy + C = 0.

Dividiendo toda la ecuacion por C y simplificando, obtenemos como ecuacion
de la recta

3x + 2y —5 =0,

cuyos coeficientes son A = 3, B —2, C = —5.

NOTA. Si C = 0, el problema no puede resolverse tal como seha hecho.
En este caso podemosresolver (3) y (4) para A y C entérminos de B si
B pi 0, o paraB y Cen términos de A si A 0.

30. Posiciones relativas de dos rectas. Ahora consideraremos
posiciones relativas de dos rectas, cuyas ecuaciones pueden ponerse en
las formas generales :

Ax + By + C

0, (1)
0. (2)

A'x + B'y + C'

En particular, determinaremos las condiciones analiticas bajo las cua-
les estas dos rectas son : a) paralelas; b) perpendiculares; c¢) coin-
ciden; d) se cortan en uno y solamente en un punto.
A
a) La pendiente de (1) es —-g si B 0, y la pendiente de (2)

A . .
es — si B'70. Por el corolario 1 al teorema 5, Articulo 10,

las
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una condicién necesaria y suficiente para que las rectas (1) y (2) sean
paralelas es que

A= _AJ_
B B"

es decir, los coeficientes de x y y deben ser proporcionales.

Si B= 0, la recta (1) es paralela al eje Y. Si la recta (2) es
paralela a la (1), también es paralela al eje Y, luego también B' = 0.
En este caso, la Gltima proporcidn establecida no tiene sentido; lo
mismo sucede si Ay A' son cero, es decir, si ambas rectas son para-
lelas al eje X . Pero, si escribimos esta relacion en la forma

AB> - A'B = 0,

tenemos una relacion verdadera para todos los casos.

b) Por el corolario 2 al teorema 5, Articul6élo, una condicién
necesaria y suficiente para que las rectas (1) y (2) sean perpendicu-
lares es que

0 sea,
AA> + BB' = 0.

El estudiante debe demostrar que esta Gltima relacién es también
verdadera si una de las rectas es paralela al eje Y y, por lo tanto, no
tiene pendiente.

c) Dos rectas coinciden si tienen un punto comdn y la misma
direccion o pendiente. La interseccion de la recta (1) con el eje X es

. a .
el punto de abscisa — —, y la de la recta (2) esel punto de abscisa

—C—'. Por tanto , debemos tener

0 Sea
A =4
t ©)
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También , por ser las pendientes iguales ,

A A’
B B "
0 sea,
A B
A' B “)
De (3) y (4) tenemos
A B C
A" B> C~” (5)

es decir, dos rectas coinciden si y solamente si sus coeficientes corres-
pondientes son proporcionales.

La proporcion (5) se ha escrito suponiendo que todos los coefi-
cientes de las ecuaciones (1) y (2) son diferentes de cero. Si, en vez
de esto, uno o mas coeficientes son cero, esta proporcion no tiene
sentido en su totalidad o en parte. Pero si escribimos

A =kA', B =kB', C=kC",
en donde k es una constante diferente de cero, obtendremos relaciones

verdaderas para todos los casos.

d) Geométricamente , dos rectas se cortan en uno y solamente en
un punto en el caso de que no sean paralelas. Analiticamente, si las
rectas (1) y (2) no son paralelas, del apartado (a) anterior se dedu-
ce que

Z'™N W1 0sea’ “ue ~ N A m

Podemos hacer el resumen de los resultados anteriores en el

Teorema 6. Si las ecuaciones de dos rectas son Ax + By + C = 0
y Ax + B'y + C' = 0, las relaciones siguientes son condiciones nece-
sarias y suficientes para

A B
a) Paralelismoj 7= >0sea>"B'— A;B = 0;
b) Perpendicularidad, AA' + BB' = 0;
c) Coincidencia, A = kA', B = kB', C =kC' (k 5*0) ;
d) Interseccion en uno vy solamente un punto,

A D Osea>AB' —A'B 75 0.

Ejemplo. La ecuacién de una recta / es 5x —7y + 11 = 0. Escribir laecua-
cién que representa a todas las rectas paralelas a /. A partir de esta Gltima ecuacién
hallar la de la recta paralela a | y que pasa por el punto (4, 2) .



70 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

Solucion. Representemos por Ax + By + C = 0 la ecuaciéon de todas las
rectas paralelas a I. Por el apartado (a) del teorema 6 se verifica

y = ° sea, B- - L A.

Por tanto, la ecuacién de todas las rectas paralelas a | es

de donde,
b* - 7y + 1£ =0,
y A

0 sea,
5x —7y + k = 0, (6)

5C . .
en donde k = w es una constante arbitraria.

Si la recta (6) debe pasar por el punto (4, 2), las coordenadas deben satisfa-
cer (6) . Por tanto:

5.4 —7.2 + ft=0,
de donde k = - 6, y la recta buscada es

5%- 7y - 6=0.

EJERCICIOS. Grupo 10

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Transformar la forma general de la ecuacién de una recta a la forma
simétrica. Establecer las restricciones a que deben estar sometidos los coeficien-
tes para permitir esta transformacion.

2. Hallar la ecuacion de la recta, determinando los coeficientes de la forma
general, que pasa por el punto (—2, 4) y tiene una pendiente igual a —3.

3. Hallar la ecuacion de una recta, determinando los coeficientes de la forma
general, si los segmentos que determina sobre los ejes X y Y, es decir, sus
intercepciones, son 3 y —5, respectivamente.

4. Hallar la ecuacién de la recta, determinando los coeficientes de la forma
general, que es perpendicular a la recta 3jc —4y + 11=0 y pasa por el punto
(-1. -3).

5. Hallar el valor de k para que la recta kx + (k —1)y — 18 = 0 sea pa-
ralela a la recta 4x + ~y + 7 = 0.

6. Determinar el valor de k para que larecta k +(fe+1)i/4-3=0 sea
perpendicular a la recta 3x —2y — 11 = 0.

7. Hallar la pendiente e intercepciones de la recta 7x —9y + 2 = 0.

8. Hallar la pendiente, angulo de inclinacién y las intercepciones de ia recta
que pasa por el punto (2, 3) y es perpendicular a la recta 2x —7y + 2 = 0.

9. Determinar el valor de k para que la recta 4x + 5y + k —0 forme con
los ejes coordenados un tridngulo rectangulo de &rea igual a 2 Yi unidades cua-
dradas
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10. En jas ecuaciones ax + (2 —iP)y —23 =0y (@a—1x + by+ 15=0
hallar los valores de a y b para que representen rectas que pasan por el pun-
to (2, -3).

11. Demostrar que la recta que pasa por los puntos (4, —1) y (7, 2)
bisecta al segmento cuyos extremos son los puntos (8, —3) y (—4, —3).

12. Demostrar que las rectas 2x —y —1=0, x —8d+37=0, 2x —y —16=0
y x 8y + 7 - 0 forman un paralelogramo, y hallar las ecuaciones de sus
diagonales.

13. Demostrar que las rectas 5x—y —6 =10, x + 5y—22=0, 5x—y-32=0
y X + 5y + 4 = 0 forman un cuadrado.

14. Demostrar que los angulos suplementarios formados por las dos rectas
Ax + By + C=0y A'x + B'y + C = 0 estan dados por las formulas

tgfl = "A'B-AB"
AA' +BB'

15. Hallar el angulo agudo formado por las rectas 4x —9y + 11 =0y
X +?y - 7=0.

16. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (2, —1) y
que forman cada una un angulo de 45° con la recta 2x —3y + 7 = 0.

17. A partir del resultado del ejercicio 14, deducir las condiciones necesarias
y suficientes para el paralelismo y perpendicularidad de dos rectas, dadas en los
apartados (a) y (b) del teorema 6, Articulo 30.

18. Si k es una constante cualquiera diferente de cero, demuéstrese que todo
punto que esté sobre la recta Ax + By + C = 0 también estard sobre la recta
kAx + kBy + kC = 0. Por tanto, dedlGzcase la condicion necesaria y sufi-
ciente para la coincidencia de dos rectas, dada en el apartado (c) del teorema 6,
Articulo 30.

19. Por medio de determinantes obténgase la condicién necesaria y suficiente
para que las dos rectas Ax + By + C =0 y A'x + B'y +.C; = 0 se corten en
uno y solamente un punto, dada en el apartado (d) del teorema 6, Articulo 30.
Sugestion: Véase apéndice IB, 6.

20. Si tres rectas se cortan en un punto comin, se dice que son concurren-
tes. Si las tres rectas Aix + Biy+ Cj *=0, A2X+ £2y+ C2=0 vy
A3x + Bsy+ C3= 0 son concurrentes, demuéstrese que sus coeficientes satis-
facen la condicion

Ai Bl Ci

A2 B2 Cc2 =0.
A3 Bz C3

21. Demostrar que las tres rectas 3x —5y + 7 =0, 2x+ 3y —8=0y
6x —7y + 8 = 0 son concurrentes.

22. Demostrar analiticamente que las medianas de cualquier triangulo son
concurrentes.

23. Demostrar analiticamente que las mediatrices perpendiculares a los lados
en su punto medio en cualquier triAngulo son concurrentes.

24. Demostrar analiticamente que las alturas de cualquier tridngulo son
concurrentes.

25. Los vértices de un triangulo son (1, 1), (4, 7) y (6, 3). Demostrar
que el baricentro (punto de interseccion de las medianas) , el circuncentro (pun-
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to de interseccion de las mediatrices) y el ortocentro (punto de interseccion de
las alturas) son colineales.

26. Demostrar analiticamente que el baricentro, circuncentro Yy ortocentro
de cualquier tridangulo son colineales. La recta que los une se llama recta de
Euler.

27. Desde el punto (6, 0)se trazan perpendiculares a los lados
5v—y —4=0, y=1 y x —y —4 =0 de un tridngulo.Demostrar que
los pies de estas perpendiculares son colineales.

28. Hallar la ecuacion de larecta que pasa por el punto (a. b) Y por la
interseccion de lasrectas —+ —= 1y i + ¢ = .

a b b a

29. Una recta se mueve de tal manera que la suma de los reciprocos de los
segmentos que determina sobre los ejes coordenados es siempre igual a una cons-

tante k jé 0. Demostrar que la recta pasa siempre por el punto fijo

30. Hallarla longitud de la perpendicular bajada del punto Pj (xi, yi) ala
recta | :Ax + By + C = 0. Demostrar, a partir de esto, que la distancia d del
punto Pi ala recta / estd dada por

\Ax\ + Byi + C |
d =
Va* + b2

31. Forma normal de la ecuacién de la recta. Consideremos un

segmento OP\ de longitud p y con uno de sus extremos O siempre en
el origen, tal como puede verse en la figura 41. La posicidn exacta
de este segmento de recta en el plano coordenado esta determinada
por el angulo tu, que, como en Trigonometria, es el angulo positivo
engendrado por el radio vector OPi al girar alrededor del origen
(Apéndice IC , 1). De acuerdo con esto, la longitud p se considera
siempre positiva, y la variacion de los valores del angulo cu viene
dada por

0o < w < 360°. (1)

Es evidente que, para un par cualquiera de valores dados de py o
la recta | trazada por Pi(xi, yi) perpendicular a OPi queda perfec-
tamente determinada. Ahora obtendremos la ecuacién de | por medio
de la formula de la recta que pasa por un punto y tiene una pen-
diente dada.

Por Trigonometria, para cualquier posicion de la recta |,

Xi = peosa, yi= psencu. (2)
Por tanto , las coordenadas del punto Pi son {p eos to, p sen co).

Para las posiciones (a) y (b) (fig. 41) el angulo de inclinacién
del segmento OPi es co, y, por tanto, su pendiente es tg co.
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Para las posiciones (c) y (d) (fig. 41) en donde a es el angulo de
inclinacion de OPi, tenemos (Apéndice IC, 3)

tg o= tg (180° + a) = tg a .

De aqui que para todas las posiciones del segmento OPi, su pendiente
esta dada por tg co. Como la recta | es perpendicular a OPi, su

Fig. 41

pendiente para todas las posiciones es, por el corolario 2 del teore-

ma 5, Articulo 10,
€0S @

m —— Ctg o = _égﬁ__&) (0)
Segun esto, de (2) y (3), la ecuacion de | (teorema 1, Articu-

lo 26) es

€0s m
g—v sen @ = — ———— (X — p eos co),,
y sen
de donde _
y sen 0 —p sen2m = — X e0sS W + p €0s20j,

0 sea, X €0s @+ y sen o —p(sen2m + eos2c) = 0.
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Como sen2m + eos2w = 1 (Apéndice IC , 2), esta Gltima ecuacion se

reduce a
X eos o+ ysen ow—p = 0. (4)

Este resultado conduce al siguiente
Teorema 7. La forma normal de la ecuacion de una recta es
Xxeosm+ yseno—p = 0,

en donde p es un namero positivo, numéricamente igual a la longitud de
la normal trazada desde el origen a la recta, y o es el angulo positivo
< 360° medido a partir de la parte positiva del eje X a la normal.

NOTA, Si una recta pasa por el origen, se tiene p = 0 en la forma normal
de su ecuacién. En este caso se prefiere suponer que la recta normal esta diri-
gida hacia arriba del origen de tal manera que la variacidon de los valores de 10

esté dada por
0 < di< 180°

Ejemplo. En un circulo de centro en el origen y radio igual a 5 hallar la
forma normal de la ecuacion de su tangente en el punto (—3, 4) .

Solucion. Latangente buscada | aparece trazada en la figura 42. Por Geo-
metria elementalsabemos que el radio que va al punto detangencia es perpen-

dicular a latangente. Portanto, p =5, y sen o= %y eos ®= —%. Luego
la ecuacién de | en la forma normal es
- %x + %y -5=0. (5)

Ordinariamente, después de obtener la forma (5) en un problema, la escribiria-
mos en la forma general, que es més simple,

3x - 4y + 25 = 0. (6)
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Aunque (5) y {B) representan la misma recta |, debe tenerse presente que (5)
es la forma normal, y (6) no lo es. La importancia de esta distincion se apre-
ciard cuando consideremos las aplicaciones de la forma normal (Art. 33) .

32. Reduccion de la forma general de la ecuacion de una recta a la
forma normal. Usualmente, la ecuacién de una recta se da en la for-
ma general

Ax + By + C= 0. (1)

Sin embargo , la forma normal
xeoso +ysenwm—p=0, (2)

es Gtil para ciertos tipos de  problemas.Poresto consideraremos en
este articulo el método de obtener la forma normal a partir de la forma
general de la ecuacidn.

Si las ecuaciones (1) y (2) representan la misma recta, sus
coeficientes correspondientes deben ser proporcionales (apartado (c)
del teorema 6, Art. 30). Por tanto ,

eos = kA , (3)
sen = kB, (4)
—p = kC. (5)

Si elevamos al cuadrado ambos miembros de (3) y (4), y suma-
mos, obtenemos

eos2m + sen2m = k2(A2+ B2).

Pero como eos2w +» sen2m = 1, esta Gltima relaciéon nos da

k = - . x A2+ B2 0. (6)
+V A2+ B2

Si se sustituye este valor de k en cada una de las ecuaciones (3), (4)
y (5), obtenemos las relaciones buscadas entre los coeficientes corres-
pondientes de las dos formas (1) y (2). Estas son:

A B
€0S @ = -—---¢- . -=, sen M=
+ V A2+ B2" ¢ +V A2+ B2’
C
\Y +V A2+ B2’

y la recta definida por la forma general (1) tiene por ecuacién en la
forma normal
A , B C

+V A2+ B2 + VA2+ BZYY svaz+eB2” O
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Es evidente, sin embargo, que, en cualquier caso particular, no
podemos usar en (6) ambos signos del radical, ya que esto nonos
daria un dnico valor para el angulo ro. Para determinar el signo de
este radical, notamos en primer lugar que, cuando p es diferente
de cero, debe ser positivo (Art. 31). En este caso, la relacion (5)
muestra que k y C deben ser de signos diferentes y, por tanto, que
al radical de (6) se le debe dar el signo opuesto al de C.

Si la recta pasa por el origen, en la forma (1)es(7 = 0,yp =0
en la (2), y el signo del radical no puede ser determinado por la rela-
cién (5). En este caso, sin embargo, hemos elegido, como se esta-
blecié en la nota del teorema 7, Articulo 31, restringir los valores
de a) al intervalo

0f o< 180°,

en donde sen 0> no es negativo. La relacion (4) nos dice entonces
que k y B deben concordar en signo si B 5* 0, y, por tanto, al ra-
dical de (6) se le debe dar el mismo signo que tenga B .

Finalmente, si ambos B y C son iguales a cero en la forma
general (1), la relacion (4) muestra que sen w = 0. Por tanto,
tu = 0o, ya que au < 180° para C = 0 como ya hemos dicho. En-
tonces eoscw = 1, y la relacion (3) muestra que k y A deben con-
cordar en signo.

Los resultados anteriores quedan resumidos en el siguiente

Teorema 8. La forma general de la ecuacion de una recta,
Ax+ By + C =0, (1)
puede reducirse a la forma normal,
Xeosm+ ysen o—p = 0,

dividiendo cada término de (1) por r= + V Al + B!, en donde el
signo que precede al radical r se escoge como sigue:

a) SiC 0, r esdesigno contrario a C .

b) Si C=0y B?*0, r yB tienen el mismo signo.

c) »S;C =B =20,r2/A tienen el mismo signo.

Ejemplo. La ecuacién de una recta es 5x —7y — 11 = 0. Reducir su
ecuacion a la forma normal, y hallar los valores de p y co.
Solucién. Para la ecuacién dada, A =5 B =—7y C=—11. Por
anto, * y/ A2+ B2==\/ 52+ ( —7)2 = =*=\/74. ComoC esnegativo,
damos al radical el signo positivo. Dividiendo la ecuacién dada por y/ 74,
obtenemos su forma normal,
5 -7 u
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en donde,

5 7 u
eosm -—-—m sen 0= ——— y p= —-
V 74 V 74 V 74

Como eos o es positivo y sen o es negativo, o estad en el cuarto cuadrante
(Apéndice IC, 1) . En la tabla B del Apéndice Il, se encuentra que el valor
de m es 305°32'. En la figura 43 se ha trazado la recta.

EJERCICIOS. Grupo 11

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar la ecuacién de una recta en la forma normal, siendo ® = 60°
yp =6

2. Una recta es tangente a un circulo de centro en el origen y radio 3. Si el
punto de tangencia es (2, —\/5), hallese la ecuacion de la tangente en la
forma normal.

3. La ecuacion de una recta en la forma normal es x eos @™+ ysen o0 —5 = 0.
Hallar el valor de o para que la recta pase por el punto (—4, 3).

4. Reducir la ecuacion 12jc —5y —52 = 0 a la forma normal, y halla.r los
valores de p y co.

5. Hallar la distancia * del origen ala recta 2x —3y + 9 = 0.

6. Determinar el valor de k para que la distancia del origen a la recta
X Ky —7 = 0 sea 2.

7. Reducir la ecuacion y = mx + fe ala forma normal, y hallar los valores
de p y co

8. Hallar la ecuaciéon de la recta cuya distancia del origen es 5 y que pasa
por el punto (1, 7). (Dos soluciones.)

* Al hablar de distancia de un punto a una recta se sobrentiende el seg-
mento de perpendicular trazado del punto a la recta. Lo mismo al hablar de
distancia entre paralelas.
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9. El &angulo de inclinaciéon de una recta es de 45°. Hallar su ecuacién si
su distancia del origen es 4. (Dos soluciones.)

10. Reducir la ecuacion x = k a la forma normal, y hallar los valores de
0 y w para los tres casos: k < 0, =0y fe> 0.

11. Reducir la ecuacion y = fe a la forma normal, y hallar los valores de
p y apara los tres casos: fe< 0, fe= 0 y fe > O.

12. La pendiente de una recta es—3. Hallar suecuacién si su distanciadel
origen es 2. (Dos soluciones.)

13. Hallar la forma normal de la ecuacion de la recta que pasa por los dos
puntos A(—1 7) y B (4, 2).

14. Hallar la forma normal dela ecuacién de la rectaque esparalelaa la
recta x —5y + 11 = 0y pasa por el punto A (—7, 2).

15. Hallar la ecuacién de la recta que es paralela a la que tiene por ecuacién
3x + 2y —9 = 0 ycuya distancia del origen es 8. (Dos soluciones.)

16. Hallar la forma normal de la ecuacion de la recta que es perpendicular a
la recta 2x —3y + 7 = 0 y determina sobre el eje X el segmento —09.

17. Los vértices de un tridngulo son A (—4, 2), B(—1, 5) y C (2, —1).
Héallense las ecuaciones de las alturas en la forma normal.

18. Hallar la distancia del origen a cada una de las rectas paralelas
3x+ 5y —11 =0 y 6x + IOy —5=0. Deducir de este resultado la distan-
cia entre las dos rectas.

19. Hallar la distancia del origen a cada una de las rectas paralelas
2x + 3y —4 =0y 6x + 9y + 11 = 0. A partir de esto calcular la distancia
entre las dos rectas.

20. La ecuacion de una recta / es x + 3y —6 = 0, y las coordenadas de un
punto P son (4, 7). Hallar la ecuacién de la recta que pasa por P y es paralela
a /. A partir de este resultado hallar la distancia de P a I.

33. Aplicaciones de la forma normal. A continuacién vamos a
considerar dos aplicaciones de la forma normal.
a) Calculo de la distancia de una recta a un punto dado. Sea | la

recta dada y Pi(xi, yi) el punto, y designemos por d la distancia
de I a Pi. Como Pi y | pueden ser cualesquiera en el plano coorde-
nado , hay seis posiciones relativas posibles de Pi, | y el origen O,
tal como se indica en la figura 44. (Véase Art. 2, fig. 2.)
Supongamos que la forma normal de la ecuacion de | es

Xxeosw+ ysenm—p = 0. (1)

Sea |' la recta trazada por Pi y paralela a i, y sea p' la longitud de
la perpendicular trazada desde el origen ai'.

Como tendremos ocasidon de tratar con segmentos de recta diri-
gidos , asignaremos la direccion positiva a la recta normal trazada
desde el origen hacia la recta |. Esta direccidn positiva estd indicada
en la figura 44 por la normal ON que corta a | en el punto A y
al" enel B. Entonces, en cada uno de los casos ,

(2)
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La longitud de la normal OA hasta | es siempre positiva, ya que
tiene la misma direccién que ON; la longitud de la normal OB hasta
I' es positiva o negativa segin que su direccién sea la misma o sea

(©) (@

opuesta a la de ON. Como p y p' son siempre ndmeros no-negati-
vos (Art. 31), tenemos

OA =p, |OB |=p". (3)

Por la relacion fundamental (2) del Articulo 2 para segmentos dirigi-
dos, tenemos

AB - AO + OB,
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de donde
AB = -OA+0B. (4)

Portanto, por (3) y (4), tenemos, para las seis posiciones indica-
das en la figura 44 ,

\

() " AB=—p+ p >0, yaquep >p.
(b) AB=—p+ p' <0, yaquep'<p.
(c) AB=—p —p' <0.

(d) AB=—p+ pl<0, yaquep <p. ©
(e) AB——p —p’ < 0.
) AB=—p+ p' >0, yaquep >p.
Por el teorema 7, Articulo 31, ecuacion de |' para los casos
(a), (&), {d) y (/) es
xeosw+ ysDw p' =0 (6)
Para el caso (c), la ecuacién de I' es
X eos (co - it) + Y sen (co — jt p- 0.
de donde (ver el Apéndice IC ;3), tenemos
—X €e0Sco— Yy sen co— p1 0. (7)

Para el caso (e), la ecuacion de V es
X eos (it+ co) + y sen (jt+ co) —p' —0,

de donde obtenemos nuevamente la ecuacion (7).
Como el punto Pi esta sobre |I', sus coordenadas (xi, y\) satis-
facen (6) y (7), y tenemos, respectivamente ,

Xi eos w + yi senco— p' =0,
y — Xi e0sco — y\ senco— p =0,
de donde para los casos (a), (&), (d) y (/),

p

y para los casos (c) y (e) ,

= Xi €0S co + Yi Sen oj , (8)

p'= —Xi eos co —21 sen co. (9)

Entonces de (8) y 5(a), 5(6), 5(d)y5(f), tenemos

AB = xi e0Sco+ 21 Sen co —p ; (10)
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y de (9) y 5(c), 5 (e), tenemos el mismo resultado - (10). Por
tanto, de (2) y (10), tenemos

d —]xi eos (0+ yi senw—p\. (11)

Comparando (1) y (11), vemos que la distancia buscada d puede
obtenerse simplemente sustituyendo las coordenadas de Pi en el pri-
mer miembro de la forma normal de la ecuacién de |I. Ahora bien,
como la ecuacion de una recta se da ordinariamente en la forma
general

Ax + By + C=0, (12)

es necesario reducir (12) a la forma normal (teorema 8, Art. 32),

Ax + By + C _
+ VA2+ B2~

de manera que, de (11), el valor buscado es

» _ 1AXi + Byt+C\
VA* + B2

Este resultado lo enunciamos como sigue :

Teorema 9. La distancia d de una recta Ax + By + 0— 0 aun
punto dado Pi(xi, yi) puede obtenerse sustituyendo las coordenadas del
punto en el primer miembro de la forma normal de la ecuacion de la recta.
El valor esta dado entonces por

A | Axi 4- Byi 4- C |
V A2+ B2

Para los fines del segundo problema de este articulo , serd necesario
considerar la distancia d del teorema 9 como la longitud del segmento
de recta perpendicular dirigido de la recta | hacia el punto Pi. En
este sentido , nos referimos a d como la distancia dirigida. Su signo y
magnitud estdn dados entonces por el signo y longitud del segmento
dirigido AB ; es decir,

A= AB.

Si comparamos ahora cada relacién de (5) con la posicién correspon-
diente que aparece en la figura 44, observamos que para los casos
(a) Y (/)> con Pi y el origen O en lados opuestos de la recta I,
AB es positiva, mientras que para los cuatro casos restantes, con
Pi y O del mismo lado de I, AB es negativa. Si, en vez de esto,
la recta | pasa por el origen, se deduce, de la nota del teorema 7,
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Articulo 31, que AB es positiva si Pi esta arriba de | y negativa si
esta abajo.

Estos resultados se expresan en conjunto en el

Teorema 10. La distancia dirigida d de larectadada

Ax+ By+ C=0
al punto dado Pi (xi, yi) se obtiene por la férmula

f_ Axi + Byi 4 C

+V A2+ B2
en donde el signo del radical se elige de acuerdo con el teorema 8, Ar-
ticulo 32.
Si la recta dada no pasa por el origen, d es positiva o0 negativa seguin

que el punto Pi y el origen estén en lados opuestos o del mismo lado
de la recta,

Si la recta dada pasa por el origen, d espositiva 0 negativa segun
que el punto Pi esté arriba o abajo de la recta.

Ejemplo 1. Hallar la distancia de la recta 3x —4y 12 =0 al punto
(4, —1). Interpretar el signo de la distancia como segmento dirigido.

Y

Fig. 45

Solucién. La rectay el punto aparecen en la figura 45. Por el teorema 10,
la distancia dirigida de la recta dada al punto es

d=3(4)-4(- 1)+ 12= -~28
-V 32+ 42 5
Por tanto, la distancia buscada es 2%. EI signo negativo indica que el punto y
el origen estdn delmismo lado de la recta.

b) Determinacién de  las ecuaciones de las bisectrices de los angulos
suplementarios formados por dos rectas dadas que se cortan. Suponga-
mos que las ecuaciones de las dos rectas dadas son

I: Ax+ By+ C=0, (13)
VAX+ B'y+C'= 0, (14)
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y designemos por h y h a las bisectrices de los angulos suplementa-
rios formados por ellas, como se representan en la figura 46.

Por Geometria elemental, la bisectriz de un angulo es el lugar
geométrico de los puntos equidistantes de los lados del &ngulo. Por
tanto, para cualquier punto P{x, y) de la bisectriz, las distancias
di y di deloslados |y Ira P son iguales, es decir,

Idi| = |d*]. (15)

Y

Ahora bien, la condicion geométrica expresada por (15) nos dice
simplemente que las distancias di y di son numéricamente iguales, y
la interpretacion analitica conduciria entonces precisamente a la misma
ecuacion para ambas bisectrices. Segun esto, se hace necesario consi-
derar di y di como distancias dirigidas con el fin de hacer una distin-
cion entre las bisectrices 1t y 1o.

Para el punto P(x, y) sobre li, P y el origen estan en lados
opuestos de |, de donde, por el teorema 10, di es positiva. Analo-
gamente , d2 es positiva, de manera que, para la recta 11,

di = dj. (16)

Para el punto P(x, y) sobre U, P y O estan en lados opuestos

de Z pero estan a un mismo lado de I' Por tanto, en este caso
tenemos

di= - di. (17)

Aplicando el teorema 10 a las ecuaciones (13) y (14), expresa-
mos la condicion (16) analiticamente por

Ax+ By + C _ Ax+ B'y+ C

(18)
+ V ~ tVA2+BLR"
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en donde los signos del radical se escogen de acuerdo con el teorema 8,
Articulo 32. Por tanto, (18) es la ecuacion de la bisectriz h .
Anéalogamente, de (17) tenemos como ecudacién de la bisectriz h ,

Ax + By + C A'x+By+ C'
+'\/;2+B2 + VA/* + B'1l

Este resultado conduce al siguiente
Teorema 11. Las ecuaciones de las bisectrices de los angulos suple-
mentarios formados por dos rectas que se cortan, Ax+ Bv+ C =0y
Ax+ B'y + C'= 0, son
Ax+ By + C _ Ax+ By + C'
+ %W A2+ B2 “ + VA'2+ B2’

Ax + By+ C _ A'x + B'y + C'
+ V A2+ B2 + VA'2+ B'2'

en donde los signos de los radicales se escogen de acuerdo con el teorema 8 ,
Articulo 82.

Ejemplo 2. Los vértices de un triangulo son A (—2, 3), B(5 5) y
C (4, — 1) . Hallar la ecuacion de la bisectriz del angulo interior ACB.

Y

Solucién. Sea | (fig. 47) la bisectriz buscada. Por el teorema 3, Articu-
lo 27, las ecuaciones de los lados BC y AC son

bx —y —25=0 y 2x + 3y —5=0.

respectivamente.

Sea P (X, y) un punto cualquiera sobre j, y representemos por di y di las
distancias dirigidas de los lados BC y AC, respectivamente, al punto P.
Entonces, como P vy el origen estan del mismo lado de BC y de lados opues-
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tosde AC, del teorema 10 se deduce quedi = —d2. Por tanto,por el teo-
rema 11, la ecuacién de la bisectriz | es

6x —y —25 2x + 31 —5

VvV 62+ 1 V '22+ 32

la cual, simplificada, toma la forma

6VI3 +2V37)*- (MT3 - 3VI7)y- 25a/T? - 5s/U = 0.

EJERCICIOS. Grupo 12

Dibujese una figura para cada ejercicio.

1. Hallar la distancia de la recta4x —5y + 10= 0 al panto P (2, —3).

2. Hallar la distancia dirigidade la recta *+ 2y + 7 =0 al punto
P(L 4).

3. Los vértices de un triangulo son A (—4, 1), B(~ 3, 3) y C(3, —3).
Hallar la longitud de la altura del vértice A sobre el lado BC y el area del
triangulo.

4. Hallar la distancia comprendida entre las rectas paralelas 3* —4y -(-8=0
y 6x - 8y + 9 =0

5. Hallar la distancia entre las rectas paralelas x + 2y —10=0 vy
x if- 2y -j- 6 —O0.

6. Hallar la ecuacién de la paralela a la recta 5x + 12y — 12=0 vy distante
4 unidades de ella. (Dos soluciones.)

7. La distancia dirigida de la recta 2x + 5y — 10 = 0 al punto P es —3.
Si la abscisa de P es 2, hallese su ordenada.

8. La distancia de la recta \x —m3y + 1= 0 al punto Pes 4.Si la orde-
nada de P es 3, héllese su abscisa. (Dos soluciones.)

9. Hallar la ecuacién de la recta cuyos puntos equidistantodos de las dos
rectas paralelas 12x —5y -3 = 0 y 12* —5y —6 = 0.

10. En la ecuacion kx + 3y + 5= 0, hallar el valor del coeficiente k de
manera que la distancia dirigida de la recta que representa al punto (2, —2) sea
igual a —1.

11. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (3, 1) y tal que la
distancia de esta recta al punto (—1, 1) seaigual a 2y/2. (Dos soluciones.)

12. Hallar las ecuaciones de las bisectrices de los angulos formados por las
rectas x y—1=0 y 2x —y + | = 0, y demostrar que son perpendiculares
entre si.

13. Hallar la ecuacién de la bisectriz del &ngulo agudo formado por las
rectas x —2y —4 =0y 4* —y —4 = 0.

14. En el triangulo del ejercicio 3, hallar las ecuaciones de jas bisectrices de
los angulos interiores-, y demostrar que concurren en un punto.

15. Demostrar, analiticamente, que en un tridngulo cualquiera las bisectri-
ces de los angulos interiores se cortan en un punto que equidista de los tres lados.
Este punto se llama ¢ncentro.

16. Demostrar, analiticamente, que en un tridngulo cualquiera la bisectriz
de un angulo interior y las bisectrices de los angulos exteriores en los otros dos
vértices son concurrentes.
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17. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que su distancia de la recta 4x —3y + 12 = 0 es siempre igual al doble
de su distancia del eje X.

18. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que su distancia de la recta 4x —3y + 12 = 0 es siempre igual a la mi-
tad de su distancia del eje y.

19. Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias de las
dos rectas Ax + By + C=0y A'x + B'y + C' = 0 es una constante. De-
mostrar que su lugar geométrico es una recta.

20. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que su distancia de la recta x + 2 = 0 es siempre igual a su distancia del
punto (2, 0). Tracese el lugar geométrico .

21. Hallar la ecuacioén del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que su distancia de la recta y + 2 = O es siempre igual a su distancia
del punto (0, 2). Tracese el lugar geométrico.

22. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que su distancia de la recta x —2 = 0 es siempre 3 unidades mayor que

su distancia del punto (— 1, —3) . Trazar el lugar geométrico.

23. Un punto se mueve de tal manera que su distancia de la recta
X + y+ 1= 0 es siempre igual a su distancia del punto (—2, —1). Hallar
la ecuacion de su lugar geométrico.

21. Hallar la ecuaciéon del lugar geométrico de un punto que se mueve de
manera que su distancia de la recta x + 3 = 0 es siempre igual al triple de su
distancia del punto (2, —4). Trazar el lugar geométrico.

25. Hallar la ecuaciéon del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal
manera que su distancia del punto (—2, 1) essiempre igual al triple de su dis-
tancia de la recta y + 4 = 0. Trazar su lugar geométrico.

28. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del punto (1, —1)
es siempre igual al doble de su distancia de la recta 3x —2y + 6 = 0. Hallar la
ecuacion de su lugar geomeétrico.

27. El angulo de inclinacion de cada una de dos rectas paralelas es a. Si
una de ellas pasa por el punto (a, b) y la otra por el (h, k), demostrar que la
distancia que hay entre ellases |(h — a) sen a —(k —b) eos al.

28. Hallar el &rea del trapecio formado por las rectas 3x —y —5 = 0,
X —2y+ 5=0, x+3y—20=0y x —2y = 0.

29. Desde un punto cualquiera de la base de un tridngulo isésceles se trazan
perpendiculares a los lados iguales. Demostrar, analiticamente, que la suma de
las longitudes de estas perpendiculares es constante e igual a la longitud de la
altura de uno de los vértices de la base sobre el lado opuesto.

30. Demostrar, analiticamente, que la bisectriz de cualquier angulo de un
triangulo divide al lado opuesto en segmentos proporcionales a los otros dos
lados contiguos a los respectivos segmentos.

34. Area de un tridngulo. Se han anotado previamente varios

métodos para determinar el &rea de un triangulo dado. Obtendremos
ahora una féormula que permite calcular el area de un tridngulo en
funcion de las coordenadas de sus vértices.

Sean A (xi, yi), B(xt, yi) y C(x8,y3) los vértices de un trian-
gulo cualquiera dado (fig. 48). Designemos por h la longitud de la
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altura de B sobre el lado AC, y por b la longitud del lado AC. El
area del triangulo esta dada por la formula

K =1/2bh. (1)

Por la férmula de la distancia entre dos puntos (teorema 2, Ar-
ticulo 6),

b=V (*i —X3)2+ (21 —t/3)s. (2)

Segun el teorema 3, Articulo 27, la ecuaciéon de AC es

3 —23
y N N [}

que puede escribirse en la forma
(ili — 2a) X - (zi - @a3) il + xi23 — xs2li= 0.

Usando esta Ultima ecuacién junto con el punto B (x2, y%), hallamos,
por el teorema 9 del Articulo 33, que

h = |11 - 2/3) X* — (Xi — x») 212+ X\23 — t321][

A (0 - ZB)2+ (si— Z3)2 3)

Por tanto, de las ecuaciones (1), (2) y (3), tenemos, para area
del triangulo,

K = K 121 — Us) *2 — (*i — X») 22 + *12/3 - £3 2/11. (4)
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La expresidon que estd dentro de barras en el segundo miembro de (4)
es el valor absoluto del desarrollo del determinante

X1 yi
X1
Xi
(Véase nota 2 del teorema 3, Art. 27.) En consecuencia, tenemos:
Teorema 12. EI &rea del triangulo que tiene por vértices los puntos
(xi, yi), (x2,y2) y (xa, ya) es
Xy
xX2 y*
X3 ys
debiendo tomarse el valor absoluto del determinante.
Si tres puntos diferentes son colineales, pueden ser considerados
como los vértices de un tridngulo cuya &rea es cero. Por tanto, por

el teorema 12, si los tres puntos diferentes {xi, yi), (xt, y¢), (3 ys)
son colineales, entonces K = 0 y

Xl yi
X2 = 0. (5)
X3 23

Reciprocamente, si (5) es verdadera, K = 0 en el teorema 12,
y los tres puntos son colineales.

En consecuencia, tenemos :

Corolario . Una condicién necesaria y suficiente para que tres
puntos diferentes de coordenadas (xi, yi), (xa, ys), (x3, y3) sean
colineales es que

X oyi 1
X2 y2 1= 0.
Xj yj 1
35. Ecuacién de la recta que pasa por dos puntos, en forma de

determinante. En la nota 2 del teorema 3, Articulo 27, obtuvimos la
ecuacion de una recta que pasa por dos puntos dados, en forma de
determinante. Ahora deduciremos esta forma por otro método que
es importante porque puede usarse para obtener en forma de determi-
nante las ecuaciones de otras figuras geométricas.

Tomemos para ecuacion delarectaque pasa por los dos puntos
dados Pi (xi, 21) yPi(*2, 22) la

Ax+ By+ C=0. (1)
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Como los puntos Pi y P2 estan sobre la recta, sus coordenadas deben
satisfacer la ecuacion (1), y tenemos las dos ecuaciones

Axt+ Byi1+ (7=0, (2)
Ax2 + By% + (7: 0. (3)

Como la ecuacién buscada es de la forma (1), debemos considerar
los coeficientes A, B 'y C como incognitas. Sus valores, ademas,
deben ser los mismos en las ecuaciones (2) y (3) si la recta pasa
por Pi y P2. Podemos entonces considerar las ecuaciones (1), (2)
y (3) como un sistema de tres ecuaciones lineales homogéneas con
tres incognitas, A, B, C. En la ecuacion (1), C puede ser cero,
pero A y B no pueden ser ambas cero. Ahora bien, por Algebra,
sabemos que para que el sistema formado por las ecuaciones (1), (2)
y (3) tenga una solucion distinta de cero, es necesario y suficiente
que el determinante del sistema se anule (Apéndice IB, 6 ; teorema),
es decir,

X y1
xi y\1 =0. (4)
X y2 1

Vamos a demostrar que (4) es la ecuaciéon buscada. En efecto,
como xx, yi, X y 22 son constantes conocidas, el desarrollo del de-
terminante , por elementos de la primera fila, da una ecuacién de la,
forma (1). Por tanto, (4) es la ecuacién de una recta. Ademas,
la ecuacién (4)se satisface por las coordenadas dePiyP2.Porque ,
si sustituimos x 'y ypor x\ y yi,respectivamente,las filas primera
y segunda son idénticas, y el determinante se anula (Apéndice IB , 5;
propiedad 4). Anéalogamente, si se sustituyen en (4) las coordenadas
variables x y y por las coordenadas de P2, las filas primera y tercera
guedan idénticas, y el determinante se anula.

Este resultado nos dice

Teorema 13. La ecuacion de la recta que pasa por los puntos
Pi (xi, yi) y P2(%, y2), puesta enforma de determinante, es

Xy 1
xi yi 1 =0
X o 1

Ejemplo. Escribir, en forma de determinante, la ecuacién de la recta que
pasa por los puntos (—1, 4) y (3, 1). A partir de ella obténgase la ecuaci6n
en su forma general.
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Solucién. Por el teorema 13 anterior, la ecuaciones

x y 1
-1 4 1 =0
31 1

Si desarrollamos por los elementos de la primera fila, obtenemos

4 1 -1 -14

—y + =0,
11 31 31
de donde la ecuacién de la recta, en su forma general, es
3x + 4y - 13 =0.
36. Familias de lineas rectas. En el Articulo 29 vimos que una

recta y su ecuacién quedan determinadas perfectamente por dos condi-
ciones independientes. Portanto, una recta que satisface solamente
una condicién no es una recta Gnica; hay infinidad de rectas que la
cumplen, cada una de las cuales tiene la propiedad comln asociada
con esa Unica condicion. De acuerdo con esto podemos formular la
siguiente

Definicion. La totalidad de las rectas que satisfacen una Unica
condicién geométrica se llama familia o haz de rectas.

Para mejor comprender este nuevo concepto, consideremos primero todas las
rectas que tienen de pendiente 5. La totalidad de estas rectas forma una familia
de rectas paralelas, teniendo todas la propiedad co-

Y mun de que su pendiente es igual a 5. Analitica-
mente. esta familia de rectas puede representarse por
la ecuacion

y = 5x + Kk, 1)

en donde k es una constante arbitraria que puede
tomar todos los valores reales. Asi, podemos obte-
ner la ecuaciéon de cualquier recta de la familia asig-
nando simplemente un valor particular a fe en la
ecuacion (1) . Recordando la ecuacion de la recta en
funcion de la pendiente y la ordenada en el origen
(teorema 2, Art. 27), este valor de k representa
el segmento que la recta determina sobre el eje Y.
Las rectas de la familia (1) para k =2, k =0 vy

k = — 1 estan representadas en la figura 49.
Como otro ejemplo, consideremos todas las rec-
tas que pasan por el punto (2, 3). Segun la ecua-
Fig. 49 cién de la recta que pasa por un punto y tiene una
pendiente dada (teorema 1, Art. 26) esta familia de

rectas puede representarse, analiticamente, por la ecuacion

y-3 =k(x-2), 2)
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en donde fe, la pendiente, es una constante arbitraria a la que puede asignarse
cualquier valor real. En la figura 50 se han construido tres rectas de la fami-
lia (1) correspondientes afe = 0, fe= 1y fe= — 1 Como fe no esti definida
para una recta paralela al eje Y, la ecuacién (2) no incluye a la recta x =2 que
también pasa por el punto (2, 3). La familia de rectas (2) se llama haz de
rectas de vértice (2, 3).

Vemos, considerando ambas familias (1) y (2), que una recta
de una familia puede obtenerse asignando un valor particular a la
constante arbitraria k. Teniendo en cuenta su importancia, se le da
a k un nombre especial; se le llama 'parametro de la familia.

Y

El concepto de familia de rectas es Gtil en la determinacién de la
ecuacion de una recta particular. EI procedimiento consiste , esencial-
mente , en dos pasos : a) se escribe la ecuacion de la familia de
rectas de tal manera que satisfaga una condicion dada, y b) se
determina el valor del pardmetro de la familia aplicando la otra condi-
cion dada.

Ejemplo 1. Hallar la ecuaciéon de la recta que pasa por el punto (1, 6) vy
tal que la suma algebraica de los segmentos que determina sobre los ejes coorde-
nados (intercepciones) esigual a 2.

Solucion. De la forma simétrica de la ecuacion de la recta (teorema 4, Ar-
ticulo 27) , la familia de rectas, para cada una de las cuales la suma de los seg-
mentos que determina sobre los ejes coordenados es igual a 2, tiene por ecuacién

i+ -iL-=1, 3
L (3)

De todas las rectas de la familia (3) , queremos la recta que pasa por el punto
(1, 6) . Para ello, determinaremos el valor del parametro a de tal manera que
las coordenadas del punto (1, 6) satisfagan (3). Por tanto, haciendo x = 1y
y —6 en (3), obtenemos
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de donde,
2 —a+ 6a=2a—a2
0 sea,
a2+ 3a+ 2=0.
Las raices de esta Gltima ecuacién son a = —1, —2, de manera que, en reali-

dad, hay dos rectas que cumplen con las condiciones especificadas del problema.
Las ecuaciones de estas dos rectas se obtienen

y ahora facilmente de (3) sustituyendo
a=—1lya=-—-2
sucesivamente. Asi, para a = — 1, tenemos
— 4-0-=1
- 1+ 3 '

3* - y+ 3=0;

y para a = —2, tenemos
JLsry.= i,

v
2* —y+ 4=0.

En la figura 51 se han representado las dos
rectas.

Tiene especial interés la familia de

rectas que pasan por la interseccidn de dos

rectas dadas. Supongamos que las ecuaciones de dos rectas que se
cortan son

Aix - Biy 4- Ci —0, (4)

A:x + B2y + C2 =0, (5)

y sea Pi(x\, yi) su punto de interseccion. Consideremos la ecuacién
ki(Aix Biy Ci) +i)2(Asa: + Bzy 4- Cj) = 0, (6)

en donde fdi y son constantes arbitrarias que pueden tomar todos
los valores reales,exceptuando el caso en que ambas seancero  simul-
taneamente. Vamos a demostrar que (6) es laecuacion de la familia
de rectas que pasan por P\.

Como k\ y kz son constantes, la ecuacion (6) es lineal en las
variables x y y, y, por tanto, representa una linea recta. Ademas,
como P\ (xi, «/i) estd sobre ambas rectas (4) y (5), sus coordenadas
satisfacen sus ecuaciones, de manera que

A1Xt + Biyii- Ci=0, 7)
A2Xi + Blyi + Ca (8)

I
e
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Si ahora hacemos en (6) x = xi y y = yi, hallamos, en vista

de (7) y (8), que
fe«0 -|-fe«0 —0,

que es verdadera para todos los valores de fe y fe. Por tanto, la
ecuaciéon (6) representa todas las rectas que pasan por Pi(xi, yi),
punto de interseccidon de las rectas (4) y (5). En particular, para
fe 0, fe = 0, obtenemos la recta (4) de (6), y de ki= 0, fe ~ 0,
obtenemos la recta (5).

En general, sin embargo , no nos interesa obtener las rectas (4) y
(5) a partir de (6). Podemos, por ejemplo, eliminar la recta (5)
de la familia (6) especificando que fe puede tomar todos los valores
reales excepto cero. Bajo esta hipdtesis podemos dividir la ecuacién (6)

por ki, y si reemplazamos la constante )}‘e por k, (6) toma la forma

mas simple
Aix + B\y + Ci + k(AiX + Biy + C2) = 0, (9)

en donde el pardmetro k puede tomar todos los valores reales. La
ecuacion (9) representa entonces la familia de todas las rectas que
pasan por la interseccién de las rectas (4) y (5), con la Gnica excep-
cion de la recta (5).

La importancia de la forma (9) esta en que nos permite obtener
la ecuacion de una recta que pasa por la interseccién de dos rectas
dadas sin tener que buscar las coordenadas del punto de interseccion.

Y

Ejemplo 2, Hallar la ecuacion de la recta de pendiente —3 y que pasa por
la interseccidn de las rectas Ax + 2y —13 =0 y 3x —7y ~§3 = 0.
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Solucion. La familia de rectas que pasan por el punto de interseccion de las
rectas dadas estd representada por la ecuacion

4x f2y —13+ f{3x —7y + 3) = Q

que puede escribirse en la forma general

4+ 3fe)*+(2 -7k)y- 13+ 3fe =0, (10)
cuya pendiente es — ' Como pendiente de la recta buscada es igual
a —3, tendremos: — A = —3, de donde 4+ 3fe=6—2lfe y fe= yj2-

Sustituyendo este valor de fe en (10), tenemos, para ecuacién de la recta
buscada,

y-x 4 -1-7-y—--§-1- = B, 0 sea, 3)(4J g—b = B
4 12 4

Esta recta es la que aparece de trazos en la figura 52.

NOTA. Este método de parametros lo usaremos también mas adelante en
conexién con otras curvas, en donde sus ventajas y su simplicidad relativa serén
aln mas marcadas.

EJERCICIOS. Grupo 13

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Escribir la ecuacionde la familia de rectas que son paralelas a larecta
2x —7y + 2 = 0. DibUjense tres elementos de la familia, especificando en cada
caso el valor del parametro.

2. Escribir la ecuacion de la familia de rectas que son perpendiculares a la
recta 3x + 2y —7 = 0. Dibujense tres elementos de la familia, especificando
en cada caso el valor del parametro.

3. Escribir la ecuacionde la familia de rectas tangentes a un circulo cuyo
centro estd en el origen y cuyo radio es igual a 4. Dibujense tres elementos
familia, especificando en cada caso el valor del parametro.

4. Establecer una propiedad comin para todas las rectas de cada una de las
siguientes familias:

a) 5x+ 4y —fe=0b) y—3="f((x+ 4).

c) y=kx+7.d) i +_y=1I, f é) &

5. Determinar el valor del pardmetro fe de manera que la recta de la familia
kx —y + 8= 0 que le corresponda pase por el punto (—2, 4). Hallar la
ecuacion de la recta.

6. Determinar el valor del pardmetro fe de manera que la recta de la familia
3x —ky —7 = 0 que le corresponda sea perpendicular a la recta 7x + 4y —11 =0.
Hallado el parametro, escribase la ecuacion de la recta.

7. Determinar el valor del pardmetro c para que la recta de la familia
ex + 3y —9 = 0 que le corresponda, determine sobre el eje X un segmento
igual a —4. Hallar la ecuacién de la recta.

de
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8. Determinar el valor del parametro k correspondiente a la recta de la
familia 5x — 12y + k = 0 cuya distancia del origen es igual a 5. Teniendo el
parametro, hallese la ecuacion de la recta. (Dos soluciones.)

9. La ecuacién de una familia de rectas es 2x + 3y + k = 0. El producto
de los segmentos que una recta de la familia determina sobre los ejes coordenados
es 24. Hallese la ecuacion de la recta. (Dos soluciones.)

10. Usando el método del pardmetro, hallar la ecuacién de la recta que pasa
por el punto (2, —3) y es paralela a la recta 5x —y + 11 = 0.

11. Por el método del parametro hallar la ecuacién de la recta que pasa por
el punto (2, — 1) y es perpendicular a la recta 7x —9y + 8 =0.

12. La suma de los segmentos que una recta determina sobre los ejes coorde-
nados es igual a 3. Por el método del parametro hallar la ecuacién de larecta
sabiendo que contiene al punto (2, 10). (Dos soluciones.)

13. La diferencia de los segmentos que una recta determina sobre los ejes
coordenados es igual a 1. Por el método del parametro hallar la ecuacién de la
recta si debe pasar por el punto (6, —4). (Dos soluciones.)

14. EI producto de los segmentos que una recta determina sobre los ejes
coordenados es igual a —6. Por el método del parametro hallar laecuacién de
la recta si su pendiente es igual a 3.

15. Una recta pasa por el punto A (—6, 7) y forma con los ejes coordena-
dos un tridngulo de éarea igual a 10 Hallar su ecuacién.

16. Una recta pasa por el punto A (2, %) y forma con los ejes coordenados
un triangulo de perimetro igual a 12. Hallar su ecuacion. Compruébese el
resultado por otro método.

17. La distancia de una recta al origen es 3. La recta pasa por el punto
(3 v/T, - 3). Hallar su ecuacion.

18. La suma de los segmentos que una recta determina sobre los ejes coorde-
nados es igual a 10. Hallar la ecuacion de la recta si forma con los ejes coor-
denados un tridngulo de area 12.

19. Una recta pasa por el origen y porla interseccién de las rectas
3x + 2y — 14 = 0y x —3y —1=0. Hallar su ecuacién, sin determinar el
punto de interseccion.

20. Una recta pasa por el punto A (—2,3)y por la interseccién de las
rectas x + 5y + 2= 0 y 3x + 4y —5 = 0. Hallar su ecuacion sin determinar
su punto de interseccién.

21. Una recta pasa por la interseccidn de las rectas de ecuaciones
3x + 2y + 8= 0y 2x —9y —5 = 0. Hallar su ecuacién sabiendo que es para-
lela a la recta 6x —2y + 11 = 0.

22. Una recta pasa por la interseccién de las rectas de ecuaciones
7x —2y = 0 y 4x —y —1= 0 yesperpendicular a la recta 3x + 8y —19 = 0.
Hallar su ecuacion.

23. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por la interseccion de las dos
rectas 3x + y—9 =0, 4x —3y + 1= 0 y cuya distancia del origen es 2.

24. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por la interseccién de las dos
rectas 3x —4y = 0, 2x —5y + 7= 0 y forma con los ejes coordenados un
triangulo de area 8.

25. Una recta pasa por el punto de interseccién de las rectas 2jc —3y —5=10
y x + 2y —13 = 0 y el segmento que determina sobre el eje X es igual al doble
de su pendiente. Hallar la ecuacion de dicha recta.
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37. Resumen de resultados. En el Articulo 12 se dio un resu-
men , en forma tabular, de los principales resultados obtenidos en el
primer capitulo. Se recomienda al estudiante que haga una tabla
semejante en que aparezcan las caracteristicas y propiedades de la
recta tal como se han presentado en este capitulo.

El lector habra notado que muchos problemas pueden resolverse
por dos 0 més métodos diferentes. Es una buena practica comprobar
una solucién usando un método diferente. Los ejercicios del grupo 14
son problemas generales sobre la recta y se recomienda resolverlos por
mas de un método en los casos en que esto sea posible.

EJERCICIOS. Grupo 14

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar, por tres métodos diferentes, el &rea del triangulo cuyos vértices
son A(—1 1), B(3, 4 y C(5 - 1).

2. Hallar el punto de interseccion de las bisectrices de los angulos interiores
del tridngulo del ejercicio 1.

3. Hallar la ecuacién de la recta de Euler para el triangulo del ejercicio 1.
(Véase el ejercicio 26 del grupo 10, Art. 30.)

4. Demostrar que las medianas del tridngulo del ejercicio 1 lo dividen en
seis triangulos de igual area.

5. Una recta pasa por el punto de interseccién de las dos rectas
2x+ 3y + 1=0y 3x —m5y + 11 = 0 y también por la interseccién de las rec-
tas x —3y+ 7=0, 4x + y—1 = 0. Hallese la ecuaciéon de la recta sin deter-
minar los puntos de interseccion. Compruébese el resultado hallando los puntos
de interseccion.

6. Demostrar, analiticamente, que las bisectrices de los dos angulos suple-
mentarios formados por dos rectas cualesquiera que se cortan, son perpendicu-
lares entre si.

7. La ecuacién (2) del Articulo 36 para la familia de rectas que pasan por
el punto (2, 3) no incluye ala recta x = 2. Obténgase otra forma de la ecua-
cién de la misma familia, que si incluya a la recta x = 2.

8. La base de un tridngulo tiene una posicion fija, y su longitud es cons-
tante e igual a a. La diferencia de los cuadrados de las longitudes de los otros
dos lados es constante e igual a b-. Demuéstrese que el lugar geométrico del vér-
tice es una linea recta.

9. Las ecuaciones de tres rectas son

Ai* + £iy+ Ci =0, A?Xx +Biy + C2=0 y A3X-|-£>3y-j-C3= 0.

Si existen tres constantes, diferentes de cero, ki, Y ks, tales que la
ecuacion

ki(Aix-\-Biy-\-Ci) k2 (Ajx + B-iy + C2) + fe3(A3X + JS3y + C3) = 0,

se verifica para todos los valores de x y y. demuéstrese que las tres rectas son
concurrentes.
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10. Sin hallar su punto de interseccién, demostrarque las tres rectas
3x+ 4y + 14=0, 2x —y—9=0 y 7x+ 3y + 1= 0son concurrentes.
(Véase ejercicio 20 del grupo 10, Art. 30.)

11. Demostrar, por dos métodos diferentes, que los puntos A(l, 2) y
B (4, —3) estan de lados opuestos de la recta 5y —10= 0.

12. Determinar el valor de la constante b para que las tres rectas

8 -3y —1=0, 3x+ by —3 =0y *—5y+ 16=0

sean concurrentes.

13. Demostrar, analiticamente, que las bisectrices de dos angulosexteriores
de cualquier tridngulo forman un angulo igual a la mitad del tercer angulo
exterior.

14. Las ecuaciones de los lados de un tridngulo son

y = ax —E, y = bx _ac_y y = ex __ab.

Demostrar que el area del triAngulo estd dada por i@—"b) (b —c) (c —a)|

15. Demostrar que larecta 4a: + 3y —40 = 0 es tangente alcirculo cuyo
radio es 5y cuyo centro esel punto C (3,1) . Hallar las coordenadas delpunto
de tangencia.

16.. Un circulo tiene su centro en el punto C (—2, —4) . Sabiendo que es
tangente a la recta a: + y + 12 = 0, calcular el é&rea del circulo.

17. Deducir una férmula para la distancia entre dos rectas paralelas

Ax + By + C=0yAx + By + C'=0, CyiC"
18. Determinar los valores de ki y ki para que las dos ecuaciones
kix —7y + 18=0 y 8x —&2y + 9Ai =0

representen la misma recta.

19. Consideremos el angulo comprendido entre dos rectas, definido como
en la definicion 1del Articulo 8, de manera que a sea el angulo formado por la
recta dirigida / y la parte positiva del eje X y 3 elangulo que forma/ con
ja parte positiva del eje Y. Entonces a y @ se Ilamanangulos directoresde |,
y eos a y eos [3se llaman cosenos directores. Demostrar que eos2a + cos2@3= 1

20. Sean ai, p! vy 02 Pz, respectivamente, loséangulosdirectores de las
rectas dirigidas h y 2. Entonces, si 9 es el angulo formado por h y 12, de-
muéstrese que eos 6 = eos ai eos «2 + eos (31 eos P2.

21. Sea / una recta no paralelaa ninguno de los ejes coordenados, Yy sean
a y (@sus angulos directores. Si | contiene al punto (xi, yi), demuéstrese
que su ecuacion puede escribirse en la forma

X —Xi _ y—yi
eos a eos P

22. Si (*i, yi) son las coordenadas de un punto que estd arribade la recta

Ax + By + C =0, B 0, demuéstrese que

Axi Byl {C >0, ¢ B >0,
yAx1-}+BylfC <0, si B<O.
23. Si (x\, yi) son las coordenadas de un punto que estd abajo de la recta

Ax + By + C =0, B 0, demuéstrese que las desigualdades del ejercicio 22
se invierten.
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24. Demostrar que el area del triangulo formado por el eje Y y las rectas
y = mix + 61l y y =mu + b2 estd dada por
1 (@2-002%1 .2 n2
¢ T2 — 77
25. Si 7If» 712 y 7138 son diferentes, demostrar que una condicién necesaria
y suficiente para que las tres rectas y = mjx + bi, y=mijx + b2y y = 7733x + 63
sean concurrentes es

777162 — 772261 — 177362 + 772361 — 7163 + W23 = 0.



CAPITULO IV
ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA

38. Introduccién. Después de la recta, la linea mas familiar al
estudiante es !a circunferencia, pues la conoce desde sus primeros
estudios de Geometria elemental. En el Articulo 22 hemos conside-
rado la circunferencia como un ejemplo especifico de lugar geométrico.
En este capitulo haremos un estudio detallado de la ecuacién de la
circunferencia y deduciremos algunas de sus propiedades especiales.

39. Ecuacion de la circunferencia; forma ordinaria. La ecuacion
de la circunferencia se obtendrd a partir de la siguiente

Definicion. Circunferencia es el lugar geométrico de un punto
que se mueve en un plano de tal manera que se conserva siempre a una
distancia constante de un punto fijo de ese plano.

El punto fijo se llama centro de la circunferencia, y la distancia
constante se llama radio.

Teorema 1. La circunferencia cuyo centro es el punto (h, k) y
cuyo radio es la constante r, tiene por ecuacion

(x-h)2+ (y- k)2=r2.

Demostracion. Sea P(X, y) (fig. 53) un punto cualquiera de
la circunferencia de centro C(h, k) y radio r. Entonces, por defini-
cion de circunferencia, el punto P debe satisfacer la condicion geo-
métrica

\CP\ =, (1)

la cual, por el teorema 2 del Articulo 6, estd expi-esada, analitica-
mente , por la ecuacion

V(x - hY +(y —fe)2=r,

de donde,
(s —h)2+ (y —fc)2= r2. (2)
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Reciprocamente, sea Pi (xi, yi) un punto cualquiera cuyas coor-
denadas satisfacen la ecuacién (2), de manera que se verifica la
igualdad

PN —n)2+ Y\ —)- = r2.

De aqui se deduce , extrayendo la raiz cuadrada ,
V (Xi — hy + (yi — k)2=r,

que es la expresién analitica de la condicion geométrica(l) aplicada
al punto Pi. Por tanto, demostrados los teoremasdirecto y reci-
proco, resulta que (2) es la ecuacion buscada.

Y

Para el caso particular en que el centro C estd en el origen,
h =k =20,y tenemos :
Corolario . La circunferencia de centro en el origen y radio r tiene

por ecuacién
X2+ y2=r2. (3)

NOTAS. 1 La ecuacién (2) se conoce como ia ecuacion ordinaria o forma
ordinaria de la ecuacién de una circunferencia. En general, designaremos como
forma ordinaria aquella ecuacién de una curva que nos permita obtener mas
rapida y facilmente sus caracteristicas importantes. Asi, por ejemplo, en el
caso de la ecuacion (Z) podemos obtener, inmediatamente, las coordenadas del
centro y el radio.

2. El tipo més simple de 1a ecuacién ordinaria de una curva se denomina
frecuentemente forma canénica. Por tanto, la ecuacién (3) es la forma cané-
nica de la ecuacion de una circunferencia.
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Por el teorema 1 observamos que, si se conocen las coordenadas
del centro y la longitud del radio, la ecuaciéon puede escribirse inme-
diatamente. Esto sugiere un método para obtener la ecuacién de una
circunferencia en cualquier problema dado ; todo lo que se necesita es
obtener las coordenadas del centro y la longitud del radio a partir de
las condiciones dadas. La construccién de una circunferencia, en
Geometria elemental, implica la determinacion del centro y el radio ;
el método alli empleado, aunque no siempre es el mas corto, puede
usarse para obtener en Geometria analitica la ecuacién de una circun-
ferencia .

Ejemplo. Hallar la ecuacidon de la circunferencia circunscrita al tridngulo
cuyos vértices son Pi (—1, 1), P23, 5 y P3(!, —3).

Pif-1,

Fig. 54

Solucién. La construccién de la circunferencia que pasa por los tres puntos
dados es un problema conocido de la Geometria elemental. EI método consiste
en construir las mediatrices h y h, respectivamente, de dos cualesquiera de
los lados, digamos P1P2y P2P3 (fig. 54). La interseccion C de /, y 22 es
el centro y la distancia de C a uno cualquiera de los puntos P1, P2, P3 es el
radio. Ahora determinaremos la ecuacion de la circunferencia siguiendo este
mismo método analiticamente.

Por los métodos del Capitulo IlIl, se puede demostrar rdpidamente que las
ecuaciones de las mediatrices h y 12 son x + y x4 y x —iy = 0, respectiva-
mente. La soluciéon comun de estas dos ecuaciones es x = -yi-, y = -i, de ma-

nera que las coordenadas del centro C son (f- *)m
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Por el teorema 2 del Articulo 6, el radio estd dado por
r + ')+ (r-my =U", |

Por tanto, por el teorema 1anterior, la ecuacién buscada es

/ 16\2 , / 4\2 442

Se recomienda al estudiante que verifique el hecho de que las coordenadas de
los puntos Pi, P2y P3 satisfacen la ecuacién hallada de la circunferencia.

EJERCICIOS. Grupo 15

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Escribir la ecuacidon de la circunferencia de centro C(—3, —5) vy
radio 7.

2. Los extremos de un didmetro de una circunferencia sonlos-puntos
A (2, 3) y B(—4, 5) . Hallar la ecuacién de la curva.

3. Hallar la ecuacién de la circunferencia cuyo centroesel punto C(7, - 6)
y que pasa por el punto A (2, 2).

4. Hallar la ecuacion de la circunferencia de centro C (2, —4) y que es
tangente al eje Y.

5. Una circunferencia tiene su centro en el punto C (0, —2) y es tangente
alarecta 5x — 12y + 2=0. Hallar su ecuacién.

6. Hallar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro esel punto (—4, —1)
y que es tangente a la recta 3* + 2y —12 = 0.

7. La ecuacién de una circunferencia es (x —3)2+ (y + 4)2= 36.
Demostrar que el punto A (2, —5) es interior a la circunferencia y que el
punto B(—4, 1) es exterior.

8. Hallar la ecuacion de la circunferencia de radio 5 y cuyo centro es el
punto de interseccién de las rectas 3x —2y —24 = 0, 2x + 7y + 9 = 0.

9. Hallar la ecuacién de la circunferenciaque pasa por el punto A (7, —5)
y cuyo centro es el punto deinterseccion de las rectas 7x —9y — 10 =0 y
2v. b5y -f2=0.

10. Una cuerda de la circunferencia x2 + y2 = 25 estd sobre la recta cuya
ecuacion es x — 7y -)- 25 =0. Hallese la longitud de la cuerda.

11. Hallar la ecuacion de la mediatriz de la cuerda del ejercicio 10, y demos-
trar que pasa por el centro de la circunferencia.

Los ejercicios 12-16 se refieren al triangulo cuyos vértices son A (— 1, 0),
B2, %) y C(?, 0).

12. Hallar la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el vértice A y que
es tangente al lado BC.

13. Hallar la ecuaciénde la circunferencia circunscrita al triangulo.

14. Hallar la ecuaciénde la circunferencia inscrita al tridngulo.

15. Hallar la ecuacion de la circunferenciaque pasa por los puntos medios

de los lados del triangulo.
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16. Demostrar que la circunferencia del ejercicio 15 pasa por los pies de las
alturas del tridngulo.

17. Hallar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro esta sobre el eje X y
que pasa por los dos puntos A (1, 3) y B (4, 6) .

18. Hallar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro esti sobre el eje V y
que pasa por los puntos A (2, 2) y B (6, —4).

19. Una circunferencia pasa por los puntos A(—3,3) y B(Il,4) y su
centro estad sobre la recta 3* —2y — 23 = 0. Hallese su ecuacion.

20. Las ecuaciones de los lados de un triangulo son 9jc + 2y + 13 = 0,
3x + 8y —47 =0y x —y —1=0. Hallar la ecuaciéon de la circunferencia
circunscrita.

21. La ecuacion de una circunferencia es x2+ y2 = 50 EI punto medio de
una cuerda de esta circunferencia es el punto (—2, 4) . Hallar la ecuaci6n de la
cuerda.

22. La ecuacién de una circunferencia es (x —4)2+ (y —3)2= 20.
Hallar la ecuacién de la tangente a este circulo en el punto (6, 7) .

23. La ecuacién de wuna circunferencia es (x + 2)2+ (y —3)2= 5.
Hallar la ecuacion de la tangente a la circunferencia que pasa por el punto
(3, 3). (Dos soluciones.)

24. Hallar la ecuaci6n de la circunferencia que pasa porel punto A (7, —5)
y es tangente alarecta x —y —4 = 0 enel puntoB (3, — 1).

25. Hallar la ecuacién de la circunferencia cuyo centro estd sobre la recta
6x + 7y — 16 = 0 y es tangente a cada una de las rectas 8x + 15y + 7 =0y
3x —4y — 18 = 0. (Dos soluciones.)

40. Forma general de la ecuacion de la circunferencia. Si des-
arrollamos la ecuacion ordinaria

(X - h)2+ (y —KkY = 2% (1)

obtenemos
x2+ y2—2hx —2ky + h- + k2—r2= 0,

lo cual puede escribirse en la forma

i2+ y2+ Dx+ Ey+ F =0, (2)
en donde
D——2h, E=—2k y F = h2+ k2— f~.

Se deduce, por lo tanto, que la ecuacion de una circunferencia
cualquiera puede escribirse en la forma (2), llamada forma general de
la ecuacion de la circunferencia. El problema que se presenta ahora
es averiguar si, reciprocamente, toda ecuacién de la forma gene-
ral (2) representa una circunferencia. Para contestar esta pregunta ,
pasaremos de la forma (2) a la forma (1) empleando el método de
completar cuadrados. Ordenando los términos de (2), resulta

(x'-£Dx)+ G2+ Ey)= - F;
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22 EZ2 .
y sumando 4—+ - a ambos miembros, obtenemos

D* + E2- 4F

x>+ Dz + + (V + Ey + 7 = 4

de donde,
12 + E2- AF

()

Comparando las ecuaciones (1) y (3) , vemos que dependo del valor
del segundo miembro de (3) el que (3) represente o no una circunfe-
rencia. Hay tres casos posibles por considerar :

a) Si Z)2+ E2—\F > 0, la ecuacién (3) representa una cir-

cunferencia de centro en el punto ( —ir, — y radio igual a

y2V D* + E 2— 4F.

h) Si D2+ ;72— 4F = 0, la ecuacién (3) se dice, con frecuen-
cia, que representa una circunferencia de radio cero ; se dice también
que es un circulo punto o circulo nulo. Desde nuestro punto de vista ,
sin embargo, la ecuacién (3) representa un solo punto de coorde-

nadas (--f, - f

c) Si D2+ 2?2—401< 0, la ecuacién (3) se dice que representa
un circulo imaginario. En nuestra Geometria real, sin embargo, ja
ecuacion (3) no representa, en este caso, un lugar geométrico.

Aunque el caso (b) puede considerarse como un caso limite del
caso (a), en adelante consideraremos que una ecuacién representa
una circunferencia solamente en el caso (a). Por tanto, tenemos el
siguiente

Teorema 2. La ecuacion x2+ y2+ Dx + Ey + F = 0 representa
una circunferencia de radio diferente de cero, solamente si

D2+ E2- 4F > 0.

Las coordenadas del centro sor,, entonces, H = 'f) y el radio

es 'AviD 2+ E2—4F.

Nota. Si se da la ecuacién de una circunferencia en la forma general, se
aconseja al estudiante que no proceda mecéanicamente, usando las férmulas
dadas en el teorema 2, para obtener el centro y el radio. En vez de esto, es con-
veniente que reduzca la ecuacién a la forma ordinaria por el método de comple-
tar cuadrados, tal como se hizo en la deduccién del teorema mismo.
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Ejemplo. Reducir las tres ecuaciones siguientes a la forma ordinaria de la
ecuacion de la circunferencia. Si la ecuacion representa una circunferencia,
héllense su centro y su radio.

a) 2x2+ 2y2- 10 + 6y - 15 = 0.
b) 36x2+ 36ys+ 43* - 108y + 97 = 0.
c) X2+ y2—8* + 6y + 29 = 0.

Solucién, a) Primero dividimos la ecuacién por 2, coeficiente de x-, y
pasamos el término independiente al segundo miembro. Esto nos da, después
de volver a ordenar los términos,

U2- Sx)+ (y2+3y) = 1L.

Para completar los cuadrados, sumamos el cuadrado delamitad del coeficiente
de x y el cuadrado de la mitad del coeficiente de y aambos miembros. Esto
nos da

25 o]

S D R (I
) ( PR

que puede escribirse en la forma

2 b

Por tanto, la ecuacion dada representa una circunferencia cuyo centro es

— 2.J y cuyo radio es 4.

b) Dividiendo la ecuaci6on por 36, trasponiendo el término independiente,
y volviendo a ordenar los términos, obtenemos

97

(a2+j =)+ (uz—3y)= L,

Completando los cuadrados, resulta

de donde,

Por tanto, el lugar geométrico de la ecuacion (£5) es el punto Unico

(-1e I>
c) Ordenando los términos y completando los cuadrados, obtenemos

{x2- 8x + 16) + (y2+ 6y + 9) = - 29 + 16 + 9,
de donde,
(- H2H(y + 3= - 4

Por tanto, la ecuacidon (c) no representa ningun lugar-geométrico real.
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41. Determinacién de una circunferencia sujeta a tres condiciones
dadas. En la ecuacién ordinaria de la circunferencia (Art. 39),
(x—h)2+ (y —ky =r-, (1)

hay tres constantes arbitrarias independientes, h, k y r. De manera
semejante, en la ecuacion general (Art. 40),

Xx-+y-+ Dx+ Ey+ F =0, (2)

hay tres constantes arbitrarias independientes, D, E y F. Como la
ecuacion de toda circunferencia puede escribirse en cualquiera de las
dos formas (1) o (2), la ecuacién de cualquier circunferencia par-
ticular puede obtenerse determinando los valores de tres constantes.
Esto requiere tres ecuaciones independientes, que pueden obtenerse a
partir de tres condiciones independientes. Por tanto, analiticamente,
la ecuacion de una circunferencia se determina completamente por tres
condiciones independientes. Geométricamente, una circunferencia
queda, también, perfectamente determinada por tres condiciones
independientes; asi, por ejemplo, queda determinada por tres cua-
lesquiera de sus puntos. El estudiante debe comparar estas observa-
ciones con la discusidon analoga que sobre la recta dimos en el Articu-
lo 29. Vemos, por lo tanto , que ademas del método estudiado en el
Articulo 39 tenemos ahora otro método para determinar la ecuacion
de una circunferencia.

Ejemplo 1. Determinar la ecuacién, centro y radio de la circunferencia
que pasa por los tres puntos A(—1, 1), B (3 5 y C(5, —3).

Solucién. Este problema es idéntico al ejemplo dado en el Articulo 39.
Supongamos que la ecuacién buscada es, en la forma general,

x2+ y2+ Dx +Eq + F = 0, (2)

en donde las constantes D, E y F deben ser determinadas.

Como los tres puntos dados estan sobre la circunferencia, sus coordenadas
deben satisfacer la ecuacién (2) . De acuerdo con esto, tenemos las tres ecuacio-
nes siguientes correspondiendo a los puntos dados:

( (-1,1), 1+ 1—D + E + F =0,
J  (3,5), 9+ 25+ 3D+ 5E+ F = 0,
1 (5,-3), 25+ 9+ 50 —3E + F = 0,

que pueden escribirse mas abreviaiamente asi:
D- E- 1/ =2,
3D + 5£ + F = - 34,

5D - 3£ + F = - 34.



ECUACION DE LA CIRCUNFERENCIA 107
La solucién de este sistema de tres ecuaciones nos da

D = — E - i, F= -

de manera que sustituyendo estos valores en (2) , obtenemos

32 n

xPe g2 28 . By 3

0,

0 sea,
5x2+ 5y2- 32% - 8y - 34=0

como ecuacion de la circunferencia buscada.
El centro y el radio de obtienen reduciendo la Gltima ecuacién a la forma

ordinaria

( >V u/ 4\2 442
25
de donde el centro es y”™ yelradio es y y/ 442 .

Ejemplo 2. Hallar la ecuacidén , centro y radio de la circunferencia
que pasa por los puntos (6, 2), (8, 0) y cuyo centro estd sobie la recta
3* + 7y + 2=0.

Solucién. Supongamos que la ecuacion buscada, en la forma ordinaria, es
(* - h)2+ (y- k)2=r2. (1)

Como el centro (h, k) esta sobre la recta 3* + 7y + 2 = 0, sus coordenadas
satisfacen la ecuacion de la recta, y tenemos

3h + 7k + 2 = 0. ?3)
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También, como los puntos (6, 2) y (8, 0) estadn sobre la circunferencia, sus
coordenadas deben satisfacer la ecuacion (1). Por tanto, tenemos las dos

ecuaciones
6 -hy2+ (2—k2= r~ 4

(8- h)2+ k2 =e2 (5)
La solucién del sistema formado por las tres ecuaciones (3), (4) y (5) con jas
tres incdgnitas h, k y r da
h=4 k=-2 r1=2\/7.
Por tanto, la ecuacion buscada es
(* - 4)2+ (y+ 2)2= 20

El centro es el punto (4, —2) yel radio es 2\/ 5. La gréafica aparece en la
figura 55.

En el Articulo 35 obtuvimos la ecuacién de la recta que pasa por
dos puntos dados diferentes en forma de determinante , Por un argu-
mento semejante, podemos obtener la ecuacion de la circunferencia
que pasa por tres puntos dados, no colineales, Pi(xi, yi), PilXi, yi)
y Ps(x3 yz), en forma de determinante. EIl resultado estd dado por el

Teorema 3. La ecuacién de la circunferencia que pasa por tres
puntos dados no colineales Pi(xi, yi), P2(xz, ji) y Ps(xs, ys)
viene dada por el determinante

X2 + Y2 X Yy 1
Xr+ yr xi yi 1
Xaz + y»2 X2 Y2 1
X2+ yr X ys 1

NOTA. Esta forma es util para determinar si cuatro puntos dados estan o
no sobre una circunferencia. Se dice que tales puntos son conciclicos.

EJERCICIOS. Grupo 16

Dibujar una figura para cada ejercicio.

En cada uno de los ejercicios 1-3,-reduciendo la ecuaciéon dada a la forma
ordinaria, determinar si representa o no una circunferencia. Si la respuesta es
afirmativa, hallar su centro y su radio.

2x2+ 2y2—bx + IOy +7 = 0.

4x2+ 4t/s + 28a - 8y + 53 = 0.

Itx2 + 16y’ - 64x + 8y + 177 = 0.
Hallar el area del circulo cuya ecuacién es

9x2+ 9ys + 72% - 12y + 103 = 0.

A WN R
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5. Hallar la longitud de la circunferencia cuya-ecuacion es
25x2 + 25y2+ 30* - 20y - 62 = 0.

6. Demostrar que las circunferencias 4x2 + 4y2 —16* + 12y + 13 =0 y
12*2 + 12y2 — 48> 4" 36y 55 = 0 son concéntricas.

7. Demostrar que las circunferencias *2 y2+ 4* + 6y — 23 =0 vy
*2+ y2—8* — |0y + 25 = 0 son tangentes.

8. Demostrar, por dos métodos, que las circunferencias

*24+ y2+ 2% - By + 13 =0y 4*2+ 4y2- 40* + 8y + 79 = 0
no se cortan.

En cada uno de los ejercicios 9-11, determinar la ecuacién, centro y radio de
la circunferencia que pasa por los tres puntos dados, usando el método del ejem-
plo 1, Articulo 41.

9. (0, 0), (3, 6), (7,0).

10. 2. -2, (-1, 49, (4 6).

1. 4, - 1. (o, -7), (-2,-3).

12.  Resolver el ejercicio 9 por el método del ejemplo del Articulo 39.

13.  Resolver el ejercicio 10 por el método del ejemplo 2, Articulo 41.

14. Resolver el ejercicio 11 usando el determinante del teorema 3, Ar-
ticulo 41.

15. Por medio del teorema 3, Articulo 41, demostrar que los cuatro pun-
tos (—1, —1), (2, 8, (5 7), (7, 3) son conciclicos.

16. Resolver el ejercicio 1) hallando la ecuacién de la circunferencia que
pasa por tres cualesquiera de los puntas y demostrando después que las coorde-
nadas del cuarto punto satisfacen esta ecuacion.

17. Las ecuaciones de dos circunferencias diferentes son

*2+ y2+ Di* + £iy + Fi =0 y *2+ y2+ D2*+ Eiy+ Fi = 0.

Hallar las condiciones que deben satisfacer los coeficientes para que sean concén-
tricas.

18. La ecuacidén de una circunferencia es 4*2 f- 4y2 — 16* + 20y + 25 = 0.
Hallar la ecuacién de la circunferencia concéntrica que es tangente a la recta
5% - 12y = 1

19. Hallar la ecuaciéon de la tangente a la circunferencia

*24+ y2+ 2% - 2y - 39 =0

en el punto (4, 5).

20. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (11, 4) y es
tangente a la circunferencia x2 + y2 —8* —6y = 0. (Dos soluciones.)

21. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos
(—1—4), (2, — 1) y cuyo centro estd sobre larecta 4*+7y + 5 = 0.

22. Una circunferencia de radio 5 es tangente a la recta 3* —4y —1 = 0 en
el punto (3, 2). Hallar su ecuaciéon. (Dos soluciones.)

23. Una circunferencia deradio y/ 13 es tangente a la circunferencia
*24 y2— 4% + 2y - 47T =0

en el punto (6, 5). Hallar su ecuaeiéon. (Dos soluciones.)
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20. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto (1, 4) vy
es tangente a la circunferencia x2+ y2+ bx + 2y + 5= 0 en el punto
(-2, 1).

25. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto (5, 9) vy
es tangente a larecta x + 2y —3 = 0 en el punto (1, 1).

26. Una circunferencia de radio 5 pasa por los puntos (0, 2), (7, 3).
Hallese su ecuacién. (Dos soluciones.)

27. Demostrar, analiticamente, que cualquier recta que pasa por el punto
(— 1, 5) no puede ser tangente a la circunferencia x2+ y2+ 4x —by + 6 = 0.
Interpretar el resultado geométricamente.

28. Hallar la ecuaciéon de la circunferencia cuyo centro estd sobre la recta
7x — 2y — \ = 0 y que es tangente a cada una de las rectas 5c — 12y + 5= 0y
4x -f-3i/ —3 = 0. (Dos soluciones.)

29. Hallar la ecuacién de la circunferencia inscrita en eltridngulo cuyos
lados son 4x —3y =0, 4x + 3y —8 =0, y —0.

30. Una circunferencia que es tangente a un lado de un tridngulo y a las
prolongaciones de los otros dos lados se Ilama exinscrita al tridngulo. Hallar
las ecuaciones de las tres circunferencias exinscritas al tridngulo del ejercicio 29.
(\Véase el ejercicio 16 del grupo 12.)

31. Determinar el valor de la constante k para que la recta2x + 3y + =0
sea tangente a la circunferencia x2 + y2+ 6* + 4y = 0.

32. Hallar las ecuaciones de las rectas que tienen de pendiente 5y son tan-
gentes a la circunferencia x2 + y2 — + 2y —9 = 0.

33. Desde el punto A (—2, — 1) se traza una tangente a la circunferencia
X2+ y2—bx —4y —3 = 0. Si B es el punto de contacto, hallar la longitud
del segmento AB.

34. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por elpunto (6, 1) vy
es tangente a cada una de las rectas 4x —3y + 6 = 0, 12x + fis/—2 =0. (Dos
soluciones.)

35. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos
(—3, —1) y (> 3) y es tangente a la recta x -j-2y — i3 = 0. (Dos solu-
ciones. )

42. Familias de circunferencias. Ahora consideraremos familias

0 haces de circunferencias de la misma manera que en el Articulo 36

consideramos familias de rectas. En el Articulo 41 demostramos que
una circunferencia y su ecuacién se determinan cada una por tres
condiciones independientes. Una circunfererencia que satisface menos
de tres condiciones independientes no es, por lo tanto, Gnica. La
ecuacion de una circunferencia que satisface solamente a dos condicio-

nes, contiene una constante arbitraria Illamada parametro. Se dice
entonces que tal ecuacion representa una familia de circunferencias de
un parametro. Por ejemplo, la familia de todas las circunferencias
concéntricas cuyo centro comun es el punto (1,2) tiene por ecuacion

(*- 1)2+ {y-2f =lIr,

en donde el parametro k es cualquier nimero positivo
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Consideremos ahora el caso importante de la familia de curvas
que pasan por las intersecciones de dos circunferencias dadas. Sean
Ci y Ci dos circunferencias diferentes dadas cualesquiera, cuyas
ecuaciones son

Ci: z2+ y-+ Di*+ Eiy + Fi=

: 1)

0
Ci: x-+ yl+ Dix+ Eiy + Fi = 0. (2)
De (1) y (2) se deduce la ecuacion
X- + y2+ Dix+ Eiy + Fi + k(x- + y2+Dix + Eiy+Ft) = 0, (3)

en donde el pardmetro k puede tomar todos los valores reales. Su-
pongamos que los circulos Ci y C2 se cortan en dos puntos distintos
Pi(xi, yi) y Pi{xj, 2/2). Como las coordenadas (xi, yi) de Pi sa-
tisfacen ambas ecuaciones (1) y (2), también satisfacen a la ecua-
cién (3), y ésta se reduce entonces a la forma 0 + ke0 = 0, que es
verdadera para todos los valores de k. Analogamente , las coordena-
das (x-¢, yi) de P2 que satisfacen ambas ecuaciones (1) y (2) satis-
facen también a la ecuacién (3) para todos los valores de k. Por
tanto, la ecuacién (3) representa la familia de curvas que pasan
por las dos intersecciones de las circunferencias C\ 'y C2. Para deter-
minar la naturaleza de las curvas de esta familia, escribimos la ecua-
ciéon (3) en la forma

(A'+l)z2+ (/m+l)y2+ (Di+ ['22)xf (Ei-\-kE-2)y-\- Fi + kF» — 0. (-I),

Si k= — 1, la ecuacién (4) se reduce a una de primer grado y, por
lo tanto , representa una linea recta. Pero, para cualquier otro valor
de k, la ecuaciéon (4) representa una circunferencia de acuerdo con
el teorema 2 del Articulo 40. En particular, para k = 0, la ecua-
cién (4) se reduce a la ecuacion Ci.

La ecuacién (3) es particularmente Gtil para obtener la ecuacidn
de una curva que pasa por las intersecciones de las circunferencias
dadas, ya que entonces no es necesario determinar las coordenadas de
los puntos de interseccion.

Ejemplo. Las ecuaciones de dos circunferencias son
Ci: X2+ y2+ 7x - 10y + 31 = Q,
y c2: + y2- x - by+ 3=0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia C3 que pasa por las intersecciones de
Ci y C2y tiene su centro sobre larecta /: x —y —2 = 0.
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Solucién. La circunferencia buscada C3 es un elemento de la familia
X2y2+ 7x — 10y + 31 + k(x2-l-y2—x — 6y + 3) = 0, (5)

en donde elpardmetro kdebe determinarse por la condicién dequeel centro de
C 3 estd sobre la recta I. EIl centro de cualquier circunferencia de la familia (5)

, -M_ I LV Como es-
| k¥ 1)

tas coordenadas deben satisfacer la ecuacién de I, tenemos

ce halla facilmente y sus coordenadas son {/?

1-7 _ 3k
20+1) /

7

de donde k = — Sustituyendo este valor de k en (5) y simplificando, ob-

tenemos para ecuacién de C3:
X2+ y2—7x —3y — 18 = 0.

En la figura 56 se han trazado las tres circunferencias Ci, C2, C3. Y la rec-
ta I. Se deja al estudiante, como ejercicio, la demostracién de que los centros
de Ci, C2 y C3 son colineales.

>X

Fig. 56

Consideremos ahora el caso de dos circunferencias C;, y C2 tangentes entic
si, en el punto Pj(x3, y3)m Por un razonamiento analogo al anterior, en el
caso de interseccién en dos puntos diferentes, podemos demostrar que, para
cada valor de k diferente de — 1, la ecuacién (3) representa una circunferencia
tangente a Ci y C2 en P3.

Finalmente, consideremos el caso de que Ci y C2 no tengan ningln punto
comin. Entonces, las coordenadas de un punto que satisfacen la ecuacion (2)
no pueden satisfacer la ecuacién (1) y, por lo tanto, no pueden satisfacer la
ecuacion (3) para ningtn valor de k. Analogamente, las coordenadas de un
punto que satisfacen (1) no pueden satisfacer (2), y, por lo tanto, tampoco
(3) , para ningln valor de 7 excepto k = 0, en cuyo caso, (3) se reduce a (1) .
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En resumen, ninguna circunferencia de la familia (3), excepto Ci, tiene un
punto en comin con Ci o C2. Aun mas, sea P4 un punto cualquiera que esté
sobre cualquier elemento de la familia (3), excepto sobre Ci. Acabamos de
demostrar que P4 no puede estar sobre C2. Por tanto, si se sustituyen las
coordenadas de P4 en las ecuaciones (1) y (2), los primeros miembros no se
reducirdn a cero sino que tendrdn valores diferentes a cero, digamos ki y ¢2.
respectivamente. Por lo tanto, si se sustituyen en (3) las coordenadas de Pit
la ecuacion toma la forma
*1 + H2 =0,

de donde k tiene el unico valor —— , Esto significa que hay solamente una
2

circunferencia de la familia (3) que pasa por el punto P4, Como Pt se eligi6
como cualquier punto sobre cualquier elemento de (3), excepto Cr, se de-
duce que ningun par de circunferencias de la familia (3) tienen un punto en
comun.

En los dos primeros casos considerados anteriormente, es decir, cuando
Ci y C2 tienen uno o dos puntos comunes, la ecuacién (3) representa una cir-
cunferencia real para todo valor de le, ya que por lo menos existe un punto del
lugar geométrico. Pero esto no ocurre cuando C\ y C2 no tienen ninglin punto
comlin. Entonces no se puede asegurar que la ecuacion (3) represente una cir-
cunferencia real para todo valor de I:. Si Ci y C2 no tienen ningln punto
comun es facil encontrar ejemplos, en los que, para valores especificos de k, la
ecuaciéon (3) no representa ninguna circunferencia real. (Ver el ejercicio 18 del
grupo 17.)

La recta que pasa por los centros de dos circunferencias no concéntricas se
Ilama recta de los centros. Es muy sencillo demostrar que todas las circunferen-
cias de la familia (3) tienen su centro en la recta de los centros de Ci y C2. En
_Di h
2. -4 %) * (- 2

pectivamente, y la ecuacion de la recta que contiene a estos dos puntos es

efecto, los centros de Ci y C2 son

2(£, - £2)* - 2(D, - Do)y + D2EL1-D,£5s= 0,

la cual se satisface por lascoordenadas ( --—--D) 4- kD2 _ £1+ IE2\ " j
vV 2(* + d 2(* + u
tro de cualquier circunferencia definida por (3) .

Todos los resultados precedentes se resumen en el siguiente
Teorema 4. Si las ecuaciones de dos circunferencias dadas cuales-
quiera Ci y C2 son

Ci: x2+ y2+ Dix + E,y + Fi

0,

Cz2: x2+ y2+ D2X+ Esy + Fe2 0,

la ecuacion
x2+ y2+ Dix + Eiy + Fi+ k(x2+ y2+ D2X+ E2y + F2) = 0

representa una familia de circunferencias todas las cuales tienen sus
centros en la recta de los centros de Ci y Co.
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Si Ciy C2 se cortan en dos mpuntos diferentes, la ecuacién representa,,
para todos los valores de k diferentes de — 1, todas las circunferencias
que pasan por los dos puntos de interseccion Ci y C2, con la 'Unica
excepcion de C2 misma.

Si Ciy C:2 son tangentes entre si, la ecuacion representa, para todos
los valores de k diferentes de — 1, todas las circunferencias que son
tangentes a Ci y C2 en su punto comun, con la Gnica excepcion de C:
misma.

Si Ci y C2 no tienen ningln punto comin la ecuacién representa
una circunferencia para cada valor de k diferente de — 1, siempre que
la ecuacion resultante tenga coeficientes que satisfagan las condiciones
especificadas en él teorema 2 del Articulo 40. Ningun par de circunfe-
rencias de la familia tiene un punto comin con ninguna de las dos
circunferencias Ci y Cz.

43. Eje radical. En el articulo precedente hemos considerado
dos circunferencias diferentes, Ci y Ci, de ecuaciones

Ci: x2+ y2+ Dix+ Ely + FI =0, (1)
C2: x1+ yl+ Dix+ Ety+ Fi=0. (2)

A partir de estas ecuaciones formamos la ecuacion
x2+ y2+ Dix + Eiy + Fi + k(x2+ y2+D2x +Eiy+Fi) =0, (3)

y la discutimos como ecuacion de una familia de circunferencias para
todos los valores de le, excepto — 1. Si k= — 1, la ecuacién (3)
toma la forma

(Di —D2)x + (Ei —E«) y + F\ —Fj = 0. (4)

Si C1y Cz,no son concéntricas, se verificard DiDj o Ei Et,

0 ambas, de manera que por lo menos uno de los coeficientes de xy vy
en (4) sera diferente de cero, y la ecuacién (4) representa entonces
una linea recta llamada eje radical de Cj y C:.

Si Ciy C2 se cortan en dos puntos diferentes, se sigue, de la
discusion del Articulo 42, que el eje radical pasa por estos dos puntos
y , por tanto, coincide con su cuerda comun. Si Ci y C2 son tan-
gentes entre si, su eje radical es la tangente comun a ambas circunfe -
rencias. Si Ci y C2 no tienen ningln punto comdn y no son concén-
tricas , su eje radical no tiene ningln punto comudn con ninguna de las
dos circunferencias.

Ahora demostraremos que el eje radical de dos circunferencias
cualesquiera es perpendicular a su recta de los centros. En efecto,
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en el Articulo 42 vimos que la ecuacién de la recta de los centros
de Ciy C2es

2(i—Ei)x —2(Di —Di)y D¢Ei —DiEi —0,

. Ei - Ei L . .
y la pendiente de esta recta es ya-—-—-= , si Di DI. La pendiente

i —Di
del eje radical, deducida de la ecuacién (4), es ——h'rr ----- Jtlzsi
— 1
Ei Ei. Como estas pendientes son negativamente reciprocas, se

sigue que el eje radical es perpendicular a la recta de los centros.
Si Di = D, entonces, por la ecuacion (4), resulta que el eje radical
es paralelo al eje X , y por la ecuaciéon anterior, la recta de los cen-
tros es paralela al eje Y ; por tanto, en este caso, el eje radical y la
linea de los centros también son perpendiculares entre si. Anéloga-
mente , si Ei = E i, el eje radical es paralelo al eje i7y la recta de
los centros es paralela al eje X ; por lo tanto, son perpendiculares
entre si.

Ejemplo 1. Hallar la ecuaci6on del eje radical de las circunferencias
Ci: 2x2+ 2y2+ 10 —6y + 9 = 0, ?)
C2: *2+ y2- 8% - 12y + 43

0, (6)

y demostrar que es perpendicular a su recta de los centros.

Y

Solucion.  Si multiplicamos la ecuaciéon (6) por 2y la restamos de la-ecua-
cion (i) , obtenemos
I: 26* + 18y - 77 =10

como ecuacion del eje radical. Su pendiente es —



116 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

Las coordenadas de los centros Ci y C2 se encuentran facilmente y son

(-f i) y (4, 6), respectivamente, de manera que la pendiente de la
recta de los centros es —---__ 2 , que es negativamente reciproca de la
4 + [572) 13

pendiente del eje radical. Por tanto, el eje radical es perpendicular a la recta de
los centros. Las circunferencias Cj y C2, su recta de los centros y su eje radi-
cal !, se han trazado en la figura 57.

Para deducir una propiedad importante del eje radical, establece-
remos el siguiente teorema :

y

Teorema 5. Si t es la longitud de la tangente trazada del punto
exterior Pi (xi, yi) a la circunferencia (x —h)2+ (y—k)2= r2,
entonces

t = \/(x!- h)2+ (yi- k)a- f2.
Demostracion. Sea T (fig.58) el punto de tangencia, de ma-

nera que t=PiT. Como P\'T es tangente a la circunferencia, el
radio CT es perpendicular aPiT. Por tanto, en el tridngulo rectan-
gulo P\ TC, tendremos :

t* = CP?-r*. (7)

Por el teorema 2} Articulo 6,
CPi = Ori —hy- + (1 — ky ,
valor que, sustituido en la ecuaciéon (7), da

2= {xx-hy+ (yi-kY-r2.
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de donde,
t=V (xi —/i)2+ (yi —k)2—r2.

NOTA- Evidentemente, se pueden trazar dos tangentes del punto Pi al
circulo, pero sus longitudes son iguales.

Ejemplo 2. Hallar lalongitud de la tangente trazada del punto (—3, 2)
a la circunferencia 9x2 + 9y2 —30x — 18/ —2=0.

Solucién. Fara aplicar el teorema 5, es necesario hacer que los coeficientes
de x2 y y2 sean iguales a la unidad. Para ello dividiendo por 9, resulta:

X'+ y*-1lfx-2y-1 =0

Sustituyendo * por —3 y y por 2 en el primer miembro de esta ecuacion,
obtenemos

t2= 9+ 4+10 - 4 -1 = 175,
97 9

de donde se deduce que la longitud de la tangente es t = -i*-. Debe observarse

que, si se utilizara la ecuacién de la circunferencia en la forma original, es
decir, sin dividir por 9, el resultado seria el triple del valor correcto. Se reco-
mienda al estudiante que dibuje la figura correspondiente a este ejercicio.

Por medio del teorema 5, podemos demostrar facilmente que el eje
radical de dos circunferencias no concéntricas es el lugar geométrico de un
punto que se mueve de tal manera que las longitudes de las tangentes tra-
zadas desde él a las dos circunferencias son iguales. En efecto, sean
Ci y Ci las dos circunferencias no concéntricas dadas por las ecuacio-
nes (1) y (2), respectivamente. Sea P(x, y) el punto movil y
sean L y U, respectivamente, las longitudes de las tangentes traza-
das de P a Ci y C2. Entonces, por el teorema 5,

fi2=x2+yl+ Dix + Eiy + Fi,
U2 —x2+ y2+ D2x + E2y + F2,

Como, por hipdtesis, ti = U, de estas dos ultimas ecuaciones se
deduce que

(Di — Di)x + (Ei —E-i)y + Fi —F2—0,

que, segun (4), es la ecuacién del eje radical de Ct y Cj. Podemos
demostrar, reciprocamente, que, si Pi(£i, y\) esun punto que esta
sobre el eje radical, las longitudes de las tangentes trazadas de
Pi a Ci y C2 son iguales.

Los resultados precedentes se resumen en el siguiente
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Teorema. 6. Si las ecuaciones de dos circunferencias no concén-
tricas Ci y C2 son

Ci: x2+ y2+ Dxx+ Eiy+ Fi =0,

C2: x2+ y2-fD2X+ E2y + Fz =0,

la eliminacion de x2y y2 entre estas dos ecuaciones da la ecuacion lineal
(Di —D2)x -]- (Ei —E2)y + Fi —F2= 0,

que es la ecuacion del eje radical de Ci y C2.

Si Ci y C2 secortan en dos puntos diferentes, su eje radicalcoincide
con su cuerda comun; si Ci y C2 son tangentes entre si, su ejeradical
es sutangente comun, y si Ci y C2 no tienen ningln -punto comin, su
eje radical no tiene ningln punto comdn con ninguno de ellos.

El eje radical de Ci y C2 es perpendicular a la recta de los centros;
es también el lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera
que las longitudes de las tangentes trazadas por él a Oi y C2 son
iguales.

Consideremos tres circunferencias, de las cuales no hay dos que
sean concéntricas. Cada par tiene un eje radical, y las tres, tomadas
a pares, tienen tres ejes radicales Si las tres circunferencias no
tienen una recta de los centros comuln, sus tres ejes radicales se cortan
en un punto llamado centro radical. La demostracion de la existencia
del centro radical de tres circunferencias dadas se deja como ejercicio
al estudiante.

EJERCICIOS. Grupo 17

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Escribir la ecuacién de la familia de circunferencias concéntricas cuyo
centro comdn es el punto (— 3, 5). Dibujar tres elementos de la familia, espe-
cificando el valor del pardmetro en cada caso.

2. Escribir la ecuacion de la familia de circunferencias cuyos centros estan
sobre el eje Y. Designense los dos pardmetros por ki y t2. Dibljense tres
elementos de la familia conservando a /'i constante y asignando a ki tres valores
diferentes. DibUjense otros tres miembros de la familia haciendo que k2 perma-
nezca constante y asignando a /i tres valores diferentes.

3. Escribir la ecuacion de la familia de todas las circunferencias que pasan
por el origen. Dibujar seis elementos de la familia asignando valores a los dos
pardmetros como en el ejercicio 2.

4. Determinar la ecuacion de la familia de circunferencias, cada una de las
cuales pasa por el origen y el punto (1, 3) . Dibujar tres elementos de la fami-
lia, especificando el valor del parametro en cada caso.
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5. Dibujar las dos circunferencias cuyas ecuaciones son
Ci = x2+ y2+ 4x —8y + 7=0 y C2= x2+ y2—16* —4y -)-3 = 0.

También dibujar tres elementos de la familia Ci + kCi = 0 para valores de k
diferentes de 0 y — 1, y demostrar que sus centros estdn sobre la recta de los
centros de Ci y C2.

6. Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A (—8, 1)
y por las intersecciones de las circunferencias x2+ y2 —8x —6y + 17 = 0 y
X2+ y2—18x —4y + 67 = 0.

7. Hallar la ecuacién de la circunferencia que tiene su centro sobre el eje X
y pasa por las intersecciones de las dos circunferencias dadas en el ejercicio 6.

8. Hallar la ecuacién de la circunferencia que tiene su centro en el eje Y y
pasa por las intersecciones de las dos circunferencias dadas en el ejercicio 6.

9. Hallar la ecuacion de la circunferencia que tiene su centro sobre la recta
2x + y — 14 = 0 y que pasa por las intersecciones de las circunferencias

X2+ y2—8x —4y + 11=0 y jr2+ y2—4a -)-4y —8 = 0.

10. Hallar la ecuacién de la circunferencia de radio y V 2 y que pasa por

las intersecciones de las circunferencias x2-f-y2+ 2x —6y —16=0 vy
ja2 -)- rl2 —6x: 2Y = 0. (Dos soluciones.)

11. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por las intersecciones de
las circunferencias x2+ y2 —6x + 4 =0, x2+ y2—2 =0, y que es tangente
alarecta x + 3y — 14 = 0. (Dos soluciones.)

12. La ecuacion de la familia de circunferencias dada en el teorema 4 del
Articulo 42 no incluye a la ecuaciéon de C2. Usando dos pardmetros k\ y kj,
escribase la ecuacién de la familia de tal manera que incluya a C2. (Véase la
ecuacion [6] del Articulo 36.) (A qué restricciones deben someterse los paréa-
metros ki y ¢2? (Qué relacion debe existir entre ki y 72 para obtener la ecua-
cion de una linea recta?

13. Demostrar que las circunferencias C1l: x2+ y2—3x —6y + 10=0y
C2: x2+ y2—5 =0, son tangentes. Hallar la ecuacién de la circunferencia
tangente a Ci y Cj en su punto comln y que pasa por el punto A (7, 2).
Demostrar que el centro de esta circunferencia estd sobre la recta de los centros
de Ci y C2.

14. Hallar la ecuacion de la circunferencia tangente a Ci y C2del ejerci-
cio 13 en su punto comln y cuyo centro estd sobre la recta 3x + y + 5= 0.

15. Hallar la ecuaciéon de la circunferencia tangente a Ci y Cj del ejerci-

cio 13 en su punto comln y cuyo radio es igual a \/ 5. (Dos soluciones.)

16. Hallar la ecuacién de la circunferencia tangente 1 Ci y C2del ejerci-
cio 13 en su punto comun y que es tangente ala recta x —2y — 1= 0. (Dos
soluciones.)

17. Hallar laecuacién de la circunferencia que pasa por el punto A(-10, —2)
y por las intersecciones de la circunferencia x2+ y2+ 2x —2y —32 =0y la
recta x —y + 4 = 0.

18. Demostrar que las circunferencias Ci = v+ y2—2x —2y —2 =0
y C2= x2+ y2+ IOx —6y + 33 = 0 no se cortan. Demostrar que para
te — — 2 el elemento correspondiente de la familia Ci + kCi = 0 es una circun-
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ferencia que no corta a ninguna de las dos circunferencias Ci y C2, y cuyo cen-
tro estd sobre la recta de los centros de Ci y C2. Demuéstrese, también, que no
existe ninguna circunferencia real si h toma uno cualquiera de los valores
1, 2, x. Héallense otros valores de k para los cuales no exista circunferen-
cia real.

19. Hallar la ecuacién del eje radical de las circunferencias

*2 4+ y2 _ 2x - 10y +10 =0, 4x2+ 4y2- 32* - 12y + 37 = 0,

y demostrar que es perpendicular a su recta de los centros.
20. Hallar la ecuacion del eje radical de las circunferencias

9%2+ Qy2- 54* - 48y + 64= 0, *2+ y2+ 8% - |Oy + 37 = 0,

y demostrar que es perpendicular a su recta de los centros.

21. Hallar la ecuacion y la longitud de la cuerda comln de lascircunferen-
cias *2+ y2— 8y + 6 =0y x2+ y2—14* —6y + 38 = 0.

22. Demostrar analiticamente que si dos circunferencias diferentes son con-
céntricas, su eje radical no existe.

23.Hallar la longitud de la tangente trazada del punto P (3, 4)a la circun-
ferencia 3*2+ 3y2+ 12* + 4y —35 = 0.

24. Hallar la longitud de la tangente trazada del punto P(— 1,3) a la
circunferencia 3*2+ 3y2 — 14* — 15y +23 =0.

25. Obtener las coordenadas de un punto que se encuentre sobre el eje radi-
cal del ejercicio 19, y demostrar que las longitudes de las tangentes trazadas de
ese punto a las dos circunferencias son iguales.

26. Las ecuaciones de dos circunferencias no concéntricas son Ci=0y C2=0.
Demuéstrese que el eje radical de cualquier par de circunferenciasde lafamilia
Ci + kCn = 0 es el mismo que el eje radical de Ci y C2.

27. Las ecuaciones de tres circunferencias son

*2+ y2+ Dix + Eiy + Fi=0, ¢(=1,2,3.

Suponiendo que entre ellas no hay dos que sean concéntricas, hdllense las ecua-
ciones de sus ejes radicales. Si las tres circunferencias no tienen una recta de
centros comun, demuéstrese que sus ejes radicales se encuentran en un punto
comln (el centro radical).

28. Hallar las coordenadas del centro radical de las tres circunferencias
*2-|-y2+42* —4y-6 =0, *2+y2—4* —2y =0 y *2+y2+ 2*+ 12y + 36 = 0.

29. Hallar las longitudes de las tangentes trazadas del centro radical a las
tres circunferencias del ejercicio 28, y demostrar que son iguales.

30. Demostrar que las tres circunferencias *2+ y2+ 10* + 2y + 17 = 0,
*2+ y2+4* —4y+ 4 =0y *2+ y2—8* — 16y + 71 = 0 no tienen centro
radical. Explicar el resultado.

44, Tangente a una curva. En Geometria elemental solamente
se estudia, en general, la tangente a una curva: la circunferencia.
La tangente se define como una recta que tiene un solo punto comin
con la circunferencia. Esta definicion , suficiente para la circunferen-
cia, es inadecuada para fes curvas planas en general, pues hay curvas
planas en las cuales una tangente en un punto corta a la curva en uno
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0 méas puntos diferentes. Por esto, vamos a dar ahora una definicién
de tangente que se aplique a todas las curvas planas en general.
Sea la ecuacion de una curva plana cualquiera C

f(x, y) = 0. (1)

Sean P\{xi, yi) y Pi{xi, yi) (fig. 59) dos puntos diferentes cuales-
quiera de C tales que el arco de curva que los une sea continuo ; es
decir, P2 puede moverse hacia Pi permaneciendo siempre sobre la
curva. La recta que pasa por Pi y P2 se llama secante. Considera-
remos que Pi es un punto fijo mientras que P2 se mueve a lo largo

de C hacia Pi. Entonces, a medida que P2 se aproxima a Pi, la
secante gira en el sentido contrario al de las manecillas de un reloj en
tomo a Pi y, en general, tiende a una posicion limite representada
por la recta P1 T que se define como la tangente a la curva C en el
munto Pi. El punto Pi se llama punto de tangencia o punto de con-
tacto de la tangente. La pendiente de la curva C en el punto Pi se
define como la pendiente de la tangente a C en Pi.

Para determinar la ecuacion de la tangente a una curva dada en un
punto particular de la curva, se conoce un punto, el punto de con-
tacto ; por lo tanto , queda por hallar la pendiente de la tangente. La
pendiente de la secante Pi P2 es
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Si C es una curva cualquiera diferente de una linea recta, el valor
de mHvaria a medida que Pt se aproxima a Pi. Definiéndose la
tangente PiT como la posicién limite de la secante Pi P2 a medida
que Pi tiende a P i, se sigue que la pendiente m de la tangente es el
valor limite de la pendiente ms de la secante dado por (2), y escri-
bimos

m lim 222 3)

siempre que, por supuesto, ese limite exista. La determinacidn,
significado y propiedades de este limite son problemas fundamentales
del Calculo infinitesimal y no serdn considerados en este libro. Usa-
remos, sin embargo, la idea de la coincidencia de dos puntos sobre
una curva, como se indica en la siguiente discusidn.

En nuestro estudio no sera necesario obtener la pendiente de una
tangente calculando el limite expresado por (3), ya que restringiremos
nuestro trabajo a la determinacién de las ecuaciones de tangentes a
curvas planas representadas, analiticamente, por ecuaciones algebrai-
cas de segundo grado. Tomamos, por lo tanto, (1) como tipo de
tales ecuaciones y consideramos el sistema formado por esta ecuacién
y la ecuacion de la recta,

y = mx + k. (4)

Las soluciones comunes de (1) y (4) son dos y pueden obtenerse
sustituyendo primero y por mx + k en (1), y resolviendo la ecua-
cion cuadratica en una variable que resulta, de la forma

ax2+ bx+ ¢c=0, a 0. (5)

Las raices de (5) pueden ser reales y desiguales, reales e iguales o
complejas (Apéndice IB , 3) correspondiendo, respectivamente, a la
interpretacion geométrica de que la recta (4) y la curva (1) se cor-
ten en dos puntos diferentes, tengan un punto comun o no se corten.
Para el caso de interseccién en dos puntos diferentes, la recta (4) es
una secante de la curva (1). Si, ahora, imaginamos que varian los
coeficientes de la ecuacion (4) de tal manera que una de las raices
reales de (5) se aproxima a la otra, esto equivale , geométricamente ,
a que la secante va variando hasta ocupar la posicion limite de la tan-
gente, como en la definicion anterior. De este razonamiento se
deduce , por lo tanto , que la igualdad de las ralees de la ecuacion (5)
es una condicion para la tangencia de la recta (4) a la curva (1).
Haremos uso de esta condicion al determinar las ecuaciones de las
tangentes a las curvas planas algebraicas de segundo grado.
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Sea Pi (xi, 21) (fig. 60) un punto cualquiera de la curva conti-
nua C. Sea | la tangente a C en Pi. Si m es la pendiente de I,
por el teorema 1, Articulo 26, la ecuacion de la tangente | es

y —2i = m(x —xi).

Sea V la recta trazada por Pi perpendicular a la tangente | ; la rec-
ta I' se llama normal a la curva C en el punto Pi. La ecuacion de la
normal |I' es, evidentemente,

y—2%.= — (x—Xi), m~ 0.

Supongamos que la tangente y la normal cortan a X en los puntos
Ty N, respectivamente. La longitud PiT del segmento de la tan-

y

gente | comprendido entre el punto de contacto y el eje X se llama
longitud de la tangente. La longitud PiN del segmento de la nor-
mal V comprendido entre el punto de contacto y el eje X se llama
longitud de la normal. Por Pi tracemos la ordenada PiQ. La pro-
yeccién QT de la longitud de la tangente sobre el eje X se llama sub-
tangente , y la proyeccion QN de la longitud de la normal sobre el eje
X se llama subnormal. Sea a el angulo de inclinacion de I, de ma-
nera que m = tg a. Observando que el angulo QPiN = a, el estu-
diante puede facilmente demostrar que las longitudes de los Ultimos
cuatro elementos definidos son las que se dan en el siguiente

Teorema 7. Si m es la pendiente de una curva plana continua C
en el punto Pi (xi, yi), entonces para el punto Pi tenemos las siguien-
tes ecuaciones y formulas:

Ecuacidn de la tangentea C: y —y\ = m(x —x\),
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Ecuacion de la normal a C: y —yi = _r:]_ (x—xi), m 0.
Longitud de la tangente

Longitud de la normal = y\'V 1+ m2,

Longitud de la subtangente = ynf m 0,

Longitud de la subnormal = myi.

Sean C y C dos curvas planas que se cortan en el punto P (figu-
ra 61). Sean | y |1 las tangentesa Cy C , respectivamente, en P.

Y

Se llama &ngulo de dos curvas en uno de sus punios de interseccién, a
cualquiera de los dos angulos suplementarios formados por jas dos tan-
gentes a las curvas en dicho punto. Para las curvas C y C de la
figura 61, si las pendientes de 'y V son m y m ', respectivamente,
el angulo que forman las curvas en P es uno de los dos angulos 6
dados, segun el teorema 5, Articulo 10, por la formula

m m
tg 6 = mml — 1
1 mm
Si se verifica que mm' = — 1, de tal manera que ambos angulos sean

rectos, se dice que las curvas son ortogonales entre si. También, si
cada elemento de una familia de curvas es ortogonal a cada uno de los
elementos de una segunda familia, las curvas de cualquiera de las dos
familias se llaman las trayectorias ortogonales de las curvas de la otra
familia. El problema de la ortogonalidad es de considerable importan-
cia en la Matematica superior y en Fisica .
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45. Tangente a una circunferencia. La determinacion de la ecua-
cion de una tangente a una circunferencia se simplifica considerable-
mente por la propiedad de la circunferencia , que dice : la tangente a
una circunferencia es perpendicular al radio trazado al punto de con-
tacto. En este articulo determinaremos la ecuacién de la tangente a
una circunferencia sin usar esta propiedad particular; lo haremos por
el método general discutido en el Articulo 44.

Es evidente , por el teorema 7 del Articulo 44, que la ecuacion de
la tangente a una. circunferencia dada estd perfectamente determinada
cuando se conocen su pendiente y el punto de contai o (o algun otro
de sus puntos). Si se tiene uno de estos datos, el otro debe determi-
narse a partir de las condiciones del problema ; segln esto, tenemos
los elementos necesarios para la solucién de cualquier problema par-
ticular . Vamos a considerar tres problemas, a saber :

1) Hallar la ecuacion de la tangente a una circunferencia dada en
un punto dado de contacto ;

2) Hallar la ecuacién de la tangente a una circunferencia dada y
que tiene una pendiente dada ;

3) Hallar la ecuacién de la tangente a una circunferencia dada y
gque pasa por un punto exterior dado.

El procedimiento para resolver cada uno de estos problemas es
esencialmente el mismo. En cada caso se da una condicién ; de acuer-
do con esto escribiremos primero la ecuacién de la familia de rectas que
satisfacen esta condicion (Art. 36). Esta ecuacién contiene un para-
metro que se determina aplicando la condicién de tangencia dada en
el Articulo 44.

Ejemplo 1. Hallar la ecuacién de la tangente a la circunferencia

x2+ y2- Sx - (jy+ 20=0
en el punto (3, 5) .

Solucién. La ecuacién de la familia de rectas que pasa por el punto
(3, 5) es
y-5 =m(x- 3), (1)

en donde el pardmetro m es la pendiente de la tangente buscada. De la ecuacion
(1) , y = mx —3m + 5, y sustituyendo este valor en la ecuacién de la circun-
ferencia, resulta:

X2+ {mx —3m + 5)2 —8x —6(mx —3m + 5)+ 20 = 0,
que se reduce a

(m2+ 1)*2— (6m2 — 4m + 8)x + (9m2 — 12m + 15) = 0.
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Segun lo dicho en el Articulo 44, la recta (1) serd tangente a la circunferencia
dada siempre que las raices de esta Gltima ecuaci6n sean iguales, es decir, siem-
pre que el discriminante se anule. Deberd, pues, verificarse la condicion:

(6m2- 4m + 8)2- 4(m2+ 1) (9m3- 12ra 4- 15) = 0.

La solucién de esta ecuacién es m = Vi, de manera que, de (1), la ecuacion de
la tangente buscada es
y —5= Vi (x —3)
0 sea,
A- 2y + 7=0.

Se recomienda al estudiante que dibuje la figura correspondiente a este
ejemplo.

Ejemplo 2. Hallar la ecuacién de la tangente a la circunferencia

X<+ y2- 10* 42y 4 18 =0

y que tiene de pendiente 1.

Fie. 61

Solucién. La ecuaciéon de la familia de rectas de pendiente 1es
y =x + Kk (2)

siendo k un parametro cuyo valor debe determinarse. Si el valor de y dado por
(2) se sustituye en la ecuacién de la circunferencia, se obtiene

+ (X 4 Kk)2- 10x + 2(x + k) 4-18 = 0

0 sea,
2%2 4-(pk - 8) X+ (ft2+1k + 18)

1
o

La condici6n de tangencia es

(2/i - 8)5- 8(k24-2k + 18) = 0.
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Las raices de esta ecuacién son k = —2, — 10. Por tanto, de (2), las ecua-
ciones de las tangentes buscadas son
y=x —2 y y=x —10

En la figura 62 se han trazado estas tangentes.
Ejemplo 3. Hallar la ecuacién de la tangente trazada del punto (8, 6) ala
circunferencia x2+ y2+ 2x + 2y —24 = 0.
Ejemplo. La ecuacién de la familia de rectas que pasan por el punto
(8, 6) es
y —6 =m(x - 8), 3)

en donde el pardametro m es la pendiente de la tangente buscada. De la ecuacion
(3) , y = mx —8m + 6, valor que sustituido en la ecuacién de la circunferen-
cia, da

X2+ (mx - 8m + 612+ Ix + 2(mx - 8m + 6) - 24 = 0,

la cual se reduce a
(m2+ 1)*2- (16m2- 14m - 2)x +(64m2- 112m +24) = 0.
La condicién para tangencia es
(16m2 - 14m - 2)2- 4(m2+ 1) (64m2- 112ra + 24) = 0.

Resolviendo esta ecuaciéon se encuentra que sus soluciones son

m=1 —
w 5 11°

Por tanto, de (3), las ecuaciones de las tangentes que cumplen las condiciones
dadas, son

y~6=y (x—8 y ,-6-m?21(*-8)

0 sea,
X —b5y+ 22=0 y 23x - Uy - 118 = 0.

EJERCICIOS. Grupo 18

Dibujar una figura para cada ejercicio.

Los ejercicios 1-7 deben resolverse usando la condicién de tangencia estudiada
en el Articulo 44.

1. Hallar la ecuacién de la tangente a la circunferencia

X2+ y2—7x —6y —3 =0
en el punto (—1, 6).
2. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia

4x2+ 4y2+ 8x + 4y - 47 =0
3
qgue tengan de pendiente ——.

3. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (—2, 7) a la
circunferencia x2+ y2+ Ix —8y + 12 = 0.

4. Hallar la ecuaciéon de la tangente a la circunferencia x2+ y2—8x + 3 =0
en el punto (6, 3) .
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5. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia
X2+ y2+ 4% —10y +21=0

que son paralelas a la recta 5* —5y + 31=0.
6. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia

X2+ y2+ 6* - 8=0

que son perpendiculares a la recta 4x —y + 31 =0.

7. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (6, —4) a la
circunferencia x2+ y2+ 2* —2y —35 = 0.

8. Resolver el ejercicio 4 recordando que la tangente es perpendicular al
radio que pasa por el punto de contacto.

9. Resolver los ejemplos 1, 2 y 3 del Articulo 45 por el método indicado
en el ejercicio S.

10. Demostrar que la ecuacién de la tangente a la circunferencia x2+ y2= r2
en el punto de contacto Pi(xi, yi) es xix + yjy = r2. Sugestién: Usese el
hecho de que xi2 + yij2 = r2.

11. Poi dos métodos diferentes, hallar las ecuaciones de las tangentes a la
circunferencia 9x2 + 9y2+ 18* — 12y — 32 = 0, cuya pendiente sea H

12. Por dos métodos diferentes, hallense las ecuaciones de las tangentes
trazadas del punto (6, —4) a la circunferencia 2x2+ 2y2—8* —4y — 15 = 0.

13. Por el punto (—5, 4) se trazan tangentes a la circunferencia

X2+ y2- 10*+ 7 = 0.

Hallar el 4ngulo agudo que forman estas tangentes.
14. Dada la circunferencia *2+ y2 = 5, hallar los valores de kpara los
cuales las rectas de la familia * —2y + k = 0:

a) cortan a la circunferencia en dos puntos diferentes;

b) son tangentes;
c) no tienen ningln punto comudn con la circunferencia.

15. Dada la circunferencia x2+ y2 —6x —2y + 6 = 0, hallar los valores
de m para los cuales las rectas de la familia y = mx + 3:
a) corta a la circunferencia en dos puntos diferentes;
b) son tangentes;
c) no tienen ningun punto comuln conla circunferencia.

16. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente mala cir-
cunferencia x2+ y2=r2son y =mx = rV 1+ m2.
17. Hallar la ecuacién de la normal a la circunferencia
*24+ y2- 6% +Kk/ + 21 =0
en el punto (6, —3), y demostrarque pasa porel centro dela circunferencia.

En cada uno de los ejercicios 18-20 hallar la ecuacionesde las tangente y
normal y las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal,
para cada circunferencia y punto de contacto dados.

18. *2+ y2 = 34; (3, 5).
19, *24 y2- 2%+ 2y- 15 = O (0,3).
20, *3+ y2- 10%+ 2y - 39 = 0; (-2,3).
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2L. Hallar el angulo agudo que forman las circunferencias x2 + y2 = 17 y
X2+ y2— 12x —4y -j- 11 = 0 en su interseccidn.

22. Hallar el d&ngulo agudo que forman la recta 2x + 3y —6 = 0 y la cir-
cunferencia x2+ y2+ 2x —4y — 3 = 0 al cortarse.

23. Demostrar que las circunferencias

X2+ y2+ 2x —4y = 0 y x2+ y2+ 4x+ 2y =0

se cortan ortogonalmente.

24. Demostrar, analiticamente, que las trayectorias ortogonales de una
familia de circunferencias concéntricas estdn dadas por la familia de rectas que
pasan por su centro comun.

25. Si de un punto exterior P se trazan tangentes a una circunferencia, el
segmento que une los puntos de contacto se llama cuerda de contacto de P.
Si Pi(xi, yi) esun punto exterior a la circunferencia x2+ y2 = r2, demués-
trese que la ecuaciéon de la cuerda de contacto de Pi es xix + yiy = r2.
(Ver ejercicio 10.)

46. Teoremas y problemas de lugares geométricos relativos a la
circunferencia. La demostracion analitica de cualquier teorema sobre
la circunferencia se efectia siguiendo el procedimiento general discu-
tido en el Articulo 11. De acuerdo con esto, mientras el teorema no
se particularice, debe colocarse la circunferencia con su centro en el
origen , ya que en esta posicion su ecuacion tiene la forma mas simple ,
la forma canénica,

x1+ yl= r2.

Ejemplo 1. Demostrar, analiticamente, que cualquier angulo inscrito en
una semicircunferencia es un angulo recto.

Demostracion. Es evidente que la demostracién no perderd generalidad si
colocamos la semicircunferencia con
su centro en el origen, tal como apa- v
rece en la figura 63. La ecuacién de
la semicircunferencia es entonces

+ y2=r2 (2

Sea Pi{xi, yi) un punto cualquiera
de la semicircunferencia, y sean Ay B
los extremos de su didmetro. Como
r es el radio, es evidente que las co-
ordenadas de A y B son (—r, 0) y
(r, 0), respectivamente. Tenemos
que demostrar que el segmento P\A
es perpendicular al segmento PiB.
Por tanto, si las pendientes de PiA y Pi B son mi y mj, respectivamente,
vamos a demostrar que
mi rri2 ------ 1, (2)

de acuerdo con el corolario 2 del teorema 5, Articulo 10.
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Por el teorema 4 del Art. 8, tenemos

mi- —VEk. ¥y m3= -—«i-
Xi +r
de manera que

mi mj i (3)

Pero, como Pi estd sobre la semicircunferencia, sus coordenadas (xi, yij) deben
satisfacer la ecuacién (1) , y tenemos

Xi2+ yiJ= r2,
de donde,

Xi; —ra= —yi2.

De esta Ultima relacion y (3) obtenemos, inmediatamente, la relaciéon busca-
da (2) , como se queria demostrar.

En relacion con la resolucién de problemas sobre lugares geométri-
cos relativos a circunferencias, seguiremos el procedimiento general
bosquejado en el Articulo 23.

Ejemplo 2. Un punto se mueve de tal manera que la suma de los -uadrados
de sus distancias a dos puntos fijos dados es constante. Hallar la ecuacién de su
lugar geométrico, y demuéstrese que es una circunferencia.

Solucién. Por simplicidad, y sin ninguna restriccién, podemos tomar uno
de los puntos como origen O y el otro punto A (a, 0), a ?£ 0, sobre el eje X,
como se indica en la figura 64. Sea P (x, y) un punto cualquiera del lugar
geométrico. Entonces P debe satisfacer la condicién geométrica

y PO2+ Ja"- Kk, (4)
en donde k es un namero positivo.
Por el teorema 2 del Articulo 6,
PO2= + y2

y -
Ja2=0 - a)2+ y2,

de manera que la condicién geométrica
(4) puede expresarse, analiticamente,
por la ecuacién

X2+ y2+ (x —a)2+ y2=k (5

que se reduce a

x2fy2~ ox + - f=0. (6)

Por el teorema 2 del Articulo 40, la ecuacién (6) representa una circunferencia

cuyo centro es el punto C( f °) y cuyo radio tiene wuna longitud

PC = Jé\/ 2k —a2, siempre que, sin embargo, la constante k > 2— Si
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k = y-, el lugar geométrico se reduce al punto ~y, 07; y si fe<y- ,

existe ningan lugar geométrico.

EJERCICIOS. Grupo 19

Dibujar una figura para cada ejercicio.

Todos los teoremas enunciados en los siguientes ejercicios deben demostrarse
analiticamente. De manera semejante, todos los problemas de lugares geomé-
tricos deben resolverse analiticamente.

1. Las longitudes de las dos tangentes trazadas a una circunferencia desde
un punto exterior son iguales.

2. Si de un punto cualquiera de una circunferencia se traza una perpen-
dicular a un diametro, la longitud de la perpendicular es media proporcional
entre las longitudes de los dos segmentos en los que divide al didmetro.

3. Todo diametro perpendicular a una cuerda la divide en dos partes
iguales.

4. En dos circunferencias secantes la recta de los centros es perpendicular a
su cuerda comuan en su punto medio.

5. Si por los extremos de un didmetro se trazan dos cuerdas paralelas, éstas
son iguales.

6. Se tiene una circunferencia circunscrita a cualquier triangulo dado.
Demostrar que el producto de las longitudes de dos lados cualesquiera del
tridngulo es igual al producto de la longitud del diametro por la longitud de la
altura trazada al tercer lado.

7. Un punto se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus
distancias a los puntos (2, 0) y (— 1, 0) es siempre igual a 5. Hallar e iden-
tificar la ecuacidon de su lugar geométrico.

8. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del punto (4, 2) es
siempre igual al doble de su distancia del punto (— 1, 3) . Hallar e identificar
la ecuacion de su lugar geométrico.

9. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del punto (2, —2)
es siempre igual a un tercio de su distancia del punto (4, 1). Hallar e identifi-
car la ecuacion de su lugar geométrico.

10. Un punto se mueve de tal manera que el cuadrado de su ¢istancia del
punto (1, 2) es siempre igual al doble de su distancia de la recta 3*-j-4i/ —1=0.
Hallar e identificar la ecuacion de su lugar geométrico.

11. Un punto se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus
distancias de los tres puntos (0, 3), (3, 0) y (—2, —2) es siempre igual
a 30. Hallar e identificar la ecuacion de su lugar geométrico.

12. Un punto P se mueve de tal manera que su distancia de un punto fijo
es siempre igual a k veces su distancia de otro punto fijo. Demostrar que
el lugar geométrico de P es una circunferencia para valores apropiados de k.

13. Un punto P se mueve de tal manera que el cuadrado de su distancia de
la base de un tridngulo isésceles es siempre igual al producto de sus distancias
de los otros dos lados. Demostrar que el lugar geométrico de P es una circun-
ferencia.
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14. Desde un punto P, se trazan tangentes a las circunferencias
Cu je2+ y2- 9=0 vy C2: *2+ y2- 8x + 12=0.

Si la longitud de la tangente trazada a Ci es siempre igual al doble de la longi-
tud de la tangente trazada a C2, hallar y construir el lugar geométrico de P.

15. Un punto P se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus
distancias a las dos rectas 3jc —y + 4 =0, x + 3y —7 = 0 es siempre igual a 2.
Hallar, identificar y trazar el lugar geométrico de P.

16. Desde un punto fijo de una circunferencia dada se trazan cuerdas. De-
mostrar que el lugar geométrico de los puntos medios de estas cuerdas es una
circunferencia.

17. Se han trazado dos tangentes a una circunferencia, paralelas entre si,
que cortan a una tercera tangente en los puntos A y B. Demostrar que las
rectas que unen A y B con el centro son perpendiculares entre si.

18. Desde un punto exterior P, se trazan una tangente y una secante a una
circunferencia dada, siendo A y B los puntos de interseccién de la secante con
la circunferencia. Demostrar que la longitud de la tangente es media propor-

cional entre la longitud PB de la secante y la longitud PA de su segmento
externo.

19. Por medio del teorema del ejercicio 18, resolver el ejercicio 35 del
grupo 16.

20. Demostrar que si desde cualquier punto P de la circunferencia circuns-
crita a un tridngulo, se bajan perpendiculares a los lados del triangulo, los pies
de estas perpendiculares son colineales. La recta que determinan se llama recta
de Simpson para el punto P.

21. Demostrar que el punto P(7, 3) esta sobre la circunferencia circuns-
crita al tridngulo cuyos vértices son (—1, — 1), (2, 8), (5 7), y hallar la
ecuacion de la recta de Simpson para el punto P.

22. Demostrar el reciproco del teorema del ejercicio 20; es decir, demostrar
que, si el punto P se mueve de tal manera que los pies de las perpendiculares
bajadas desde él a los lados de un tridngulo cualquiera son colineales, el lugar
geométrico de P es la circunferencia circunscrita al triangulo.

23. Demostrar que en un triangulo cualquiera los pies de las alturas, los
pies de las medianas, y los puntos medios de los segmentos que unen el ortocen-
tro (punto de interseccion de las alturas) a los vértices son concidicos. Esta
circunferencia se llama con toda propiedad la circunferencia de los nueve pantos
del triangulo.

24. Hallar la ecuacion de la circunferencia de los nueve puntos del triangulo
cuyos vértices son (3, 7), (I, —1) y (7, 3) obteniendo la ecuacién de la cir-
cunferencia que pasa por los puntos medios de los lados, demostrando que los
otros seis puntos estadn sobre la circunferencia.

25. Demostrar que en un tridngulo cualquiera el centro de la circunferencia
de los nueve puntos esta sobre la recta de Euler (ver el ejercicio 26 del grupo 10).



CAPITULO Y
TRANSFORMACION DE COORDENADAS

47. Introduccion. Uno de los objetivos principales de la Geome-
tria analitica es la determinacién de las propiedades de las diversas
figuras geométricas. Apoyandonos en algunos de los conceptos funda-
mentales hemos hecho ya un estudio detallado de la recta y la circun-
ferencia. En adelante continuaremos estas investigaciones con refe-
rencia a otras curvas. Encontraremos, sin embargo, que, a medida
gue progresemos en nuestro estudio, las ecuaciones de las curvas se
van haciendo méas y mas dificiles de analizar ; por esto, se hace nece-
sario en algunas ocasiones introducir ciertos artificios con el fin de
facilitar el estudio de estas curvas. Uno de estos artificios, que nos
permite simplificar las ecuaciones de muchas curvas, consiste en la
transformacion de coordenadas.

48. Transformaciones. Una transformacion es el proceso que
consiste en cambiar una relacidn, expresién o figura en otra. EI
estudiante ya ha encontrado este término en su estudio de Algebra y
Trigonometria. Asi, podemos transformar una ecuacion algebraica en
otra ecuacion cada una de cuyas raices sea el triple de la raiz corres-
pondiente de la ecuacién dada ; o podemos transformar una expresion
trigonométrica en otra usando las relaciones trigonométricas funda-
mentales .

Definicion. Una transformacién es una operacion por la cual
una relacién, expresion o figura se cambia en otra siguiendo una
ley dada.

Analiticamente, la ley se expresa por una o mas ecuaciones llama-
das ecuaciones de transformacion.

49. Transformacidon de coordenadas. Consideremos una circun-
ferencia de radio r cuya ecuacién esta dada en la forma ordinaria

(- h)2+ (y- k> = r2. (1)
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siendo las coordenadas (h, k) del centro 0' diferentes de cero (figu-
ra 65). Si esta circunferencia, sin cambiar ninguna de sus caracteris-
ticas, se coloca con su centro en el origen O, su ecuacion toma la
forma mas simple, o forma candnica,

Xi + y* = r2.

Pero se puede obtener lo mismo sin mover la figura. En vez de llevar
la circunferencia a que su centro coincida con el origen, podemos
mover los ejes coordenados paralelamente a si mismos, respectiva-
mente , en el plano coordenado, de manera que el origen 0 coincida
con el centro 0'(h, k) de la circunferencia y los ejes coordenados
tomen las posiciones paralelas designadas por los nuevos ejes X'y Y'
en la figura 65. Sea P un punto
Y cualquiera de la circunferencia.
Las coordenadas de P referido a
los ejes originales X y Y son (.r, y),
pero son diferentes, evidentemen-
te, si se le refiere a los nuevos ejes
X'y Y1 Designemos las nuevas
coordenadas de P por (z', y').
Entonces la ecuaciéon de la circun-
ferencia referida al nuevo sistema
de ejes estd dada por la simple for-

ma canodnica

Fig. 65 * vt
Vemos entonces, que moviendo los
ejes coordenados paralelamente a si mismos, hemos transformado las
coordenadas (x, y) de un punto cualquiera de la circunferencia en
las coordenadas (x', y') y como resultado hemos transformado Ia
ecuacion (1) en la forma mas simple (2). La operacién de mover los
ejes coordenados en el plano coordenado a una posicion diferente, de
manera que los nuevos ejes sean , respectivamente, paralelos a los ejes
primitivos, y dirigidos en el mismo sentido , se llama traslacion de los
ejes coordenados.
Veremos mas adelante (Art. 51) que algunas ecuaciones pueden
transformarse también en ecuaciones de forma mas simple por una
rotacion de los ejes coordenados en torno de su origen como punto fijo .

Nota. En las figuras de los capitulos precedentes hemos designado cada
uno de los ejes coordenados por dos letras, el eje X por XX’y el eje Y por YY)\
Con el fin de evitar confusién méas adelante, usaremos, en general, solamente
una letra para cada uno de los ejes coordenados, la letra X para el eje X origi-
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nal y la letra V para el eje Y original. Reservaremos las letras X', Y', X", Y",
para los nuevos ejes coordenados obtenidos por traslacién o rotaciéon. Esta nueva
convencion ya ha sido adoptada en la figura 65.

50. Traslaciéa de los ejes coordenados. Para simplificar las

ecuaciones, mediante traslacion de los ejes coordenados, se requiere
el siguiente teorema :

Teorema 1. Si se trasladan los ejes coordenados a un nuevo origen
O' (h, k), y si las coordenadas de cualquier punto P antesy después de la
traslacion son (x, y) y (x', y'), respectivamente, las ecuaciones de
transformacién del sistema primitivo al nuevo sistema de coordenadas son

X =x"+ h,
y =y + k.

Demostracion. Sean (fig. 66) X y Y los ejes primitivos y
X"y Y'los nuevos ejes, y sean (h, k) las coordenadas del nuevo ori-
gen Olcon referencia al sistema original. Desde el punto P , trazamos
perpendiculares a ambos sistemas de ejes, y prolongamos los nuevos
ejes hasta que corten a los originales, tal como aparece en la figura.

Usando la relacion fundamental para segmentos rectilineos diri-
gidos, dada en el Articulo 2, tenemos, inmediatamente, de la figura,

x=05=01+1D = 0Z + 07C = i+ x"
Anélogamente,
y=OF=0B+ BF =0B+ WE = k+ y"
Ejemplo 1. Transformar la ecuacion
X3 —3x2 —y2+ 3x + 4y —5=0 (1)

trasladando los ejes coordenados al nuevo origen (1, 2). Trazar el lugar geo-
métrico, y los dos sistemas de ejes.
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Solucién. Por el teorema 1, las ecuaciones de transformaciéon son
=+l oy =y 4+ 2
Si sustituimos estos valores de x y y en la ecuaciéon (1) , obtenemos
(x1+ 1)3- 3(x"+ 1)2- (y'+ 2)2+ 30" + 1)+ 4(y' + 2) —5= 0.

Desarrollando y simplificando esta Gltima ecuacién obtenemos la ecuacion
transformada buscada

ys _ yl2 = o. (2)

Por ios métodos estudiados en el Articulo 19, podemos facilmente (fig. 67)
trazar el lugar geométrico de la ecua-
ciéon (2) con respecto a los nuevos ejes
X"y Y 1 EI lector reconocera este lu-
gar geométrico como la parédbola semi-
cubica (Art. 17) . Debe observarse que
la figura es también la gréafica de la
ecuacion (1) referida a los ejes origina-
les X y Y. Evidentemente que es mu-
cho més facil trazar el lugar geométrico
usando la ecuacién (2) que usando
la (1).

En el ejemplo 1, se especifico
el nuevo origen. Usualmente, sin
embargo, no se dan las coordena-
das del nuevo origen, sino que
deben ser determinadas. EI pro-
cedimiento a seguir en tal caso
esta indicado en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2. Por una traslacién de
los ejes coordenados, transformar la ecuacién

Xa- 4y2+ 6% + 8y + 1=0 @)

en otra ecuacién que carezca de términos de primer grado. Trazar su lugar geo-
métrico y ambos sistemas de ejes coordenados.

Solucién. En este caso particular podemos usar dos métodos diferentes,
siendo el primero el mas general.

Primer método. Si sustituimos en la ecuacién (3) los valores de x y vy
dados por las ecuaciones de transformacion en el teorema 1, obtenemos la ecua-
cion transformada

(*"+ h)* - 4(y"+ /i)s+6(x" + h)+ 8(y'+ k)+ 1=0,
la cual, después de desarrollar y agrupar términos semejantes, toma la forma

Xn _ 4yl2 + (2h + 6)x>- (8k - 8)y'+ A2 - 4/t2+ 6h + 8k + 1= 0. (4)
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Como la ecuacién transformada debe carecer de términos de primer grado, igua-
laremos a cero los coeficientes de x' y y' en la ecuacion (4) . Tendremos

lh+ 6=0 y 8k - 8=0,
de donde,
h= -3y k=1

Por tanto, el nuevo origen es el punto (—3, 1). Si sustituimos estos valores
de h y k en (4), obtenemos la ecuacién buscada
Xi2 _ 4y _4=0. (5)

El lugar geométrico, una hipérbola, estd trazado en la figura 68.

Segundo método. En el caso de ecuaciones de segundo grado que carezcan
del término en xy, es posible efectuar la transformacion completando los cua-
drados. Este método se ensefié previamente en el Articulo 40 para la circunfe-
rencia. Asi, los términos de la ecuacién (3) pueden ordenarse en la forma

(x2+ 6x) - 4(y2- 7y) = - 1L

Completando cuadrados, obtenemos

U2+bx + 9)- 4(y» - 2y + 1) = - 1+9 - 4
de donde,
(x + 3)2 _ 4(y _ 1)2 = 4. (6)
Si en la ecuacion (6) hacemos las sustituciones
x+3=x", y- 1=y, (7)
obtenemos la ecuacion (5) . Evidentemente, de (7) se deducen las ecuaciones

de transformacion:
x =x"'-3 y=y+ 1

En el enunciado del ejemplo 2 se ha indicado el tipo de simplifica-
cion deseado ; si en algin problema no se especifica, debemos efectuar
la maxima simplificacion posible.

Ejemplo 3. Por una traslacion de ejes simplificar la ecuacion

y2- 4x - 6y + 17 = 0. (8)
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Solucién. Procediendo como en el primer método del ejemplo 2, sustitui-
remos en la ecuaciéon (8) los valores de * y y dados por las ecuaciones de tras-
formacion en el teorema 1. Tendremos:

(y'+ k)2- 4(x" + h)- 6(y'+ k)+ 17 =0.
que puede escribirse en la forma
yR2 - 4x' + (2k - 6)y' + fe2- 4h - bk + 17 = 0. 9)

Nuestro siguiente paso es determinar los valores de h y k que simplifiquen la
ecuacién (9) . En este caso no podemos hacer que se anule el término en x', ya
que su coeficiente es —4, pero podemos eliminar el término en y' y el térmi-
no independiente. De acuerdo con esto escribimos

2k - 6 =0 y ki1- 4h - bk + 17 =0,
de donde,
k=3 1y h=2

Para estos valores de h y k, la ecuacién (9) se reduce a la forma

y2 _ 4% =0

EJERCICIOS. Grupo 20

Para cada ejercicio es conveniente trazar el lugar geométrico y ambos sistemas
de ejes coordenados.

En cada uno de los ejercicios 1-5, transférmese la ecuacién dada trasladando
los ejes coordenados al nuevo origen indicado.

1. x2+ y2+ 2x - 6y + 6=0; (-1,3).

2. 3*2+ 2y2 + 12x —4y + 8=0; (-2,1).
3. 4%2 y2- 8*- |0y - 2J=0; (1, -5).
i. y3- x2+ 3y2—4x + 3y -3 = 0;(-2,-1).
5. Xy —3x + 4y — 13 = 0; (—4, 3) .

En cada uno de los ejercicios 6 10, por una traslacion de ejes, transférmese la
ecuacion dada en otra que carezca de términos de primer grado. Usese el primer
método del ejemplo 2, Articulo 50.

6. 2x2+ y2+ 16* - 4y + 32 = 0.
7. 3x2+ 2y2+ 18* - 8y + 29 = 0.
8. 3x2- 2y2- 42x - 4y + 133 = 0.
9. Xy —x + 2y —10= 0.
10. 8x3+ 24x2 - 4y2+ 24* —12y —1= 0.
En cada uno de los ejercicios 11-15, por una traslacién de los ejes coordena-
dos, transférmese la ecuacion dada en otra que carezca de términos de primer
grado. Usese el segundo método del ejemplo 2, Articulo 50.

11. 4X2+ 4y2+ 32v - 4y + 45 = 0.
12. 2x2+ 5y2 - 28* + 20y + 108 = 0.
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13. ** - 3y2+ bx + 6y + 3 = 0.
14. 12x2+ 18ys — 12x + 12y - 1= 0.
15. 12x2- 1?y2 - 12x - 12y - 5 = 0.

En cada uno de los ejercicios 16-20, simplifiquese la ecuaciéon dada por una
traslacion de los ejes coordenados.

16. *2+ 8* - 3y + 10 = 0.

17. 16*2+ 16y2 + 8* - 48y + 5= 0.

18. 72*2+ 36y2- 48* + 36y - 55 = 0.

19. y' —bx2— 24*—2y —32 = 0.

20. 30*y + 24*- 25y - 80 - 0.

51. Rotacion de los ejes coordenados. Para simplificar las ecua-

ciones por rotacion de los ejes coordenados, necesitamos el siguiente
teorema :

Teorema 2. Si los ejes coordenados giran un angulo < en torno de
su origen como centro de rotacién, y las coordenadas de un punto cual-
quiera P antes y después de la rotacion son (x, y) y (X;,y"'), respec-
tivamente , las ecuaciones de transformacion del sistema original al nuevo
sistema de coordenadas estan dadas por

X=Xx"es9 —y'sen9 ,
y = x"sen 9+ y' eosb6 .

Demostracion . Sean (figu-
ra69) X y Y los ejes originales y Y
X"y Y' los nuevos ejes. Desde
el punto P tracemos la ordenada
AP correspondiente al sistema
X, Y, la ordenada A'P corres-
pondiente al sistema X', Y', y
la recta OP. Sea el angulo
POA' = ¢y OP =r. PorTri-
gonometria (Apéndice IC, 1),

tenemos fig. w
X = OA = reos (#+<£), (1)
y = AP = rsen (0 + <), (2)
X"= OA’=reos <t y =A'P = rsen < (3)

De (1), por el Apéndice IC , 6, tenemos

x=reos (0+ 4) = reos 9eos &—r sen 9 sen
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Si en esta Ultima ecuacién sustituimos los val ores dados por (3),
obtenemos la primera ecuacion de transformacion ,
X = X"eos6 —y'sen 6.
Analogamente , de (2),

y =rsen (0+ )= rsen 8 eos &+ reos 6sen
por tanto, de(3),tenemos la segunda ecuaciéon de transformacion,
y —Xx"sen 6 + y' eos 6.

Nota. Para nuestras aplicaciones, sera necesario girar los ejes coordenados
solamente un &ngulo suficientemente grande para hacer coincidir uno de los ejes
coordenados con una recta dada fija

cualquiera, o para hacer que sea

paralelo aella en el plano coordena-

do. De acuerdo con esto, restringi-

remos, en general, los valores del

angulo de rotacién 0 al intervalo

dado por
0° < 8 < 90°.

Ejemplo 1. Transformar la
ecuacion

2x2+ V 3xy + y3=4 (4)

girando los ejes coordenados un an-
gulo de 30°. Trazar el lugar geomé-
trico y ambos sistemas de ejes coor-
denados.

Solucién. Por el teorema 2, las ecuaciones de transformacién son

V1 1
X = X' eos 30° —y' sen 30° = ----2---x' — r-2y',

y = x"sen 30° + y'eos 30° =y Xx'+ y'm

Si sustituimos estos valores de x y y en la ecuaciéon (4), obtenemos
2("Nrj'~ +Vl1 i»")y (lI-"+~7r*")

+(t " +iT»')- ‘o

Desarrollando y simplificando esta Gltima ecuacidon, obtenemos la ecuacion
transformada
5X» + y'2= 8. (5)

El lugar geométrico (fig. 70) es una elipse.
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En este ejemplo se ha dado el angulo de rotacién. Sin embargo ,
generalmente, el angulo de rotacion debe determinarse de modo que
se cumpla alguna condicién establecida. La aplicacion principal de la
rotacion de ejes es la eliminacién del término en xy de las ecuaciones
de segundo grado.

Ejemplo 2. Por una rotacién de los ejes coordenados, transformar la
ecuacion
9.x2 - 24jry + 16y2 - 40x - 30y = 0 (6)

en otra que carezca del término en x'y'. Trazar su lugar geométrico y ambos
sistemas de ejes coordenados.

Solucién. Si en la ecuacién (6) sustituimos los valores de x y y dados por
las ecuaciones de transformacién del teorema 2, obtenemos

9 (xleos 8 —y’sen 8) 2 —24(xleos 9 —y' sen 9) (x1lsen 9+ y' eos 6)
+ 16(V sen 8 + y' eos 9) 2 —40 (x' eos 8 — y' sen 9)
—30(x"'sen 9+ y'eos 9) = 0,
la cual, después de efectuar el desarrollo y agrupar los términos, toma la forma

(9e0sD — 24 eos 8sen 9+ 16sen28) x'2+ (14 sen 8eos 8 + 24 sen2 8
— 24 e0s28)x"y' + (9sen29+ 24 sen 8eos 9 + 16 eos2 8) y'2

— (40 eos 9 + 30 sen 9) x' + (40 sen 9 — 30 eos 9) y' —O. (7)

Como la ecuacion transformada debe carecer del término en x'y', igualamos el
coeficiente de x'y' en (7) a cero y obtenemos

14 sen 8e0s 9+24 sen2 9 —24 e0s29 = 0.

Ahora bien, sen 29 = 2sen 9eos 9 y eos 2s = e0s2 9 —sen2 6 (Apéndice IC, 7).
Por tanto, la Gltima relacién puede escribirse

7 sen 29 —24 eos 29 = 0,
de donde,

tg 29 =

Por la nota del teorema 2, el angulo 9 estara restringido a estar en el primer
cuadrante, de manera que 29 estard en el primero o en el segundo cuadrante en
donde el coseno y la tangente de un angulo tiene el mismo signo. De manera
semejante, sen 9 y eos 9 no serdn negativos. Por tanto, por el valor de tg 29
dado arriba, tenemos

e0s29 = Ir

Para efectuar la simplificacion de la ecuacién (7), necesitamos los valores
de sen 9y eos 9, que pueden obtenerse por las férmulas del &ngulo mitad de
Trigonometria (Apéndice IC, 8) .
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Luego,

1—eo0s29 _

*es8 - |+ Jh =1
\ 2 i’

Si sustituimos estos valores de sen 9 y eos 0 en laecuaciéon (7), tenemos

/144 _ 288 144\ /3 ,/168 , 216 _ 384\ ,, , / 8L ,288 25 2
25 25 22 /V2 + 25 2567 \'25 + 25 + 25

- (32 + 18)x' + (24 - 24)y' =0,
la cual se reduce a la ecuacién transformada buscada,
yl2 _ 2x" = 0. (8)

El lugar geométrico, una parabola, esta representada en la figura 71.

Nota. Evidentemente, es mucho

més facil trazar el lugar geométrico de

y la ecuacién (8) con respecto a los ejes

X'y Y'que trazar el de la ecuaciéon (6)

\ con respecto a los ejes X y Y. Mas

\ 4 alin, las propiedades de la paréabola

\ I S pueden obtenerse mas féacilmente a par-

tir de la ecuacién (8) que es la més sen-

N cilla. EIl estudiante puede, sin embar-

y o go, pensar que estas ventajas no son

\ sino una compensacién de los céalculos

necesarios para transformar la ecuacion

Fig. 71 (6) en la (8). EI problema general

de la supresion del término en xy de la

ecuacion de segundo grado serd considerado mas adelante (Capitulo IX), y se
verd entonces como la cantidad de célculos se reduce considerablemente.

EJERCICIOS. Grupo 21

Para cada ejercicio el estudiante debe dibujar el lugar geométrico y ambos
sistemas de ejes coordenados.

1. Hallar las nuevas coordenadas del punto (3, —4) cuando los ejes coor-
denados giran un angulo de 30°.

2. Hallar las nuevas coordenadas de los puntos (1, 0) y(0, 1) cuando los
ejes coordenados giran un angulo de 90°.

En cada uno de los ejercicios 3-8, hallar la transformada de la ecuaci6ndada,
al girar los ejes coordenados un angulo igual al indicado.

3. 2x + 5y —3 = 0; are tg 2,5.
4. x2—2xy + y2—x —0; 45°.
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5. V3y2+ 3xy - 1=0; 60°.

7. 11*2+ 24xy + 4y2 —20 = 0; are tg 0,75.

8. x4+ y*+ 6*2y2- 32 - 0; 45°

9. Por rotacidon de los ejescoordenados, transformar laecuacion
2x —y—2 = 0 en otra que carezca del término en x'.

10. Por rotaci6on de los ejescoordenados, transformar laecuacién
x mm2y —2 = 0 en otra que carezca del término en yl

En cada uno de los ejercicios 11-16, por una rotacién de los ejes coordena-
dos, transformese la ecuacion dada en otra que carezca del término en x'y'.

11. 4x2+ 4xy + yl+ \/ 5x = 1 14. 2x2 - 5xy + 2y2=0.

12. 9*2+ 3xy + 9y2= 5. 15. x2 —2xy + y2 —4 = 0.

13. 5%2+ 4xy + 2y2= 2. 16. 16*2+ 24*y + 9y2+ 25* = 0.

17. La ecuacién de una circunferencia es x%+ y%= r2. Demostrar que la
forma de esta ecuacién no se altera cuando se refiere a los ejes coordenados que
han girado cualquier angulo 8. Se dice que esta ecuacién es invariante por
rotacion,

18. Deducir las ecuaciones de transformacién del teorema 2 (Art. 51) cuan-
do el 4&ngulo 8 es obtuso.

19. Las ecuaciones de transformacién del teorema 2 (Art. 51) pueden con-
siderarse como un sistema de dos ecuaciones en las dos incognitas x' y yl Para
cualquier valor de 8, demuéstrese que el determinante de este sistema es la uni-
dad y, por tanto, que por la regla de Cramer (Apéndice IB, 6) el sistema tiene
una uUnica solucién para x' y y' dada por

X' = X eos 6 -j- y sen 6,

y' — —x sen 6 + y eos 6.

Estas ecuaciones se llaman ecuaciones reciprocas de las originales de transfor-
macion.

20. Por una rotacién de 45° de los ejes coordenados, una cierta ecuacién se
transformé en 4x'2—9y'2 = 36. Hallese la ecuacién original usando el resultado
del ejercicio 19.

52. Simplificacion de ecuaciones por transformacion de coordenadas.
Acabamos de ver que, por una traslacién o una rotacion de los ejes
coordenados, es posible transformar muchas ecuaciones en formas
maéas simples. Es entonces ldgico inferir que se puede efectuar una
simplificacion mayor aln aplicando ambas operaciones a la vez. Si
una ecuacién es transformada en una forma méas simple por una tras-
lacion o una rotacion de los ejes coordenados, o por ambas, el pro-
ceso se llama simplificacion por transformacion de coordenadas.

Consideremos primero el caso en que una traslacion de los ejes
coordenados a un nuevo origen 0'(h, k) es seguida porufia rotacidn
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de los ejes trasladados en torno de O' de un &ngulo 8, tal como se
indica en la figura 72. Si P es un punto cualquiera del plano coorde-
nado, sean (x,y), (x',y) y (x",y") sus coordenadas referido,
respectivamente, a los ejes originales X y Y, a los ejes trasladados
X'y 7' vy a losejes girados X" y Y". Por el teorema 1 del Ar-
ticulo 50,

x=x"'"+ h,\

y=y+ k]
y por el teorema 2 del Articulo 51,

X' —Xx" eos 6 —y" sen 9, \
y' —x" sen 6 + y" eos 6.

Si sustituimos en (1) los valores de x' y y' dados por (2) obtenemos
las ecuaciones buscadas de transformacion :

X —x"eos6- y*"send+ h, \
/

\0)

Puede demostrarse que las ecuaciones de transformacioén (3) son
verdaderas aun cuando el orden de transformacion se invierta, es
decir, cuando una rotacién vaya seguida de una traslacién. Tenemos
pues, el siguiente teorema :

Teorema 3. Si efectuamos un cambio de ejes coordenados mediante
una traslacion y una rotacién, tomadas en cualquier orden, y las coor-
denadas de cualquier punto P referido a los sistemas original y final
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son (x, y) y (x",y"), respectivamente, las ecuaciones de transforma-
cion delsistemaoriginal al nuevo sistema de coordenadas son

X = x"eos 6 —y" sen 6+ h,

y = x"sen 6+ y" eos 6 + k,

endonde 8 esel &ngulo de rotaciéon y (h,k) son las coordenadas del
nuevo origen referido a los ejes coordenados originales.

NOTAS. 1. Las ecuaciones de transformacién dadas por el teorema 1del Ar-
ticulo 50, teorema 2 del Articulo 51 y teorema 3 anterior son todas relaciones
jincales. De aqui que el grado de la ecuacién transformada no pueda ser mayor
que el de la ecuacidn original. Ni tampoco puede ser menor; porque si lo fuera,
podriamos, por transformacion de coordenadas, regresar la ecuacién transfor-
mada a su forma original y elevar asi el grado de la ecuaciéon. Pero acabamos de
ver que esto es imposible. Por tanto, el grado de una ecuacién no se altera por
transformaci6én de coordenadas.

2. Aunque jas ecuaciones de transformacidén del teorema 3 pueden emplearse

cuando se van a efectuar simultaneamente una traslacion y una rotacién, es,
generalmente, mas sencillo, efectuar estas operaciones separadamente en dos
pasos diferentes. EI teorema 3 explica que el orden de estas operaciones no tiene
importancia. Sin embargo, en el caso de una ecuacién de segundo grado en la
cual los términos en x2, y2y xy forman un cuadrado perfecto, los ejes deben
girarse primero y trasladarse después (ver el ejercicio 10 del grupo 22). Este caso
particular serd estudiado mas adelante en el Capitulo IX.
Ejemplo. Por transformacién de coordenadas, simplificar la ecuacion

3%2- 2xy + 3y2- 2* - 10y +9 = 0. (4)

Trécese el lugar geométrico y todos los sistemas de ejes coordenados.

Solucién. Como los términos de segundo grado en (4) no forman un cua-
drado perfecto, podemos primero trasladar los ejes a un nuevo origen (h, k) .
Por tanto, usando las ecuaciones de transformaciéon del teorema 1 (Art. 50) ,
obtenemos, de la ecuaciéon (4) ,

3(*+ ft)*-2(*" + A) (y' + fe)+3 (y' + fe)2
-2 (x’'+ h) - 10(y'+ fe)+ 9 =0,
la que, después de desarrollar, simplificar y agrupar términos, toma la forma
3%'2- 2%'y' 4 3y'24(6/> - 2Ae - 2)*' + (- 2/j + 6fe - 10)y"
+ (3/j2- 2hk + 3fe2- 2h - IOfe + 9) = 0. (5)

Para eliminar los términos de primer grado en (5), igualamos sus coeficientes
a ceto. Esto nos da el sistema

6fo —2k —2 = 0,

- 2h + 6fe - 10 = O,
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cuya solucién es h = 1, k = 2. Sustituyendo estos valores de h y k en (5),
obtenemos
3x12 - 2x'y' + 3y'2- 2=0. (6)

A continuacién, por rotacién de los ejes, usando las ecuaciones detransfor-
maci6én del teorema 2 (Art. 51) , obtenemos, de la ecuacién (6) ,

3(x"eos ® —y"sen 9)2—2(x" eos 9 —y" sen 9) (x " sen 9+ y" €0s9)
+ 3(xHsen 9+ y" eos 992 —2 =0,

la cual se reduce a
(3e0s26 —2sen 9eos 9-\-3sen26) x" 2 + (2sen29 —2co0;29) x" y"
+ (3sen29+ 2sen 9e0s 9+ 3e0s29)y"2- 2= 0.(7)

Para eliminar el término en x" y" de (7), igualamos sus coeficiente a cero, y

obtenemos
2sen29 —2e0s20 = 0,

de donde 6 = 45° de acuerdo con la nota- al teorema 2 (Art. il) . Sustituyendo
este valor de 9en (7), y simplificando, obtenemos la ecuacion buscada,
cll2j.2y"2- 1 0. ®)

En la figura 73 se han trazado el lugar geométrico de la ecuacion (8) , una
elipse, y todos los sistemas de ejes coordenados.
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EJERCICIOS. Grupo 22

Para cada ejercicio el estudiante debe dibujar el lugar geométrico y todos los
sistemas de ejes coordenados.

En cada uno de los ejercicios 1-5, simplifiquese la ecuacién dada por trans-
formacién de coordenadas.

X2- 10*y + y2 - 10*+ 2y + 13 = 0.
52*2 - 72xy + 73y2- 104* + 72y - 48= 0.
16*2 + 24*y + 9y2+ 60* - 80y 4- 100= 0.
3*+ 2y - 5=0.

2*2+ 2*y 4-2y2- 2* - 10y + 11 - 0.

GOR W N e

6. Trazar el lugar geométrico del ejercicio 1 aplicando directamente los
métodos del Articulo 19.

7. Trazar ef lugar geométrico del ejercicio 2 directamente por los métodos
del Articulo 19.

8. Por transformacién de coordenadas, demuéstrese que la ecuacion gene-
ral de una recta, A* + By + C = 0, puede transformarse en y" = 0, que es la
ecuacién del eje X".

9. Por transformacién de coordenadas, demuéstrese que la ecuacion general
de una recta, Ax + By + C = 0, puede transformarse en x" = 0, que es la
ecuacion del eje Y "m

10. Hallar las coordenadas del nuevo origen si los ejes coordenados se tras-
ladan de manera que la ecuacién Ax2+ Bxy 4- Cy2+ Dx + Ey F =0 se
transforma en otra ecuacién que carezca de términos de primer grado.

11. Hallar las nuevas ordenadas del punto (— 1, 3) cuando los ejes coorde-
nados son trasladados primero al nuevo origen (4, 5) y después se les gira un
adngulo de 60c.

12. Hallar las nuevas coordenadas del punto (2, 2) cuando los ejes coorde-
nados son girados primero un &ngulo de 45° y después son trasladados al nuevo
origen (— 1, 1).

13. Por traslacién de los ejes coordenados al nuevo origen (3, 3) y después
rotacién en un &ngulo de 30°, las coordenadas de un cierto punto P se transfor-
man en (7, 6) . Héallense las coordenadas de P con respecto a los ejes originales.

14. Por traslacién de los ejes coordenados al nuevo origen (1, 1) y luego
rotacién de los ejes en un angulo de 45°, la ecuacion de cierto lugar geométrico
se transformé en x" 1 —2y"2 = 2. Hallar la ecuacion del lugar geométrico con
respecto a los ejes originales.

15. Demostrar, analiticamente, que la distancia entre dos puntos en el pla-
no coordenado no se altera (es invariante) con la transformacién de coorde-
nadas.

En cada uno de los eje/cicios 16-20, héllese la ecuacién del lugar geométrico
del punto moévil y simpufiquese por transformacion de coordenadas.

16. EIl punto se mtieve de tal manera que su distancia del punto (—2, 2) es
siempre igual a su distancia a larecta * —y + 1=0.

17. El punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los
dos puntos (1, 1) y (— 1, — 1) es siempre igual a 4.
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18. EIl punto se mueve de tal manera que su distancia del punto (2, 1)
siempre igual al doble de su distancia de la recta x + 2y —2 =0.
19. EI punto se mueve de tal manera que su distancia de la recta

X +2y —2=0

es siempre igual al doble de su distancia del punto (—1, 1).
20. EIl punto se mueve de tal manera que la diferencia de sus distancias
los dos puntos (1, 4) y (—2, 1) es siempre igual a 3.



CAPITULO VI

LA PARABOLA

53. Introduccién. En su estudio previo de Geometria elemental,
el estudiante conocié dos lineas : la linea recta y la circunferencia.
Las dos lineas ya han sido estudiadas desde el punto de vista analitico.
Ahora comenzamos el estudio
de ciertas curvas planas no i
incluidas, ordinariamente, en
un curso de Geometria ele-
mental . Empezaremos con la
curva conocida con el nombre
de parabola.

54. Definiciones. La
ecuacion de la parabola la
deduciremos a partir de su
definicion como el lugar geo-
métrico de un punto que se
mueve de acuerdo con una ley
especificada.

Definicion. Una para-
bola es el lugar geométrico de
un punto que se mueve en un
plano de tal manera que su Fig. 74
distancia de una recta fija,
situada en el plano, es siempre igual a su distancia de un punto fijo
del plano y que no pertenece a la recta.

El punto fijo se llama foco y la recta fija directriz de la pardbola.
La definicion excluye el caso en que el foco estasobre la directriz.

Designemos por F y | (fig. 74), el focoy la directriz de una
pardbola, respectivamente. La recta a que pasa por F y es perpen-
dicular a | se llama eje de la parabola. Sea A el punto de intersec-
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eién del eje y la directriz. El punto V, punto medio del segmen-
to AF, estéd, por definicion, sobre la pardbola ; este punto se Illama
vértice. EIl segmento de recta, tal como BB', que une dos puntos
cualesquiera diferentes de la pardbola se llama cuerda; en particular,
una cuerda que pasa por el foco como CC', se llama cuerda focal.
La cuerda focal LL" perpendicular al eje se llama lado recto. Si P es
un punto cualquiera de la parédbola, la recta FP que une el foco F
con el punto P se llama radio focal de P, o radio vector.

55. Ecuacion de la parabola de vértice en el origen y eje un
coordenado. Veremos que la ecuacién de una pardbola toma su forma
mas simple cuando su vértice estd en el origen y su eje coincide con

uno de los ejes coordenados. De
acuerdo con esto, consideremos la
pardbola cuyo vértice esta en el
origen (fig. 75) y cuyo eje coincide
con el eje X . Entonces el foco F
estad sobre el eje X ; sean (p, 0)
sus coordenadas. Por definicion de
pardbola, la ecuacion de la direc-
triz | es x = —p. Sea P(X, Y)
un punto cualquiera de la parébola.
Por P tracemos el segmento PA
perpendicular a |I. Entonces, por
la definicién de parébola, el pun-
to P debe satisfacer la condicidn
geomeétrica

Fig. 75 jpp J_ PA (1)
Por el teorema 2 del Articulo s, tenemos
|FP 1=V (x —p)2+ i/2;
y por el teorema 9 (Art. 33) , tenemos
[PA|=|x+ p\.

Por tanto, la condicion geométrica (1) estd expresada, analitica-
mente , por la ecuacion

V Xx—pY + yi=ijx+p\

Si elevamos al cuadrado ambos miembros de esta ecuacion y simplifi-
camos , obtenemos
y2 = 4px. (2)

eje
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Reciprocamente , sea Pi(xi, y\) un punto cualquiera cuyas coor-
denadas satisfagan (2). Tendremos:

yi2= ipxi.

Si sumamos (xi —p)2 a ambos miembros de esta ecuacion, y extrae-
mos la raiz cuadrada , obtenemos, para la raiz positiva,

vy(xi —p)2+ yi2=|ti + p I,

que es la expresidn analitica de la condicién geométrica (1) aplicada
al punto Pi. Por tanto, Pi estad sobre la pardbola cuya ecuacién esta
dada por (2).

Ahora discutiremos la ecuacion (2) siguiendo el método explicado
en el Articulo 19. Evidentemente, la curva pasa por el origen y no
tiene ninguna otra interseccion
con los ejes coordenados. La
Gnica simetria que posee el lugar
geométrico de (2) es con res-
pecto al eje X, Despejando y
de la ecuacion (2), tenemos :

y = t 2Vpx. (3)

Por tanto, para valores de y
reales y diferentes de cero, py x
deben ser del mismo signo. Se-
gun esto, podemos considerar
doscasos: j)>0yj)<o.

Si p>o0, deben excluirse
todos los valores negativos de x , Fig. 76
y todo el lugar geométrico se
encuentra a la derecha del eje Y. Como no se excluye ningln valor
positivo de x , y como y puede tomar todos los valores reales, el lugar
geométrico de (2) es una curva abierta que se extiende indefinidamente
hacia la derecha del eje Y y hacia arriba y abajo del eje X . Esta posi-
cion es la indicada en la figura 75, y se dice que la pardbola se abre
hacia la derecha.

Anélogamente, si p < o, todos los valores positivos de x deben
excluirse en la ecuacion (3) y todo el lugar geométrico aparece a la
izquierda del eje Y. Esta posicion estd indicada en la figura 76, vy,
en este caso, se dice que la parabola se abre hacia la izquierda.

Es evidente que la curva correspondiente a la ecuacién (2) no tiene
asintotas verticales ni horizontales.
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Seguln la ecuacion (3), hay dos puntos sobre la parabola que tienen
abscisa igual a p ; uno de ellos tiene la ordenada 2p y el otro la orde-
nada —2p. Como la abscisa del foco es p, se sigue (Art. 54) que
la longitud del lado recto es igual al valor absoluto de la cantidad 4p.

Si el vértice de la parabola esta en el origen y su eje coincide con
el eje Y, se demuestra, andlogamente, que la ecuacién de la para-
bola es

X2 = 4py, (4)

en donde el foco es el punto (0, p). Puede demostrarse facilmente
que, si p > 0, la parabola se abre hacia arriba (fig. 77 [a]); vy, si
p < 0, la pardbola se abre hacia abajo (fig. 77 [b]). La discusion
completa de la ecuacién (4) se deja como ejercicio al estudiante.

\% Y
/ |
(0,p)/ 0. VY
V y ~
0 ;A (PN
= y-p,p>0 i
W (6)
Fig. 77

Las ecuaciones (2) y (4) se llaman a veces la primera ecuacién
ordinaria de la pardbola. Como son las ecuaciones mas simples de la
parabola, nos referimos a ellas como a las formas canonicas.

Los resultados anteriores se resumen en el siguiente

Teorema 1. La ecuacion de una parabola de vértice en el origen y
eje el eje X, es
y2 = 4pX,

en donde el foco es el punto (p, o) y la ecuacién de la directriz es
x= —m. Si p> o, la pardbola se abre hacia la derecha; si p < o,
la parébola se abre hacia la izquierda.
Si el eje de una parébola coincide con el eje Y, y el vértice esta en el
origen, su ecuacion es
X2 = 4py,

en donde el foco es el punto (0, p), y la ecuacién de la directriz es
y = —p. Sip>o, laparabola se abre hacia arriba; si p< o, la
parabola se abre hacia abajo.
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Un cada caso, la longitud del lado recto esta dada por el valor absoluto
de 4p, que es el coeficiente del término de primer grado.

Ejemplo. Una pardbola cuyo vértice estd en el origen y cuyo eje coincide
con el eje Y pasa por el punto (4, —2) . Hallar la ecuacién de la parabola, las
coordenadas de su foco, la ecuacién de su directriz y la longitud de su lado recto.
Trazar la grafica correspondiente.

Solucién. Por el teorema 1, la ecuaciéon de la pardbola es de la forma

= 4py. 4

Como la pardbola pasa por el punto (4,
deben satisfacer la ecuacion (4), y

tenemos
16 = 4p(- 2),
de donde, p = —2, y la ecuacién
buscada es
X2 = - 8y,

También, por el teorema 1, el foco
es el punto (0, p), osea, (0, —2),
la ecuacién de la directriz es

y = ~ P-
0 sea, y = 2, Fig- 78

y la longitud del lado recto es 14p | = 8.En la figura 78, se hatrazado el lugar
geométrico, foco, directriz y lado recto.

EJERCICIOS. Grupo 23

Dibujar para cada ejercicio la grafica correspondiente.

En cada uno de los ejercicios 1-4, hallar las coordenadas del foco, la ecuacion
de la directriz y la longitud del lado recto para la ecuacion dada, y discutir el
lugar geométrico correspondiente.

1. y2 = 12* 3. y2+ 8x = 0.

2. = 12y. 4. x2+2y =0.

5. Deducir y discutir la ecuacion ordinaria x2 = 4py.

6. Hallar un procedimiento para obtener puntos de la pardbola por medio
de escuadras y compés, cuando se conocen el foco y la directriz.

7. Hallar un procedimiento para obtener puntos de la pardbola por medio

de escuadras y compds, si se dan el foco y el vértice.

8. Hallar la ecuacién de lapardbola de vértice en elorigen y focoel pun-
to (3, 0).

9. Hallar la ecuacion de la pardbola de vértice en el origen y foco el pun-
to (0, - 3).

10. Hallar la ecuacién de la pardbola de vértice en el origen y directriz la

recta y —5= 0.
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11. Hallar la ecuacion de la parabola de vértice en el origen y directriz la
recta x -+ 5 =0.

12. Una paréabola cuyo vértice estd en el origen y cuyo eje coincide con el
eje X pasa por el punto (—2, 4) . Hallar la ecuacién de la pardbola, jas coor-
denadas del foco, la ecuacién de la directriz y la longitud de su lado recto,

13. Una cuerda de la pardbola y2 —4x = 0 es un segmento de la recta
X —2y + 3 = 0. Hallar su longitud.

14. Hallar la longitud de la cuerda focal de la pardbola x2+~8y = 0 que es
paralela a la recta 3x + Ay —7 = 0.

15. Demostrar que la longitud del radio vector de cualquier punto
Pi(xj, yt) de la pardbola y2 = 4px esigual a [xj + p |

16. Hallar la longitud del radio vector del punto de la pardbola y2—9x —0
cuya orderia‘da es igual a 6.

17. De un punto cualquiera de una parébola se traza una perpendicular al
eje. Demostrar que esta perpendicular es media proporcional entre el lado recto
y la porcion del eje comprendida entre el vértice y el pie de la perpendicular.

18. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el vértice y los pun-
tos extremos del lado recto de la pardbola x2— 4y = 0.

19. Los extremos del lado recto de una pardbola cualquiera se unen con el
punto de interseccién del eje con la directriz. Demostrar que estas rectas son
perpendiculares entre si.

20. Una circunferencia cuyo centro es el punto (4, — 1) pasa por el foco
de la pardbola x2+ 16y = 0. Demostrar que es tangente a la directriz de la
parabola.

21. Hallar la ecuacion de una parabola tomando como ejes X y Y, el eje
y la directriz respectivamente.

En cada uno de los ejercicios 22-25, aplicando la definicién de la parabola,
bailar la ecuacién de la parébola a partir de los datos dados. Reducir la ecuacién
a la primera forma ordinaria por transformacién de coordenadas.

22. Foco(3, 4), directriz x — 1=0.

23. Foco(3, —5), directrizy —1=0.

24.  Vértice (2, 0), foco (0,0),

25. Foco(—1, 1), directrizx + y —5=0.

56. Ecuacion de una parabola de vértice (h, k) y eje paralelo a un

eje coordenado. Frecuentemente necesitaremos obtener la ecuacion de
una parabola cuyo vértice no esté en el origen y cuyo eje sea paralelo ,
y no necesariamente coincidente, a uno de los ejes coordenados. De
acuerdo con esto, consideremos la parabola (fig. 79) cuyo vértice es
el punto (h, k) y cuyo eje es paralelo al eje X. Si los ejes coor-
denados son trasladados de tal manera que el nuevo origen O' coin-
cida con el vértice (h, k), se sigue, por el teorema 1 del Articu-
lo 55, que la ecuacion de la pardbola con referencia a los nuevos
ejes X 'y Y' estd dada por

y'2 = 4px', (1)
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en donde las coordenadas del foco F son (p, o) referido a los nuevos
ejes. A partir de la ecuacién de la paradbola inferida a los ejes origina-
les X y Y, podemos obtener la ecuacion (1) usando las ecuaciones
de trasformacion del teorema 1, Articulo 50, a saber,

x=x+h, y=y+Kk,
de donde,

a—x —h, y =y —k.
Si sustituimos estos valores de x' y y' en la ecuacion (1), obtenemos
(y —ky- = 4p(x - h). (2)

Anélogamente , la parabola cuyo vértice es el punto (h, k) y cuyo
eje es paralelo al eje Y tiene por
ecuacion

(x—h)2=4p(y - k), (3)

en donde \p\ es la longitud de

aquella porciéon del eje com-

prendida entre el foco y el

vértice.
Las ecuaciones (2) y (3)

se Illaman, generalmente, se-

gunda ecuacion ordinaria de la

parébola. pis4 79
Los resultados anteriores,

junto con los obtenidos en el teorema 1 del Articulo 55, conducen al

siguiente

Teorema 2. La ecuacion de una parabola de vértice (h, k) y eje
paralelo al eje X , es de la forma

(- kz=4p(x- h),

siendo |p | la longitud del segmento del eje comprendido entre el foco y el
veértice.

Si p > 0, la pardbola se abre hacia la derecha; si p < 0, la parabola
se abre hacia la izquierda.

Si el vértice es el punto (h, k) y el eje de la parabola es paralelo al
eje Y, su ecuacion es de la forma

(x—h)z= 4p(y —k).

Si p > o, la pardbola se abre hacia arriba; si p < o, la parabola se
abre hacia abajo.
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Ejemplo 1. Hallar la ecuacién de la pardbola cuyo vértice es el punto
(3, 4) y cuyo foco esel punto (3, 2) . Hallar también la ecuacién de su direc-
triz y la longitud de su lado recto.

Solucién. Como el vértice V y el foco F de una pardbola estan sobre su
eje, y como en este caso cada uno de estos puntos tiene la misma abscisa 3, se

sigue que el eje a es paralelo al eje Y, como se indica en la figura 80. Por
tanto, por el teorema 2, la ecuacion de la parébola es de la forma

(x —h)2=4p(y —k).
Como el vértice V esel punto (3, 4), la ecuacion puede escribirse
O - 3)2=4p(y - 4).

Ahora bien, [p| = |FV |= |4 —2]|= 2. Pero, como el foco F estd abajo del
vértice V, la pardbola se abre hacia abajo y p es negativo. Por tanto, p = —2,
y la ecuacion de la pardbola es

U - 3)2= - 8(y - 4),

y la longitud del lado recto es 8.

Designemos por A el punto en que el eje a corta a la directriz 1. Como
V (3, 4) esel punto medio del segmento AF, se sigue que las coordenadas de A
son (3, 6) . Por tanto, la ecuacién de la directriz es y = 6.

Si desarrollamos y trasponemos términos en la ecuacién
(y- k)2=4p(x-h),
y2—4px —2ky + K¢+ 4ph =0,

obtenemos

que puede escribirse en la forma
y2+ aix + ay+ =0, (4)

en donde cu= —ip,az= —2ky aj=P + iph. Reciprocamente ,
completando el cuadrado en y, podemos demostrar que una ecuacion
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de la forma (4) representa una pardbola cuyo eje es paralelo al
eje X .

Al discutir la ecuacion de la forma (4) suponemos que ai”0.
Si ai = o, la ecuacién toma la forma

y2+ cuy + a3 = 0, (5)

que es una ecuaciéon cuadratica en la Unica variable y. Si las raices
de (5) son reales y desiguales, digamos n y n , entonces la ecua-
cién (5) puede escribirse en la forma

(y—n)(y- n) =0,

y el lugar geométrico correspondiente consta de dos rectas diferentes,
y —ri y y = n, paralelas ambas al eje X . Si las raices de (5) son
reales e iguales, el lugar geométrico consta de dos rectas coincidentes
representadas geométricamente por una sola recta paralela al eje X .
Finalmente, si las raices de (5) son complejas, no existe ningun
lugar geométrico.

Una discusion semejante se aplica a la otra forma de la segunda
ecuacion ordinaria de la pardbola

(x- h)2=4p(y—k).
Los resultados se resumen en el siguiente

Teorema 3. Una ecuacion de segundo grado en las variables x y y
que carezca del término en xy puede escribirse en la forma

Ax2+ Cy2+ Dx + Ey+ F = 0.

Si A=0, C~"O yD~0O, la ecuacion representa una parabola
cuyo eje es paralelo a (o coincide con) el eje X . Si, en cambio, D = o,
la ecuacidn representa dos rectas diferentes paralelas al eje X , dos rectas
coincidentes paralelas al eje X , o ningin lugar geométrico, segin que las
raices de Cy2+ Ey + F = 0 sean reales y desiguales, reales e iguales o
complejas.

Si AO, C=0yE~"O, la ecuacion representa una parabola
cuyo eje es paralelo a (o coincide con) el eje Y . Si, en cambio, E = 0,
la ecuacién representa dos rectas diferentes paralelas al eje Y , dos rectas
coincidentes paralelas al eje Y o ningdn lugar geométrico, segin que las
raices de Ax2+ Dx + F = 0 sean reales y desiguales, reales e iguales
o complejas.

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuacion 4x2 — 20x — 24y + 97 = 0 repre-
senta una paréabola, y hallar las coordenadas del vértice y del foco, la ecuacidn
de su directriz y la longitud de su lado recto.
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Soluciéon. Por el teorema 3, la ecuacion
4x2 - 20* —24y + 97 = 0 (6)
representa unaparabola cuyo eje es paralelo al eje Y.

Si reducimos laecuacién (b) a la segunda forma ordinaria, completando el
cuadrado en x, obtenemos

Uy —3). (7

De esta ecuaciéon vemos inmediatamente que las coordenadas del vértice son
( f s). Como 4p =6, p — y la pardbola se abre hacia arriba. Entonces,
como el foco estd sobre el eje y el eje es paralelo al eje Y, se sigue que las coorde-

nadas del foco son \(2— 34-—V o0 sea, \(2— ?)\/ La ecuacién de la directriz

esy =3 —i, 0 sea, y = -3:, y la longitud del lado recto es 14p | = 6.

Se recomienda al estudiante que dibuje la figura correspondiente a este ejem-
plo. También se recomienda resolver el problema por traslacién de los ejes
coordenados.

En las dos formas de la segunda ecuacion ordinaria de la parabola,
dadas por el teorema 2 , hay tres constantes arbitrarias independientes
o parametros, h, k' y p. Por tanto, la ecuacion de cualquier para-
bola cuyo eje sea paralelo a uno de los ejes coordenados puede deter-
minarse a partir de tres condiciones independientes. Veamos un
ejemplo.

Ejemplo 3. Hallar la ecuaciéon de la pardbola cuyo eje es paralelo al eje X
y que pasa por los tres puntos — 1% (©, 5 y (—6, —7).
Solucién. For el teorema 2, la ecuaciéon buscada es de la forma
(y - hy2=4p(x - h).

Podemos, sin embargo, tomar también la ecuacién en la forma dada por el teo-

rema 3, a saber,
Cy2+ Dx -f£y + F = 0.

Como C % 0, podemos dividir toda la ecuacién por C, obteniendo asi
y2+ D'x + £'y + F' =0, (S)
en donde D' = < £'= < y Ff= < son tres constantes por determinarse.

Como los tres puntos dados estdn sobre la parédbola, sus coordenadas deben
satisfacer la ecuacion (8) . Por tanto, expresando este hecho, obtenemos las
tres ecuaciones siguientes correspondiendo a los puntos dados:

i 0i -1), 1+fiD'- £+ £ =0
0, 5), 25 + 58 + B =
( (-6, -7), 49-6D' -7TE£' + F'=0,
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que pueden escribirse asi,

/I VD'-£'+ F' - —1
\ 5E' + F' =—25
( DbD'+7E'— F'=49

La solucién de este sistema de tres ecuaciones nos da
D’'=8 £'= -2 F' = —15
Sustituyendo estos valores en la ecuacién (8) , obtenemos
y2+ 8* - 2y - 15- 0.

que es la ecuacidn de la parédbola que se buscaba.

El estudiante debe dibujar la figura para este ejemplo y verificar el hecho de
que las coordenadas de cadi uno de los tres puntos dados satisfacen la ecuacion
de la pardbola. También debe obtener la misma ecuacién usando la forma

(y —k) 2= 4p (x —h).

EJERCICIOS. Grupo 24

Dibujar para cada ejercicio la figura correspondiente.

1. Deducir y discutir la ecuacion ordinaria (x —h)2 —4p (y — k) =

2. Por transformacién de coordenadas, reducir las dos formas de la segunda
ecuacion ordinaria a las dos formas correspondientes de la primera ecuacion
ordinaria de la parédbola.

3. Demostrar que si setiene la ecuacion de la pardbola en la forma
(y — k)2 =4p (x — h),lascoordenadas de su foco son (h+ p. k), y la
ecuacion de su directriz es x = h —p.

4. Demostrar que si se tiene la ecuacién de una pardbola en la forma
{x — h) 2= 4p (y —k) , lascoordenadas de su foco son (h, k+ p), vy la
ecuacion de su directrizesy = k —p.

5. Por medio de la primera ecuacidn ordinaria, deducir la siguiente propie-
dad geométrica de la pardbola: Si desde un punto cualquiera de una parabola se
baja una perpendicular a su eje, el cuadrado de la longitud de esta perpendicular
es igual al producto de las longitudes de su lado recto y del segmento del eje
comprendido entre el pie de dicha perpendicular y el vértice. Toda paréabola,
cualquiera que sea su posicidn relativa a los ejes coordenados, posee esta propie-
dad geométrica llamada propiedad intrinseca de la pardbola.

6. Por medio de la propiedad intrinseca de la pardbola, establecida en el
ejercicio 5, deducir las dos formas de la segunda ecuacién ordinaria de dicha
curva.

7. Hallar la ecuacién de la pardbola cuyos vértice y foco son los puntos
(—4, 3) y (—1, 3), respectivamente. Hallar también las ecuaciones de su
directriz y su eje.
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8. Hallar la ecuacion de la pardbola cuyos vértice y foco son los puntos
(3, 3) y (3, 1), respectivamente. Hallar también la ecuacion de su directriz y
la longitud de su lado recto.

9. La directriz de una paradbola eslarecta y —1=0, vy su foco esel pun-
to (4, —3) . Hallar la ecuacion de la pardbola por dos métodos diferentes.

10. La directriz de una paradbola es la recta x + 5= 0, y su vértice es el
punto (0, 3) . Hallar la ecuacién de la pardbola por dos métodos diferentes.

En cada uno de los ejercicios 11-15, redlzcase la ecuacién dada a la segunda
forma ordinaria de la ecuacién de la parébola, y hallar las coordenadas del vér-
tice y del foco, las ecuaciones de la directriz y eje, y la longitud del lado recto.

11. 4y2 —48x —20y = 71. 14. 4x2+ 48y + 12* = 150,
12. 9x2+ 24jc + 72y + 16 = 0. 15. y = ax2+ bx + c.
13. y2+ 4x = 17.

16. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 56 trasladando los ejes coordenados.

17. Resolver el ejercicio 14 trasladando los ejes coordenados.

18. Discutir la ecuaciéon Ax2+ Cy2+ Dx+ Ey+F =0 cuando A =E=F =0
y C 0, D 5 0.

19. Resolver el ejemplo 3 del Articulo 56 tomando la ecuacién en la forma
(y —k)2=4p(x —h).

20. Hallar las coordenadas del foco y el vértice, las ecuaciones de la direc-
triz y el eje, y la longitud del lado recto de la pardbola del ejemplo 3 del Ar-
ticulo 56.

21. Determinar la ecuaciéon de la familia de pardbolas que tienen un foco
comdn (3, 4) y un eje comun paralelo al eje Y.

22. La ecuacién de una familia de pardbolas es y = 4x2+ 4x + c. Discutir
coémo varia el lugar geométrico cuando se hace variar el valor del pardmetro c.

23. La ecuacion de una familia de parabolas es y = ax2+ bx. Hallese la
ecuacion del elemento de la familia que pasa por los dos puntos (2, 8)
y (- 1 5).

24. Hallar la ecuacién de la parabola cuyo eje es paralelo al eje X y que pasa
por los tres puntos (0, 0), (8, —4) y (3, 1).

25. Hallar la ecuaciéon de la parabola de vértice el punto (4, — 1), eje la
recta y 4- 1 = 0 y que pasa por el punto (3, —3).

26. Demostrar, analiticamente, que cualquier recta paralela al eje de una
pardbola corta a ésta en uno y solamente en un punto.

27. Demostrar que la longitud del radio vector de cualquier punto
Pi (xi, yi) de la pardbola (y —k) 2 =4p (x —h) esigual a [xX\ —h + p |

28. Hallar la longitud del radio vector del punto de la parabola

y2+ 4X+ 2y —19 =0

cuya ordenada es igual a 3.

29. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que su distancia de la recta x + 3 = 0 es siempre 2 unidades
mayor que su distancia del punto (1, 1).

30. Hallar eidentificar la ecuacion del lugar geométrico del centro de una
circunferencia que es siempre tangente alarecta y — 1= 0 y ala circunferencia

X2+ y2=09.
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57. Ecuacion de la tangente a una parabola. La determinacion
de la tangente a la pardbola no requiere la introduccién de ningdn con-
cepto nuevo. Como la ecuacion de una parabola es de segundo grado ,
su tangente puede obtenerse empleando la condicién para tangencia
estudiada en el Articulo 44.

Como para la circunferencia (Art. 45), consideraremos tres casos :

1 Tangente en un punto de contacto dado. Vamos a determinar la ecua-

cién de la tangente a la pardbola
y2 = 4px, (1)

en un punto cualquiera Pi (xi, yi) de la parabola.
La ecuacién de la tangente buscada es de la forma

y —yi = m(x —xj), 0]
en donde estd por determinarse la pendiente m. Si el valor de y dado por la
ecuacion (2) es sustituido en la ecuacion (1), se obtiene

(yi + mx — mxi) 2 = 4px,
la cual se reduce a

m2x2+ (2myi —2m2xi —4p) x + (yi2+ m2xi2 —?mxiyi) = 0.
Para la tangencia, el discriminante de esta ecuacion debe anularse, y escribimos
(2my\ —2m2x\ —4p) 2 —4m2(yi2+ m2x\2 —2mxiyi) = 0,
la cual se reduce a
xim2 —yira + p =0, 3)
de donde,

m = yi &=\/ yi2—4px""
Ixi

Pero, como P\(x\, yi) estd sobre la pardbola (1), tenemos
yi2 = 4pxi, (4)

de donde m = éAI"' Si sustituimos este valor de m en (2) , obtenemos, después
Xi

de simplificar y ordenar los términos,
2xiy = yi (* + xi) .
De la ecuaciéon (4) , 2*i = 0N, y si se sustituye este valor en la ultima ecuacién
2P

se obtiene la forma mas comun de la ecuacién de la tangente,

yiy = 2p O +xi) .

Muchas propiedades interesantes e importantes de la pardbola estan
asociadas con la tangente en un punto cualquiera de la curva. La
deduccion de tales propiedades es mas sencilla, en general, usando
la forma candnica (1) y, por tanto, la ecuacion de la tangente que
acabamos de obtener es especialmente Gtil. Segin la ecuacién obte-
nida, tenemos el teorema que damos a continuacion.
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Teorema 4. La tangente a laparabola y2 =4px en cualquier
punto Pi (xi, yi) de la curva tiene por ecuacion

yiy = 2p(x + XI).

2. Tangente con una pendiente dadam Consideremos ahora el problema
general de determinar la ecuaciéon de la tangente de pendiente m a la para-
bola (1).

La ecuacion buscada es de la forma

y = mx + Kk, (5)

en donde k es una constante cuyo valor debe determinarse. Sisustituimos el
valor de y dado por (5) en la ecuacién (1), obtenemos

(mx + k) 2 = 4px,
0 sea,
m2x2+ (2mk —4p)x + k2 = 0.

La condicién para la tangencia es
[2mk —4p) 2 —4fcomz = 0,
de donde,
k=-pP,
m

valor que, sustituido en (5), nos da la ecuaci6n buscada

= mx +-5-, m 0.
y m

Teorema 5. La tangente de pendiente m a la pardbola y2 = 4px
tiene por ecuacion

3. Tangente trazada desde un punto exterior. Veamos el siguiente pro-
blema :
Ejemplo. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (2, —4)
a la pardbola x2 - 6x —4y - ij7 = 0.
Solucién. La ecuacion de la familia de rectas que pasan por el punto
(2, —4) es
y+ 4=m(x - 2), (6)

en donde el pardmetro m es la pendiente de la tangente buscada. De la ecua-
cién (6), y = mx —2m —4, valor que sustituido en la ecuacién de la para-

bola nos da
X2 —bx —4(mx —2m —4) + 17 = 0.

Esta ecuacién se reduce a
X2 —(4m + 6) x + (8m + 33) = 0.

Para que baya tangencia,
(4m + 6)2-4(8m + 33) = 0.
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Resolviendo esta ecuacidén se obtiene m =2, —3. Por tanto, por (6), las
ecuaciones de las tangentes buscadas son

y+4 =2(*-2) y tt+4=-3U-2),

0 sea,
2x —y—8=0 vy 3x+y—2=0.

El estudiante debe dibujar la figura correspondiente a este problema.

EJERCICIOS. Grupo 25

Dibujar una figura para cada ejercicio.

En cada uno de los ejercicios 1-3 hallar las ecuaciones de la tangente y la
normal y las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal, para
la parébola y el punto de contacto dados.

1. y2- 4x =0; (1, 2).
2. y2+ 4*+2y + 9=0; (.-6,3).
3. X2- bx+5b5y- 11=0; (-2,-1).

4. Por medio del teorema 4 (Art. 57) hallar la ecuacidndelatangente del
ejercicio 1.

5. Demostrar que la ecuacién de la normalalapardbola y2 = 4px en
Pi(xi, yi) esyi*+ 2py = xiyi +2pyj.

6. Por medio del resultado del ejercicio 5, hallar la ecuacién de la normal
del ejercicio 1.

7. Demostrar que las tangentes a una pardbola en los puntos extremos de
su lado recto son perpendiculares entre si.

8. Demostrar que el punto de interseccién de las tangentes del ejercicio 7
estd sobre la directriz de la paradbola. (Ver el ejercicio 19 del grupo 23,

Art. 55.)

9. Hallar la ecuaciéon de la tangente de pendiente — 1 a la pardbola
y2 —8x = 0.

10. Hallar la ecuacién de la tangente a lapardbola x2+ Ax + 12y —38 =0
que es paralela a la recta 3x+ 9y — 11 = 0.

11. Hallar la ecuacién de la tangente ala 'pardbola y2— 2x + 2y -t- 3

que es perpendicular alarecta 2x + y+ 7 = 0.
12. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto (—3,3)
a la pardbola y2 —3x — 8y + 10 = 0.

13. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas delpunto (1,4) a la
pardbola y2+ 3x —6y + 9 = 0.
14. Del punto (—1, — 1), se trazan dos tangentes a las parabola

y2 —x + 4y + 6 = 0.

Hallar el &ngulo agudo formado por estas rectas.
15. Con referencia a la pardabola y2 — 2x + 6y + 9 = 0, hallarlos valores
de k para los cuales las rectas de la familia x + 2y + k=0:

a) cortan a la pardbola en dos puntos diferentes;
b) son tangentes a la parabola;
c) no cortan a la paréabola.
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16. Hallar el &ngulo agudo de interseccién de la recta x —y —4 = Oyla
parédbola y2 = 2x en cada uno de sus puntos de interseccion.

17. Hallar el &ngulo agudo de interseccion de la circunferencia x2+ y2= 25
y la pardbola x- —4y —4 = 0 en uno cualquiera de sus dos puntos de interseccion.

18. Demostrar que las pardbolas x2—4x + 8y —20=0 y x2—4x —4y+4=0
son ortogonales entre si en cada uno de sus puntos de interseccion.

19. Desde el foco de una pardbola se traza una recta perpendicular a una
tangente cualquiera a la pardbola. Demostrar que el punto de interseccidon de
estas rectas estd sobre la tangente a la pardbola en el vértice.

20. Demostrar que la normal de pendiente m a la pardbola y2 = 4 px tiene
por ecuaciéon y = mx —2pm —pm3.

21. Demostrar que cualquier tangente a una pardbola, excepto la tangente
en el vértice, corta a la directriz y al lado recto (prolongado si es necesario) en
puntos que son equidistantes del foco.

22. En cualquier punto P de una parébola, no siendoel vértice, la tan-
gente y la normal cortan al eje de la pardbola en los puntos A y B, respectiva-
mente. Demostrar que los puntos A, B y P son equidistantes del foco.

23. Por medio del resultado del ejercicio 22, demuéstrese un procedimiento
para trazar la tangente y la normal en cualquier punto de una parabola dada.

24. Demostrar que la tangente a la parédbola (y — k) 2 —4p (x —h) , de

pendiente m, tiene por ecuacién y = mx —mh + k+ —, m 0.
m

25. Demostrar que toda circunferencia que tiene de diametro una cuerda
focal de una parébola, es tangente ala directriz.

26. Se han trazado dos circulos cada uno de los cuales tiene por didmetro
una cuerda focal de una pardbola. Demostrar que la cuerda comun de los circu-
los pasa por el vértice de la parébola.

27. Si desde un punto exterior P setrazan tangentes a una paréabola, el
segmento de recta que une los puntos de contacto se Ilamacuerda de contacto
de P para esa pardbola (véase el ejercicio 25 del grupo 18, Art. 45) . Si
Pi(xi, yi) es un punto exterior a la pardbola y2 = 4px, demuéstrese que la
ecuacion de la cuerda de contacto de Pi es yiy = 2p (x + i) . (Ver el teore-
ma 4, Art. 57.)

28. Demostrar que la cuerda de contacto de cualquier punto de la directriz
de una parabola pasa por su foco.

29. Demostrar que el lugar geométrico de los puntos medios de un sistema
de cuerdas paralelas de una paradbola es una recta paralela al eje. Esta recta se
Ilama didmetro de la parébola.

30. Hallar la ecuacién del didametro de la pardbola y2= 16x para un sistema
de cuerdas paralelas de pendiente 2.

58. La funcion cuadratica. La forma

ax2+ bx + ¢ (1)

en donde, a,b y ¢ son constantesy a o, se llama funcidn cuadra-
tica de x, o trinomio de segundo grado, y puede ser investigada por
medio de la relacion

y —ax2+ bx + c. (2)
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Vimos en el Articulo 56 que la ecuacion (2) se representa gréfica-
mente por una pardbola cuyo eje es paralelo a (o coincide con) ei
eje Y. Por tanto, las propiedades analiticas de la funcidn cuadrati-
ca (1) pueden estudiarse convenientemente por medio de las propieda-
des geométricas de la parabola (2). Si reducimos la ecuacion (2) a
la segunda forma ordinaria de la ecuacidn de la pardbola, completando
el cuadrado en x, obtenemos

Fig. 81

que es la ecuacion de una parabola cuyo eje es paralelo a (o coincide

con) el eje Y, y cuyo vértice es el punto *—2a” °~ 4a) ' Sia > o,

la parabola se abre hacia arriba (fig. 81 [a]); si a < o, la pardbola
se abre hacia abajo (fig. 81 [b]).

Un punto de una curva continua cuya ordenada sea algebraica-
mente mayor que la de cualquiera de los puntos vecinos a él se llama
punto maximo de la curva. Analogamente, un punto cuya ordenada
sea algebraicamente menor que la de cualquiera de los puntos vecinos
a €l se llama punto minimo de la curva. Evidentemente, si a > o
(fig. 81 [a]) la pardbola (2) tiene un solo punto minimo, el vér-
tice V. De manera semejante, si a < o (fig. 81 [&]) la parabola (2)
tiene un Unico punto maximo, el vértice V. La interpretacidon anali-
tica c3 bien obvia. Como las coordenadas del vértice V de la para-

4 . .
bola (4) son \( E 4a) se sigue que a> o la funcibn

. : b o .
cuadratica (3) tiene, para x = —,a un valor minimo igual a
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b2 . . b - .
c——,ysia<o tiene, para x = ——, un valor méaximo igual
b2 . -
a c—— Resumimos estos resultados en el siguiente

Teorema 6. La funcién cuadratica
ax2+ bx+ ¢, a”™ o, (1)
esta representada graficamente por la parabola
y = ax2+ bx + c, (2)

cuyo eje es paralelo a (o coincide con) el eje Y,y cuyo vértice es el
i A b2\
\' 2a’ C 4al

Si a > 0, .a parabola (2) se abre hacia arriba y su vértice es un
punto minimo, y la funcién cuadratica (1) tiene un valor minimo igual
a C—Ebéj cuandd = _Zb_a'

Si a < o, la paradbola (2) se abre hacia abajo y su vértice es un
punto méaximo, y la funcién cuadratica (1) tiene un valor maximo igual

b2 b

a C_4a cuandd x = T

Acabamos de discutir los valores extremos de la funcion cuadra-
tica (1). Pero podemos también determinar facilmente los valores
de x para los cuales la funcién es positiva, negativa o cero. Por
ejemplo, supongamos que la funcion cuadratica (1) es tal que tiene
por grafica a la figura 81 (a) en donde la parabola corta al eje X en
los dos puntos diferentes Pi y Pi. Como las ordenadas de Pi y Pj
son nulas, se sigue, de (1) y (2), que sus abscisas n y rj, respec-
tivamente , son las las raices de la ecuacion de segundo grado

punto

ax2+ bx+ c=o0.

Ademés, como aparece en la gréfica, la funcion (1) es negativa para
los valores de x comprendidos entre n y r<, y es positiva para va-
lores de x menores que n y mayores que ri. El estudiante debe
desarrollar una discusion semejante para la funcién cuadratica repre-
sentada por la figura 81 (s). También debe discutir la funcion cua-
dratica cuya grafica es tangente al eje X , y la funcién cuadratica
cuya grafica no corta al eje X .

Ejemplo. Determinar el méximo o minimo de la funcién cuadratica
6+ X - X 2, (©)

y los valores de x para los cuales esta funcién es positiva, negativa y cero.
llustrar los resultados graficamente.
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Solucién. La funcion (3) estd representada gréaficamente por la pardbola
y =6+ x —x3,

que reducida a la forma ordinaria queda

de modo que la parédbola se abre hacia abajo y su vértice es el punto méaximo

CZ—, 4 como se ve en la figura 82.
Y
A

ego la funcién (3) tiene el valor ma-

ximo 2 cuando x = 1
4 2

Para determinar los valores de x
para los cuales la funciéon (3) es posi-
tiva, necesitamos simplemente determi-
nar, como en Algebra, los valores de x
para los cuales la desigualdad

—*z+ x+ 6>0

es verdadera. Esta desigualdad puede
escribirse en la forma

(—ic—2) (je—3) > 0.

Considerando los signos de los dos factores del primer miembro de esta des-
igualdad, vemos que es verdadera para todos los valores de x comprendidos en
el intervalo —2 < x < 3.

Anélogamente, considerando la desigualdad

(—ijc—2) (jc—3) < 0,

vemos que la funcién (3) es negativa para todos los valores de x tales que
X < —2y x >3
Finalmente, considerando la igualdad

(-x-2) (*-3) =0,

vemos que la funcién (3) se anula cuando x = —2 y x = 3.

59. Algunas aplicaciones de la parabola. La parabola se presenta
frecuentemente en la préactica. EIl propdsito de este articulo es estudiar
brevemente algunas aplicaciones de esta curva.

a) Arco -parabolico. De las diversas formas de arcos usadas en
construccion , una tiene la forma de un arco parabdlico. Tal forma,
llamada arco parabdlico , es Ja indicada en la figura 83 (a). La longi-
tud AC en la base se llama claro o luz; la altura maxima OB sobre
la base se llama altura del arco. Si el arco parabélico se coloca de tal
manera que su vértice esté en el origen y su eje coincida con el eje Y,
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y si la longitud del claro es 2s y la altura es h, entonces podemos
demostrar facilmente que la ecuacion de la pardbola toma la forma

En un puente colgante, cada cable cuelga de sus soportes A y C
en la forma del arco de una curva, como se indica en la figura 83 (6).

Y y
0 ry A B Cc
Z 1
A B C 0 y
(a) (b)
Fig. 83

La distancia AC comprendida entre los soportes del cable es la luz;
la distancia BO , altura vertical de los soportes del cable sobre el
punto més bajo, se llama depresién del cable. Si los pesos de los
cables son pequefios comparados con el de la carga, y si la distribucion
del peso de la carga es uniforme en la direccion horizontal, se demues-
tra en Mecéanica que cada cable toma muy aproximadamente la forma
de un arco parabélico.

b) Propiedad focal de la parabola. La paradbola tiene una impor-
tante propiedad focal basada en el siguiente teorema.

Teorema 7. La normal a la pardbola en un punto Pj (xj, yi)
cualquiera de la parabola forma angulos iguales con el radio vector de Pi
y la recta que pasa por Pi y es paralela al eje de la parabola.

Demostracion. EI teorema no se particulariza si tomamos como
ecuacion de la parabola la forma canédnica

y2= ipx. (1)

Designemos por n la normal a la pardbola en Pi, por | la recta que
pasa por Px paralela al eje, y por r el radio vector FPi, tal como se
indica en la figura 84. Sea a el &ngulo formado por ny r,y |3 el
formado por n y |I. Vamos a demostrar que a = P.
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. . L . 2p ,
La pendiente de la pardbola en Pi(xi yi) es — . segun el teore-

ma 4 del Articulo 57. Por tanto, la pendiente de n es —ii. Tam-
bien la pendiente de r es EX_L__ Por tanto, por el teorema 5 del
Articulo 10,
2li Vi
_ 2p Xj —p _ —X\Y\ + pyi —2-pyi _ —xiyi —pyi
ga —1_ yi2 2pxi —2p2—yi2- 2pxi —2p2—212'
2j3(ati - V)

Y

Como Pi (xi, y\) estd sobre la parabola (1), sus coordenadas
satisfacen la ecuacion (1), y yi2= 4pzi. Sustituyendo este valor
de 7i2 en la Gltima igualdad , tenemos

. -Xiyi —pyi- |i(xi + p) _vyi
2pxi —2p2—dpa;i  —2p(zi + p) 2p’

Y como la pendiente de | es 0, resulta :

yi

o (-1)

Por tanto, de (2) y (3), a = |3, y el teorema queda demostrado.

(3)
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Si un rayo de luz h toca a una superficie pulida m en el punto P,
es reflejado a lo largo de otra recta, digamos h, tal como se indica
en la figura 85(a). Sean lanormalam en P. El &4ngulo a formado
por el rayo incidente h y n se llama &angulo de incidencia; el angulo @
formado por el rayo reflejado h y n se llama angulo de reflexion.
En Fisica se demuestra que la ley de la reflexion establece : 1) que
(i, ny h son coplanares, y 2) que a = |3. Por esta ley y por
el teorema 7, vemos que si un foco luminoso se coloca en el foco F de
una parabola, los rayos inciden sobre la pardbola, y se reflejan segln
rectas paralelas al eje de la pardbola, tal como se indica en la figu-
ra 85(b). Este es el principio del reflector parab6lico usado en las
locomotoras y automoviles y en los faros buscadores.

(a) (b) (©)

Fig. 85

Como el Sol est tan distante de la Tierra, sus rayos, en la super-
ficie terrestre , son, practicamente, paralelos entre si. Si un reflector
parabélico se coloca de tal manera que su eje sea paralelo a los rayos
del Sol, los rayos incidentes sobre el reflector se reflejan de manera
que todos pasan por el foco, tal como se ve en la figura 85(c). Esta
concentracion de los rayos solares en el foco es el principio en que se
basa el hacer fuego con una lente ; también es el origen de la palabra
foco, que es el término latino (focus) empleado para designar el hogar
o chimenea. Esta propiedad también se emplea en el telescopio de
reflexion en el cual los rayos paralelos de luz procedentes de las
estrellas se concentran en el foco.
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EJERCICIOS. Grupo 26

Dibujar una figura para cada ejercicio.

En cada uno de los ejercicios 1-4, hallar el valor maximo o minimo de la
funciéon dada, y comprobar el resultado graficamente.

1. 4*2 + 16* + 19. 3. x2 —bx + 9.
2. 24x - 3x2- 47. 4. 4x - 2x2 - 5.

En cada uno de los ejercicios 5-8, hallar los valores de x, si los hay, para
los cuales es verdadera la desigualdad dada. Comprobar el resultado grafica-
mente.

5. 4x2+ 11*—3 > 0. 7. 12 —x2 —37 > 0.
6. 8* —*2 — 16 <0. 8. *2+ 14* + 49 > 0.

En cada uno de los ejercicios 9-12, hallar los valores de * para los cuales la
funcién dada es positiva, negativa y cero, y tiene un méaximo o un minimo,
Comprobar los resultados graficamente.

9. X2 - 5x + 4. 11. x2- 4x + 4.
10. 3 —5* —2x2. 12. 4x2-7x + 53,

En cada uno de los ejercicios 13-15, sea y = ax2 + bx + c¢ una funcién cua-
dratica tal que las raices de y = 0 sean n y rv.

13. Si n y r2 son reales y desiguales, y n > r2, demostrar que y tiene el
mismo signo que a cuando * > ri y x < n, y es de signo contrario a a cuando
ri > * > ra2.

14. Si n y r2 son reales e iguales, demuéstrese que y tiene el mismo signo
que a cuando * =n.

15. Si n y r2 son nimeros complejos conjugados, demuéstrese que y tiene
el mismo signo que a para todos los valores de *.

16. Hallar la expresién para la familia de funciones cuadraticasde* aue
tienen un valor méaximo igual a 4 para x — — 2.

17. Hallar la expresion para la familia de funciones cuadraticasde* que
tienen un valor minimo igual a 5 para x = 3.

Los problemas enunciados en los ejercicios 18-23 deben comprobarse gréafi-
camente.

18. La suma de las longitudes de los catetos de un tridngulo rectangulo es
constante e igual a 14 cm. Hallar las longitudes de los catetos si el area del trian-
gulo debe ser maxima.

19. La suma de dos nimeros es 8. Hallar estos nimeros si la suma de sus
cuadrados debe ser minima.

20. EI perimetro de un rectangulo es 20 cm. Hallar sus dimensiones si su
area debe ser maxima.

21. Hallar el nidmero que excede a su cuadrado en un nimero méaximo.

22. Demostrar que de todos los rectangulos que tienen un perimetro fijo
el cuadrado es el de a&rea maxima.
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23. Una viga simplemente apoyada de longitud | pies estd uniformemente
cargada con w libras por pie. En Mecdanica se demuestra que a una distancia de
X pies de un soporte, el momento flexionante M en pies-libras estd dado por la
formula M = Zi wix — Vi Demostrar que el momento flexionante es
maximo en el centro de la viga.

24. Determinar la ecuacién del arco parabélico cuyo claro o luz es de 12 m
y cuya altura es de 6 m.

25. Determinar la ecuacion del arco parabdlico formado por los cables
gque soportan un puente colgante cuando el claro es de 150 m y la depresiéon de
20 metros.



CAPITULO Vil

LA ELIPSE

60. Definiciones. Una elipse es el lugar geométrico de un punto
que se mueve en un plano de tal manera que la suma de sus distancias
a dos puntos fijos de ese plano es siempre igual a una constante, ma-
yor que la distancia entre los dos puntos.

\

Los dos puntos fijos se llaman focos de la elipse. La definiciéon de
una elipse excluye el caso en que el punto movil esté sobre el segmento
que une los focos.

Designemos por F y F' (fig. 86) los focos de una elipse. La rec-
ta | que pasa por los focos tiene varios nombres ; veremos que es con-
veniente introducir el término de eje focal para designar esta recta.
El eje focal corta a la elipse en dos puntos, V y V ', llamados vértices.
La porcidon del eje focal comprendida entre los vértices, el segmento
VV , sellama eje mayor. El punto C del eje focal, punto medio del
segmento que une los focos, se llama centro. La recta |I' que pasa por
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C y es perpendicular al eje focal | tiene varios nombres ; encontrare-
mos conveniente introducir el término eje normal para designarla. EIl
eje normal |' corta a la elipse en dos puntos, A 'y A', y el segmento
AA' se llama eje menor. Un segmento tal como BB"', que une dos
puntos diferentes cualesquiera de la elipse, se llama cuerda. En par-
ticular, una cuerda que pasa por uno de los focos, tal como EE"', se
llama cuerda focal. Una cuerda focal, tal como LL7, perpendicular
al eje focal | se llama lado recto. Evidentemente como la elipse tiene
dos focos, tiene también dos lados rectos. Una cuerda que pasa por C,
tal como D D', se llama un didmetro. Si P es un punto cualquiera de
la elipse, los segmentos FP y F'P
que unen los focos con el punto P se
llaman radios vectores de P .
61. Ecuacion de la
centro en el origen y ejes de coorde-
V y nadas los ejes de la elipse. Consi-
remos la elipse de centro en el
origen y cuyo eje focal coincide con
el eje X (fig.87). Losfocos Fy F'
estan sobre el eje X . Como el cen-
Fig. 87 tro O es el punto medio del seg-
mento FF', las coordenadas de
F y F' serdn, por ejemplo, (c, 0) y (—c, 0), respectivamente,
siendo cunaconstante positiva. Sea P (x, y) un punto cualquiera
de la elipse. Por la definicién de la curva, el punto P debe satisfacer
la condicién geométrica

[FP[+ IFrP\ = 2a, (1)

en donde a es una constante positiva mayor que c.
Por el teorema 2, Articulo 6, tenemos

IWp \= V (x-cy +y2, \fip\=V (x+ cy + y2,

de manera que la condicion geométrica (1) estd expresada analitica-
mente por la ecuacion

V (x —c)2+ y2+ V (x + ¢)2+ y2= 2a. (2)

Para simplificar la ecuacién (2), pasamos el segundo radical al
segundo miembro, elevamos al cuadrado , simplificamos y agrupamos
los términos semejantes. Esto nos da



LA ELIPSE 175

Elevando al cuadrado nuevamente, obtenemos

C2x2+ 2a2cx+ ad = a2x2+ 2a2ex + a2c2+ az2y2,

de donde,
(a2 —c2)x2-\- a2y2 = aZa2 —c2). (3)

Como 2a > 2c esa2> c2 y a? — c2 es unnimero positivo que
puede ser reemplazado por el nimero positivo b2, es decir,

b2= a2— c2. (4)
Sien (3) reemplazamos a2—c2 por b2, obtenemos
b2x2+ a2y2= a2b2,

y dividiendo por a2b2, se obtiene, finalmente,

5 + i - 1 <5>

Reciprocamente, sea -Pi(a:i, xi) un punto cualquiera cuyas coor-
denadas satisfacen la ecuacion (5), de manera que

K +Vv= 1- (6)

Invirtiendo el orden de las operaciones efectuadas para pasar de la
ecuacion (2) ala (5), y dando la debida interpretacién a los signos
de los radicales, podemos demostrar que la ecuaciéon (6) conduce a la
relacion

V (xi —e)2+ yi2+ V (Xi + ¢)2+ yi2= 2a,

que es la expresion analitica de la condicién geométrica (1) aplicada
al punto Pi. Por tanto, Pi estd sobre la elipse cuya ecuacién esta
dada por (5).

Ahora discutiremos la ecuacién (5) de acuerdo con el Articulo 19.
Por ser a y —a las intersecciones con el eje X , las coordenadas de
los vértices V.y V' son (a, 0) y (—a, 0), respectivamente, y la
longitud del eje mayor es igual a 2a, la constante que se menciona en
la definicidn de la elipse. Las intersecciones con el eje Y sonby —b.
Por tanto , las coordenadas de los extremos A y A' del eje menor son
(0, b) y (0, —6), respectivamente, y la longitud del eje menor es
igual a 26.

Por la ecuacién (5) vemos que la elipse es simétrica con respecto a
ambos ejes coordenados y al origen.
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Si de la ecuacion (5) despejamos y, obtenemos
y —+ —mV a2—xl. (7)

Luego , se obtienen valores reales de y solamente para valores de x del
intervalo
—a<x<a. (8)

Si de la ecuacion (5) despejamos x, obtenemos
X — % V 2 —y2,

de manera que se obtienen valores reales de x, solamente para va-
lores de y dentro del intervalo

—bS yE b (9)

De (8) y(9) sededuce que la elipse esta limitada por el rectdngulo
cuyosladosson las rectas x = * a,y = * &Por tanto, la elipse es
una curva cerrada.

Evidentemente, la elipse no tiene asintotas verticales ni horizon-

tales .
La abscisa del foco Fes c. Sien (7) sustituimos x por este valor
se obtienen las ordenadas correspondientes que son

y = % ;V a2 —c2,

de donde, por la relacién (4),

b2
= + —
Y= % 3

2b*
Por tanto , la longitud del lado recto para el foco F es — . Analoga-

. 262
mente, la longitud del lado recto para el foco F' es .

Un elemento importante de una elipse es su excentricidad que se
) L, Q
defime como la rak6n — y se representa usualmente por la letra e.

De (4) tenemos
e=JL= VV-fc.
a a

Como ¢ < a, la excentricidad de una elipse es menor que la unidad.
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Consideremos ahora el caso en que el centro de la elipse estd en el
origen, pero su eje focal coincide con el eje Y. Las coordenadas de
los focos son entonces (0, ¢) y (0, —c). En este caso, por el mismo
procedimiento empleado para deducir la ecuacion (5), hallamos que
la ecuacién de la elipse es

i+ s =1> <n >

en donde a es la longitud del semieje mayor, b la longitud del semieje
menor, y a2 = b2+ c¢2, La discusiéon completa de la ecuacion (11) se
deja al estudiante como ejercicio.

Las ecuaciones (5) y (11) se llaman, generalmente, primera
ecuacion ordinaria de la elipse. Son las ecuaciones mas simples de la
elipse y, por tanto, nos referiremos a ellas como a las formas cano6-
nicas .

Los resultados anteriores se pueden resumir en el siguiente

Teorema 1. La ecuacion de una elipse de centro en el origen, eji
focal el eje X, distancia focal igual a 2c y cantidad constante igual
a 2a es

EPREE PIa

Si el eje focal de la elipse coincide con el eje Y, de manera que las

coordenadas de los focos sean (0, c¢) y (0, —c), la ecuacién de la
elipse es
y2
B2t a2” *

Para cada elipse, a es la longitud del semiejemayor, b la del semieje
menor, y a, b y c estan ligados por la relacién

a2= b2+ c2.

También, para cada elipse, la longitud de cada lado recto es 222y la

excentricidad e estd dada por la férmula

NOTA. Si reducimos la ecuacion de una elipse a su forma candnica, pode-
mos determinar facilmente su posicién relativa a los ejes coordenados compa-
rando los denominadores de los términos en x™ y y2. El denominador mayor
estd asociado a la variable correspondiente al eje coordenado con el cual coincide
el eje mayor de la elipse.
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Ejemplo. Una elipse tiene su centro en el origen, y su eje mayor coincide
con el eje Y. Si uno de los focos es el punto (0, 3) y la excentricidad es igual
a hallar las coordenadas de otro foco, las longitudes de los ejes mayor y
menor, la ecuacion de la elipse y la longitud de cada uno de sus lados rectos.

Solucién. Como uno de los focos es el punto (0, 3), tenemos ¢ = 3, y las
coordenadas del otro foco son (0, —3). Como la excentricidad es Yi , tenemos
.- 1I - (a - Ia'

de donde, a = 6. Tenemos, también,
b=V a2- ¢c2= V 62—32= 3y/1.

Por tanto, las longitudes de los ejes mayor y menor son 2a= 12 y 2b = 6 V*3,
respectivamente.
Por el teorema 1, la ecuacion de la elipse es

ve, B2
27 T 36
. 2£2 2 27
La longitud de cada lado recto es — = . = 9.
a

El lugar geométrico es el representado en la figura 88.

EJERCICIOS. Grupo 27

Dibujar una figura para cada ejercicio.

X2 \_u2.,

1. Deducir la ecuacién ordinaria-l;-é--- 5 1 a partir de la definicion de
a

la elipse.
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2. Desarrollar una discusion completa de la ecuaciéon ordinaria

3. Dados los focos y la longitud de su eje mayor, demostrar un procedi-
miento para obtener puntos de una elipse usando escuadras y compas.

i. Demostrar un procedimiento para obtener puntos de una elipse usando
escuadra y compds si se conocen sus ejes mayor y menor.

5. Demostrar que la circunferencia es un caso particular de la elipse cuya
excentricidad vale cero.

En cada uno de los ejercicios 6-9, hallar las coordenadas de los vértices y
focos, las longitudes de los ejes mayor y menor, la excentricidad y la longitud
de cada uno de sus lados rectos de la elipse correspondiente. Trazar y discutir el
lugar geométrico.

6. 9x2+ 4y2 = 36. 8. 16jc2+25y2 = 400.
7. 4x* + 9y2 = 36. 9. x2+ 3y2= 6.

10. Hallar la ecuacién de la elipse cuyos vérticesson los puntos (4, 0),
(—4, 0), y cuyos focos son los puntos (3, 0), (— 3,0).

11. Los vértices de una elipse son los puntos (0, 6), (0, —6), y sus focos
son los puntos (0, 4), (0, —4). Hallar su ecuacion,

12. Hallar la ecuacion de la elipse cuyos focos sonlospuntos (2, 0),
(— 2, 0), y suexcentricidad es igual a %.

13. Los focos de una elipse son los puntos (3, 0), (—3,0), y lalongitud
de uno cualquiera de sus lados rectos es igual a 9. Hallar la ecuaciéon de la elipse.

14. Hallar la ecuacién y la excentricidad de la elipse que tiene su centro en el

origen, uno de sus vértices en el punto (0, —7) y pasa por el punto (v i, Jz%).

15. Una elipse tiene su centro en el origen y su. eje mayor coincide con el
eje X. Hallar su ecuacion sabiendo que pasa por los puntos (V b, —1I)vy

su centro en el origen, su eje menor coincide con el eje X y la longitud de su
eje mayor es el doble de la de su eje menor.

17. Demostrar que la longitud del eje menor de una elipse es media propor -
cional entre las longitudes de su eje mayor y su lado recto.

18. Demostrar que la longitud del semieje menor de una elipse es media
proporcional entre los dos segmentos del eje mayo*r determinados por uno de ios
focos.

19, Demostrar que si dos elipses tienen la misma excentricidad, las longi-
tudes de sus semiejes mayor y menor son proporcionales.

20. Si Pi(xj. yi) esun punto cualquiera de la elipse b2x2+ a2y2= a2b2,
demuéstrese que sus radios vectores son a + exi y a — ex\. Establecer el signi-
ficado de la suma de estas longitudes.

21. Hallar los radios vectores del punto (3, /) que estd sobre la elipse
7x1+ 16yJ = 112.
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22. Los puntos extremos de un didmetro de la elipse b2x2 + a2y2 = a26*
son Pi y P2. Si F es uno de los focos de la elipse, demostrar que la suma de
los radios vectores FPxy FP2 esigual ala longitud del eje mayor.

23. Si k esun nuimero positivo, demostrar que la ecuacién 3x2 + 4y2 = k
representa una familia de elipses cada una de las cuales tiene de excentri-
cidad

En cada uno de los ejercicios 24-26, usando la definicién de elipse, hallar la
ecuacion de la elipse a partir de los datos dados. RedUzcase la ecuacion ala pri-
mera forma ordinaria por transformacién de coordenadas.

24. Focos (3, 8) y (3, 2) ; longitud del eje mayor = 10.
25. Vértices(—3,-1) y (5, —1); excentricidad =
26. Vértices (2, 6) y (2, —2) ; longitud del lado recto = 2.

27. Hallar e identificar la ecuaciéon del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que su distancia de la recta y = — 8 es siempre igual al
doble de su distancia del punto (0, —2).

28. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos me-
dios de las ordenadas de los puntos de la circunferencia x3+ j/? = 9.

29. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos que
dividen a las ordenadas de los puntos de la circunferencia x2 4- y2 = 16 en la
razén 1:4. (Dos soluciones.)

SO. Un segmento AB de longitud fija se mueve de tal manera que su extre-
mo A permanece siempre sobre el eje X y su extremo B siempre sobre el eje Y.
Si P es un punto cualquiera, distinto de A y B, y que no esté sobreelsegmento
AB o0 en su prolongacién, demuéstrese que el lugar geométrico de P es una
elipse. Un instrumento basado sobre este principio se usa para construir elipses
teniendo como datos los ejes mayor y menor.

62.Ecuacion de la elipse de centro (h, k) y ejes paralelos a los
coordenados. Ahora consideraremos la determinacion de la ecuacion
de unaelipsecuyo centrono estd en el origen y cuyos ejes son parale-
los alos ejescoordenados. Segun esto, consideremos la elipse cuyo
centro esta en el punto (h, fc) y cuyo
eje focal es paralelo al eje X tal como
se indica en la figura 89. Sean 2ay 2b
las longitudes de los ejes mayor y me-
nor de la elipse , respectivamente. Si
los ejes coordenados son trasladados
de manera que el nuevo origen O
coincida con el centro (h, k) de la
elipse, se sigue, del teorema 1, Ar-
ticulo 61, que la ecuacion de la elipse

con referencia a los nuevos ejes X' y Y' estd dada por
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De la ecuacién (1) puede deducirse la ecuacién de la elipse referida a
los ejes originales X y Y usando las ecuaciones de transformacion del
teorema 1, Articulo 50, a saber :

*= X'+ h, y:yl'j'kv
de donde :

X'=x—h, y' =y —Kk.

Si sustituimos estos valores de x' y y' en la ecuacion (1), obtenemos

(x- hy (y- k)2 .
a- o+ b ’ A

que es la ecuacion de la elipse referida a los ejes originales X y Y.
Analogamente, podemos demostrar que la elipse cuyo centro es el
punto (h, k) y cuyo eje focal es paralelo al eje Y tiene por ecuacion

(x-hy y-ky
b2  + d1 (6]
Las ecuaciones (2) y (3) se llaman, generalmente, la segunda

ecuacion ordinaria de la elipse. Los resultados precedentes, juntos con
el teorema 1 del Articulo 61, nos dan el siguiente

Teorema 2. La ecuacion de la elipse de centro el punto (h, k) vy
eje focal paralelo al eje X , estd dada por la segunda forma ordinaria,
x—h)2 (y- k)2 _

a2 b2

Si el eje focal es paralelo al eje Y , suecuacién estd dada por la
segunda forma ordinaria

(x-hy , (y- k)2
b2 a2 o« 1

Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b es la del
semieje menor, ¢ es la distancia del centro a cada foco,y a, by c
estan ligadas por la relacion

a2= b2+ c2.

También, para cada elipse, la longitud de cada uno de sus lados rectos

2h2 .. . .
es - y la excentricidad e estd dada por larelacién
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Ejemplo 1. Los vértices de una elipse tienen por coordinadas (—3, 7) y
(—3, —1), y lalongitud de cada lado recto es 2. Hallar la ecuacién de la
elipse, laslongitudes desus ejes mayor y menor, las coordenadas de sus focos
y su excentricidad.

Solucién. Como los vértices V y V7 estan sobre el eje focal y sus abscisas
son ambas — 3, se sigue (fig. 90) que el eje

y focal es paralelo al eje Y. Por tanto, por el
teorema 2, la ecuacion de la elipse es de la
forma

(x —h)y2 . (y —k)2 _ ,
b2 a2

El centro C es el punto medio del eje ma-
yor VV', 'y sus coordenadas son, por lo
tanto, (—3, 3). La longitud del eje ma-
yor VV' es 8, como se puede ver facilmente.
Por tanto, 2a 8 y a= 4. La longitud del

2 bz

lado recto es 2. Como a = 4, se sigue

que262 = 8, de donde 6 = 2, vy la longitud
del eje menor es 4. Luego laecuacién de la

elipse es
(* + 3)2 (y -3) 2 _
4 16

También, c¢2= a2 —b2= 16 —4 = 12, de donde ¢ —2 . Por tanto,

las coordenadas de los focos son F(—3, 3+2 VT)y F'(—3, 3 —2VT),
s c 2V 1 V 3
y la excentricidad e = — - — B = -

0 4 é

Consideremos ahora la ecuacion de la elipse en la forma

(x—hy , (y—k)2 _
o =

(2)

Si quitamos denominadores, desarrollamos, trasponemos y ordenamos
términos, obtenemos
62x2+ a2y2 — 2b2hx — 2a2ky + 62A2+ a2l — a2b2 = 0, (4)
la cual puede escribirse en la forma
AX2+ Cy2+ 2>x+ 72+ i,= 0, (5)

en donde, A =Db2,C= a2, D= —2b2h, E = —2a2ie vy
F = b2h2+ k2— 02?22. Evidentemente, los coeficientes A y C de-
ben ser del mismo signo.
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Reciprocamente, consideremos una ecuacion de la forma (5) y
reduzcamosla a la forma ordinaria (2) completando cuadrados. Ob-
tenemos

CD2+ AE2- 4ACF ,n
C A 4A2C2 [}
Sea M = — — (j— mSi M " 0, la ecuaciéon (6) puede
escribirse en la forma
MC + il 1 (7)

que es la ecuacion ordinaria de la elipse.

Como A y C deben concordar en signo, podemos suponer, sin
perder generalidad, que son ambos positivos. Por lo tanto, si (5)
debe representar una elipse, la ecuacién (7) demuestra que M debe
ser positivo. EIl denominador 4A2(72 de M es positivo; por tanto,
el signo de M depende del signo de su numerador CD 2Jr A E 2—4:ACF,
al que designaremos por N . De acuerdo con esto, comparando las
ecuaciones (6) y (7), vemos que, si N > 0, (5) representa una
elipse ; de (6), si N = 0, (5) representa el punto Unico

\ 2A 2C )

llamado usualmente una elipse punto, y si N < 0, la ecuacién (6)
muestra que (5) no representa ningun lugar geométrico real.

Una discusion semejante se aplica a la otra forma de la segunda
ecuacion ordinaria de la elipse. Por tanto, tenemos el siguiente

Teorema 3. Si los coeficientes Ay C son del mismo signo, la ecuacion
Ax2+ Cy2+ Dx+ Ey+ F =0

representa una elipse de ejes paralelos a los coordenados, o bien un punto,
0 no representa ningtn lugar geométrico real.

Ejemplo 2. La ecuaciéon de una elipse es x2+ 4y2+ 2x — 12y +6 =0 .
Reducir esta ecuacion a la forma ordinaria y determinar las coordenadas del cen-
tro, de los vértices y de los focos; calcular las longitudes del eje mayor, del eje
menor» de cada lado recto y la excentricidad.

Solucién. Vamos a reducir la ecuaciéon dada a la forma ordinaria, comple-
tando los cuadrados. Resulta:

U2+ 2%)+ 4(1*-3y)= -6
y (x*+ 2x + 1) + 4(y2 - 3y + %)= -b + 1+9,
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de donde, (x + \)2+ 4(y —%)2= 4,
de manera que la forma ordinaria es

(x + > (y - yo* =
4 T 1

Las coordenadas del centro C son, evidentemente, (—1, }i), y el eje focal es
paralelo al eje X. Como a2= 4, a= 2, y las coordenadas de los vérticesV y V1

son (—1+2, %) vy (—1—2, %), osea, (1, %) y (—3, , respectiva-
mente. Como ¢3 = a2 — b2, resulta, c = \/ 4 —1=\/ 3, y las coordenadas

de los focos F y F' son (— 1+ \/3, y (—1—V 3, %), respectiva-

mente. La longitud del eje mayor es 2a = 4, la del eje menor es 26 = 2, y la

. 272 2*1 . */1

longitud de cada lado recto es — = > = 1. La excentricidad es e = P
a a

El lugar geométrico esta representado en la figura 91.

EJERCICIOS. Grupo 28

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Deducir y discutir la ecuaciéon ordinaria — ~ ~ 22+ (y ~ ") 2
b2 a2
2. Por transformacién de coordenadas, reducir las dos formas de la segunda
ecuacién ordinaria a las dos formas correspondientes de la primera ecuaciéon ordi-
naria de la elipse.

3. Si la ecuacion de una elipse viene dada en la forma
b2(x - h)2+ a2(y - k)2 = a2b2,
demostrar que las coordenadas de sus vértices son (h + a, k), {h —a k), vy
que las coordenadas de sus focos son (h + ¢, k), (h —¢c, k), en donde,
c=y/la2—b2.

é. Usar la primera ecuacién de la elipse para deducir la siguiente propiedad
geométrica intrinseca de la elipse: Si O es el centro de una elipse cuyos semiejes
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mayor y menor son de longitudes a y b, respectivamente, y Q es el pie de la
perpendicular trazada desde cualquier punto P de la elipse a su eje focal, en-
tonces

0Q2 PQ2_

a2 b2

5. Aplicando la propiedad intrinseca de la elipse, establecida en el ejer-
cicio 4, deducir las dos formas de la segunda ecuacién ordinaria de la elipse.

6. Los vértices de una elipse son los puntos (1, 1) y (7, 1) y suexcentri-
cidad es }{. Hallar la ecuaciéon de la elipse, las coordenadas de sus focos y las
longitudes de sus ejes mayor y menor y de cada lado recto.

7. Los focos de una elipse son los puntos (—4, —2) y (—4, —6), yla
longitud de cada lado recto es 6. Hallese la ecuacién de la elipse y su excen-
tricidad.

8. Los vértices de una elipse son los puntos (1, —6) y (9, —6) y lalon-
gitud de cada lado recto es %. Hallar la ecuacion de la elipse, las coordenadas
de sus focos y su excentricidad.

9. Los focos de una elipse son los puntos (h 8) y (3, 2), y lalongitud
de su eje menor es 8. Hallar la ecuacién de la elipse, las coordenadas de sus vér-
tices y su excentricidad.

10. EI centro de una elipse es el punto (—2, — 1) y uno de sus vértices es
el punto (3, — 1) . Silalongitud de cada lado recto es 4, hallese la ecuacién
de la elipse, su excentricidad y las coordenadas de sus focos.

11. EI centro de una elipse es el punto (2, —4) y el vértice y el foco de un
mismo lado del centro son los puntos (—2, —4) y (— 1, —4), respectiva-
mente. Hallar la ecuacién de la elipse, su excentricidad, la longitud de su eje
menor y la de cada lado recto.

12. Discutir la ecuacién Ax2+ Cyf + Dx + Ey + F —0 cuando A y C
son ambos positivos y D = E = 0.

En cada uno de los ejercicios 13-16, reducir la ecuacién dada a la segunda
forma ordinaria de la ecuacion de una elipse, y determinense las coordenadas del
centro, vértices y focos, las longitudes de los ejes mayor y menor, y la de cada
lado recto y la excentricidad.

13. x2+ 4y2- 6jc+ 16y + 21=0.
14. 4*2 + 9y2+ 32* - 18y + 37
15. *2 + 4y2 - 10* - 40y + 109
16. 9*2 + 4y2- 8y - 32 = 0.

o
e e

17. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 62 trasladando los ejes coordenados.

18. Resolver el ejercicio 16 por traslaciéon de los ejes coordenados.

19. Si el centro de una elipse no esta en el origen, y sus ejes son paralelos a
los coordenados, demuéstrese que la ecuacién de la elipse puede estar completa-
mente determinada siempre que se conozcan las coordenadas de cuatro de sus
puntos.

20. Hallar la ecuacién de la elipse que pasa por los cuatro puntos (1, 3),

/ V3
(—1 4), 10, 3 ——— 1y (—3, 3)ytiene sus ejes paralelos alos coordenados.

21. Hallar la ecuacién de la familia de elipses que tienen un centro comun
(2, 3), un eje focal comun paralelo al eje X, y la misma excentricidad igual
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a /i . Dibujar tres elementos de la familia asignando tres valores diferentes al
parametro.

22. La ecuacion deunafamiliadeelipses es 4x2+ 9y2 + ax + o6y —11 =0.
Hallarla ecuacién del elemento de la familia que pasa por los puntos (2, 3)
y (5. ).

23. La ecuacion de una familia de elipses es kx2 + 4y2+ 6x —8y — 5= 0.
Hallar las ecuaciones de aquellos elementos de la familia que tienen una excen-
tricidad igual a /

24. Hallar las longitudes de los radios vectores del punto (2, 1) dela
elipse 9x2+ y2 —18x —2y + 1=0.

25. EIl punto medio de una cuerda de la elipse x2 + 4y2 —6;t —8y —3 =0
es el punto (5, 2) . Hallar la ecuacién de la cuerda.

26. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que su distancia del eje Y es siempre igual al doble de su
distancia del punto (3, 2) .

27. Desde cada punto de la circunferencia x2 + y2+ 4x + 4y —8 = 0, se
traza una perpendicular al diametro paralelo al eje X. Hallar e identificar la
ecuacion del lugar geométrico de los puntos medios de estas perpendiculares.
Trazar el lugar geométrico.

28. Desde cada punto de la circunferencia x24- y2 —6x —2y 4 1= 0, se
traza una perpendicular al diametro paralelo al eje Y. Hallar e identificar la
ecuacion del lugar geométrico de los puntos medios de estas perpendiculares.
Trazar el lugar geométrico.

29. La base de un tridngulo es de longitud fija, siendo sus extremos los
puntos (0, 0) y (6, 0) . Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico
del vértice opuesto que se mueve de manera que el producto de las tangentes de
los angulos de las bases es siempre igual a 4.

30. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico del centro de una
circunferencia que se mantiene tangente a las circunferencias x2+y2—4y —12=10
y x2+ y2= 1. (Dos soluciones.)

63. Propiedades de la elipse. Muchas de las propiedades mas
importantes de la elipse estdn asociadas con sus tangentes. Como la
ecuacion de una elipse es de segundo grado, sus tangentes pueden
determinarse empleando la condicion para la tangencia estudiada en el
Articulo 44. EI procedimiento para la resolucion de problemas relati-
vos a tangentes a la elipse es, por lo tanto, idéntico al usado para la
circunferencia (Art. 45) y la pardbola (Art. 57). Por esto, se deja
como ejercicio el demostrar los teoremas 4 y 5 que enunciamos a con-
tinuacion :

Teorema 4. La tangente a la elipse b2x2+ a2y2= a2b2 en cual-
quier punto Pi (xi, yi) de la curva tiene por ecuacion

b2xix + a2yiy = a2b2.

Teorema 5. Las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la
elipse b2x2+ a2y2= a2b2 son

y = mx + V a2na2-f b2.
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Una importante propiedad focal de la elipse estd basada en el
siguiente teorema :

Teorema 6. La normal a una elipse en uno cualquiera de sus
puntos es hisectriz del angulo formado por los radios vectores de ese punto.

Demostracion. EI teorema no pierde generalidad tomando la
ecuacion de la elipse en su forma canonica

b2x2+ a2y2 = a2b2. (1)

En este caso, sea n (Ug. 92) la normal a la elipse en un punto cual-
quiera Pi(xi, yi) de la curva. Sea a el angulo formado por n y el
radio vector FPi, y 3 el formado
por n y el radio vector F'Pi. Va-
mos a demostrar que a = (3.

Por el teorema 4 anterior, la
pendiente de la elipse en Pi (xi, y\)

Xi

es — =, de manera que la pen-
s 2

diente de la normal n es i xi Las

pendientes de los radios vectores

FPiy F'Pi son T XTy+]_-C ,

respectivamente. Entonces, por el teorema 5, Articulo 10, resulta :

_ i a2di
tga= Xi — ¢ b2xi b2xiyi —a2xiyi + a2cyi
( ( a22/i\ b2Xi2 — b2exi + a2yi2

\ xi —c) \b2xi/

Como el punto Pj esta sobre la elipse, sus coordenadas (xi, yi) satis-
facen la ecuacion (1), es decir,

b2Xi2 + a2yi2 = a2b2.

Usando esta relacion y la relacién c2 = a2— b2, tenemos :
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Analogamente, tenemos

a2yi _ yi
0 b~ Xxi x\+ ¢ _a2xiy\ 4 a2cyi —b2xi y\
S ( ( 2\~ 52 XI*+ b‘CXl + a" I2

ANNb2xj v x\+ ¢

_ Xiyx (a2— b2) + a~cyl _ c2x\yl+ aacyi
a2b2+ b2cxi £2(a2 + cxj)

_cyi(exi + a2) _ £di
62(cxi + a2) — 02"

Por tanto, como tg a = tg (3, a = @.

Aplicando la ley de la reflexion (Art. 59), el teorema 6 es evidente.
En efecto, consideremos una superficie de reflexién que tenga como
seccion recta una elipse ; supongamos que se coloca un foco luminoso
en el foco F de la elipse, y que un rayo incide sobre la elipse en el
punto Pi. Entonces este rayo serd reflejado de tal manera que el
aDgulo de reflexion @3 sea igual al angulo de incidencia a. Pero, por
el teorema 6, tal rayo reflejado pasara por el otro foco F'. Luego los
rayos de unfoco luminoso colocado enun foco de la elipse alincidir
sobre la curva se reflejan de manera que pasan por el otro foco. Como
las ondas sonoras se reflejan como las luminosas, los sonidos originados
en uno de los focos pueden ser oidos claramente en el otro foco y ser
inaudibles en los puntos intermedios. Este es el principio en que se
basa la construccion de las camaras secretas.

Vamos a mencionar brevemente algunas otras aplicaciones de la
elipse. Los arcos usados en la construccién tienen , frecuentemente,
la forma de arcos elipticos. En ciertos tipos de maquinas se usan
engranes elipticos. Algunas partes estructurales de metal se constru-
yen de seccion recta eliptica. Es también interesante notar que los
planetas en su recorrido alrededor del Sol se mueven en drbitas elipticas
en las cuales el Sol ocupa uno de los focos.

EJERCICIOS. Grupo 29

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Demostrar el teorema 4 del Articulo 63.

2. Demostrar el teorema 5 del Articulo 63.

3. Demostrar el siguiente teorema como corolario al teorema 4 del Articu-
lo 63: La ecuacién de la tangente a la circunferenciax2 + y2= a2 encualquier
punto Pi(xi, yi) es x\x + yiy = a2m (Véase elejercicio 10delgrupo 18,
Articulo 45.)
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4. Demostrar el siguiente teorema como corolario al teorema 5 del Articu-
lo 63 : Las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la circunferencia

X2+ y2=a2son y=mx sxal\/ m2+ 1.

(Véase el ejercicio 16 del grupo 18, Art. 45.)
5. Demostrar que la ecuacién de la tangente a la elipse a2x2 b2y2= a2b2,
en cualquier punto Pi (xi, yi) es a2xix + b2yiy = dJb2.

En cada uno de los ejercicios 6 y 7 hallar las ecuaciones de la tangente y la
normal y las longitudes de la tangente, normal, subtangente y subnormal, para
la elipse y punto de contacto dados.

6. 2x2+ 3y2= 5;(1, - 1).
7. 4*2+ 2y2 - T7x + y - 5=0;(2,1).

8. Hallar las ecuaciones de las tangentes de pendiente 2 a la elip-
se 4x2+ 5y2“ 8.

9. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la elipse 3*2+y2+4x —2y—3=0
que son perpendiculares ala recta x + y — 5 *m 0.

10. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas del punto (3, — 1) a la
elipse 2x2 + 3y3-f-x—y —5 = 0.

11. Con referencia a la elipse x2+ 3y2+ 3x —4y — 3 = 0, hallar los va-
lores de k para los cuales las rectas de la familia 5x + 2y + k =0:

a) cortan ala elipse en dos puntos diferentes;
b) son tangentes ala elipse;

c) no cortan a la elipse.

12. Hallar el 4ngulo agudo de interseccién de las elipses 3x2 + 4y2 = 43 y
4*2+ y2 —32* + 56 = 0 en uno de sus dos puntos de interseccién.

13. Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la elip-
se b2(x —h)2+ a2(y — k)2 = a2b2sony —/'= m(x —h) £ y/ a2m2+ b2.

14. Demostrar que la ecuacién de la normal ala elipse 62*2+ a2y2 = a2b2
en el punto Pi(*i, yi) es a2yix — b2xiy —a2xjyi + b2xjy: = 0.

15. Se tienen como datos una elipse y sus focos. Por medio del teorema 6
(Art. 63) demostrar un procedimiento para construir la tangente y la normal en
cualquier punto de la elipse.

16. Demostrar que si cualquier normal a la elipse, excepto sus ejes, pasa
por su centro, la elipse es una circunferencia.

17. Demostrar que las tangentes a una elipse trazadas en los extremos de un
didmetro son paralelas entre si.

18. Demostrar que la pendiente de una elipse en cualquiera de los puntos
extremos de uno de sus lados rectos es numéricamente igual a su excentricidad.

19. Demostrar que el producto de las distancias de los focos de una elipse a
cualquier tangente es constante e igual al cuadrado de la longitud del semieje
menor.

20. Por el punto (2, 7) se trazan tangentes a la elipse

2x2+ y2+ 2x —3y —2 = 0.

Hallar las coordenadas de los puntos de contacto.
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21. Si desde un punto exterior Pi se trazan tangentes a una elipse, el seg-
mento de recta que une los puntos de contacto se Illama cuerda de contacto de Pj
para esa elipse. (Véase el ejercicio 27 del grupo 25, Art. 57.) Si Pi(jri, yi)
es un punto exterior a la elipse b2x2 + a2y2 = a2b2, demuéstrese que la ecuacion
de la cuerda de contacto de P\ es b2xix + a2yiy = a2b2. (Véase el teorema 4
del Art. 63.)

22. Hallar la ecuacion de la cuerda de contacto del punto (3, 1) para la
elipse x2 + 2y2 = 2.

23. Demostrar que la ecuacién del lugar geométrico de los puntos medios de
cualquier sistema de cuerdas paralelas de pendiente m de la elipse

b2x2 + a2y2 = a2b2 es y = — —x, m 7°0.
a2m

Obsérvese que el lugar geométrico es una recta que pasa por el centro y, por
tanto, es un diametro de la elipse. (Véase el ejercicio 29 del grupo 25, Art. 57.)

24. Establecer y demostrar un teorema para la circunferencia que sea analogo
al teorema dado en el ejercicio 23 para la elipse.

25. Demostrar que si un diametro de una elipse biseca todas las cuerdas
paralelas a otro diametro, el segundo diametro biseca a todas las cuerdas parale-
las al primero. Tales diametros se llaman diametros conjugados de la elipse.



CAPITULO VI
LA HIPERBOLA

64.  Definiciones. Una hipérbola es el lugar Peométrico de un

punto que se mueve en un plano de tal manera que el valor absoluto

de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano , llama-

dos focos, es siempre igual a una cantidad constante, positiva y

menorgue_ la distancia entre los focos. o
La definicion de la hipérbola excluye el caso en que el punto movil

se mueva sobre la recta que pasa por los focos a excepcion del segmento

comprendido entre ellos. Los focos y el punto medio de este segmento
no pueden pertenecer al lugar geometrico. .

EI lector debe observar la estrecha analogia que existe entre las
definiciones de la hipérbola y elipse. La analogia entre estas dos cur-
vas se encontrara frecuentemente a medida que avancemos en nuestro
estudio de la hipérbola. o

En el articulo siguiente veremos que la hipérbola consta de dos
ramas diferentes, cada una de longitud infinita. En la figura 93 se ha
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dibujado una porcion de cada una de estas ramas; los focos estan
designados por Fy F'. Larecta | que pasa por los focos tiene varios
nombres; como para la elipse creemos conveniente introducir el tér-
mino eje focal para designar esta recta. El eje focal corta a la hiper-
bola en dos puntos, V'y V', llamados vertices. La porcion del eje
focal comprendido entre los vertices, el segmento VV', se llama
eje transverso. El punto medio C del eje transverso se llama centro.
La recta V que pasa por Cy es r[])_er.pendlcular al eje focal 1 tiene
varios nombres ; nosotros, como lo hicimos para la elipse , considera-
mos conveniente introducir el término eje normal para esta recta. El
eje normal 1" no corta a la hipérbola ; sin e.mbar%o, una porcion defi-
nida de este eje, el segmento AA" en la fllgural 3, que tiene C por
punto medio, se llama eje conjugado. La longitud del eje conjugado
se dara en el siguiente articulo. El seﬂmento que une dos puntos dife-
rentes cualesquiera de la hipérbola se llama cuerda; estosE{)untos pue-
den ser ambos de la misma rama, como para la cuerda BB, o uno de
una rama y el otro de la otra, como para el eje transverso VV'. En
particular, una cuerda qfue pasa por un foco, tal como EE’ se llama
cuerda focalUna cuerdafocal, — tal como LL’, perpendicular al eje
focal Isellama ladorectoevidentemente, por tener dos focos, la
h|%erbola tiene dos lados rectos. Una cuerda que pasa por C, tal como
DD’, se [lama diametro. Si P esun punto cualquiera de la hipérbola,
los segmentos FPPy F'P que unen los focos con el punto P se llaman
radios vectoresde P. o _

65. Primera ecuacion ordinaria de la hiperbola. Consideremos la
hipérbola de centro en el origen
cuyo eje focal coincide con el eje
(fig. 94). Los focos F y F ' estan

A entonces sobre el eje X . Como el
centro O es el punto medio del
aegnlgentoF FF' I(as 0)coo[denad0%s

(. ' . e FyF"seran (c, —¢, 0),

POV 0 T f(el) respectivamente, siendo ¢ una

A\ constante positiva. Sea P (x, y)

un punto cualquiera de la_hipérbo-

la. " Entonces, Ipor la definicion de

Fig. 94 la hiperbola, el punto P debe sa-

o tisfacer la condicion geométrica

siguiente, que expresa que el valor absoluto de la diferencia de las
distancias del punto a los focos es una cantidad constante,
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en donde a es una constante positiva y 2a < 2c. La condicion geo-
métrica (1) es equivalente a las dos relaciones,

|FP |—[F'P | = 2a, (2)
|¥P |—|F ? | = —2a. (3)
La relacion (2? es verdadera cuando P_esta sobre la rama izquierda
de la hipérbola; la relacion (3) se verifica cuando P estd sobre la

rama derecha. ,
Por el teorema 2, Articulo 6, tenemos

IFP\=V (X—c)2+ y2, {F'P\=Vv (x+ ¢)2+ y2,
de manera que la condicion geométrica (1) estd expresada analitica-

mente por
VI(Xx—C)2+ y2—V (x t ¢)2+ y2= 2a, (4)
V (x —c)2+ y2—V {x + ¢)2+ y2= — 2a, (5)

correspondiendo las ecuaciones (4) y (5) a las relaciones (2) y (3),
respectivamente. . o

Por el mismo procedimiento usado al transformary simplificar la
ecuacion (2) del Articulo 61 para la elipse, podemos demostrar que
las ecuaciones (4) y (5) se reducen cada una a

(2—a2)x2—a2y2= a2(c2—a2). (6)

Por ser ¢ > a, c2—a2es un ndmero positivo que podemos desig-
nar por 62. Por tanto, sustituyendo en la ecuacion (6) la relacion

h2= ¢2— a2, (7)

b2x2- a2y2= ab?,
que puede escribirse en la forma

obtenemos

)
2=t (s)

Podemos demostrar reciprocamente, que si P iixi, yi) es un punto
cual(?mera cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion 88% entonces Pi
satisface la condicion geometrica (1) y, por lo tanto, esta sobre la
hiperbola. Luego la ecuacion (8) es [a ecuacion de la hiperbola.

Estudiemos ahora Ia ecuacion (8) de acuerdo con el Articulo 19.
Las intersecciones con el eje X son a'y —a. Por tanto, las coorde-
nadas de los vértices V.y V son (a, 0) y (—o, 0), respectiva-
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mente , y la longitud del eje transverso es igual a 2a, que es la cons-
tante que interviene en la definicion. Aun%ue no hay intersecciones
con el eje Y, dos puntos, 4Fg0, b)y 4/(0, —.bJ, se toman_como
ext,rem?s d2e6I eje conjugado. Por tanto, la longitud del eje conjugado
es igual a 26.

a ecuacion (8) muestra que la hipérbola es simétrica con respecto
a ambos ejes coordenados y al origen.

Despejando y de la ecuacion %8), resulta:

y=1t Vx2—a2 (9)

Por tanto, para que los valores de y sean reales, x esta restringida a
variar dentro de los intervalos x>a y x<—a. De aqui que nin-
guna porcion del lugar geométrico aparece en la region comprendida
entre las rectas x =a y x = —a, _

Despejando x de la ecuacion (8) se obtiene

x=zy V yl+ v2 (10)

de Ia cual vemos que x es real para todos los valores reales de y .

Sequn esto, las ecuaciones (9) %'(’10)’ juntas, con la simetria del
lugar geométrico, muestran que la |Perbola no es una curva cerrada
sino que consta de dos ramas diferentes, una de las cuales se extiende
indefinidamente hacia la derecha, arriba y abajo del eje X , y la otra
(sjelextle)rgde indefinidamente hacia la izquierda y por arriba 'y abajo
el eje X .

LJa hipérbola (8) no tiene asintotas verticales ni horizontales.
En el siguiente articulo demostraremos, sin embargo, que la curva

tiene dos asintotas oblicuas. y _
De la ecuacion (9) y de la relacion (7), hallamos que la longitud

de cada lado recto es z—gz.
Como para la elipse, la excentricidad e de una hipérbola esta defi-
nida por la razén —. Por tanto, de (7), tenemos

¢ Va2+ h

€= 4 a

(11

Con&odc > a, la excentricidad de una hipérbola es mayor que la
unidad.
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. Sicel centro de la hipérbola estd en el ori%en pero su eje focal coin-
cide con el eje Y, hallamos, analogamente, que la ecuacion de la
hipérbola es

yl lj.2

W =1- <12>

La discusion completa de la ecuacion (12) se deja al estudiante.
Las ecuaciones (8) y (12) las llamaremos primera ecuacion ordi-
naria de la hipérbola. Son las'mas simples de esta curva por lo que nos
referiremos a ellas como formas canonicas. o
Los resultados precedentes se resumen en el siguiente

Teorema 1. La ecuacion de la hipérbola de centro en el origen, eje
focal coincidente con el gje X, y focos los puntos (¢, 0) y (—¢c, 0), €s

a2 b2

Si el eje focal coincide con el eje Y, de manera que las coordenadas
de los focos sean (0, ¢) y (0, —¢), entonces la ecuacion es

a2 b2

Para cada hipérhola, a es la lon%itud del semieje transverso, b la del
semieje conjugado, c la distancia del centro a cada foco, y a, b, ¢
estan ligadas por la relacion

2= a2+ b2.
También, para cada hipérbola, la longitud de cada uno de sus lados
rectos es @2, y la excentricidad e esta dada por la relacion

Nota. La posicion de una elipse con relacion a los ejes coordenados puede
determinarse como se indico en la nota del teorema 1 del Articulo 61. Este mé-
todo no es aplicable a la hipérbola, ya que podemos tener a> b, a<h oa=b.
La posicion de la hipérbola se determina por los signos de los coeficientes de las
variables en la forma_canonica de su ecuacion. La variable de coeficiente posi-
tivo corresponde al eje coordenado que contiene al eje transverso de la hipérbola.

Ejemplo. Los vértices de una hipérbola son les puntos V(0, 3) vy
V'l0, —3), y sus focos los puntos F (0, 5) y F1(0, —5). Hallar la ecua-
cion de la hipérbola, las longitudes de sus ejes transverso y conjugado, su
excentricidad y la longitud de cada lado recto.
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Solucion. Como los vértices y los focos estan sobre el eje Y, el eje focal
coincide con el eje Y. Ademas, el’punto medio del eje transverso esta, eviden-
temente, en el origen. Por tanto, por el teorema 1, la ecuacion de la hipér-
bola es de la forma

=

_La distancia entre los vértices es 2a =6, longitud del eje transverso. La
distancia entre los focos es 2c = 10. Por tanto, a=3 y ¢= 5 de donde

\

(2= —a2=25—9= 16 Por lotanto, 6 = 4, y lalongitud del eje conju-
gado es 2b = 8. La ecuacion de la hipérbola es entonces

La excentricidad es e = i—g y la longitud de cada lado recto e

a

2b2 2-16 R

a 3 3 /I . r . . .
El lugar geométrico esta representado en Ia,fl%yra 95, en donde ej eje conju-

gado estd indicado por el segmento AA" del eje X.

EJERCICIOS. Grupo 30

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Demostrar que las ecuaciones (4) y (5) del Articulo 65 se reducen cada
una ala ecuacion (6) . . o

2. Demostrar que si Pi es unjpunto cualquiera cuzas coordenadas (*j, yi)
satisfacen la ecuacion b2x2 —a2y2 = a2b2, entonces Pi esta sobre la hipérbola
representada por esta ecuacion.
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3. Deducir la ecuacion ordinaria 5 ------ W, 1 apartir de la definicion de

5. Demostrar un procedimiento f)ara obtener, con escuadras y compas,
puntos de una hipérbola, dados los focos y la longitud de su eje transverso.

En cada uno de los ejercicios 6-9, para la ecuacion dada de la hipérbola, ha-
[lense las coordenadas de los vértices y focos, las Ion?nudes de los ejes transverso
y conjugado, la excentricidad y la longitud de cada lado recto. Tracese y disci-
tase el lugar geométrico.

6. 9x2- 4y2 =36 8. 9y2- 4x2=36.
7. 4x2—=9y2= 36 9. x2- dy* =4

10. Los vértices de una hipérbola son los puntos V (2, 0), V'(—2, 0),
y sus focos son los puntos F (3, 0), F1(—3, Og. Hallar su ecuacion y su ex-
centricidad. . _ _

11. El centro de una hipérbola estd en el origen, y su eje transverso esté
sobre ¢l eje Y. Si un foco es el punto (0, 5) y la excentricidad es igual a3,
hallese la ecuacion de la hipérbola'y la longitud de cada lado recto.

. Los extremos del gje conjugado de una hipérbola son los puntos (0, 3I)
K' (0, —=3), y la longitud de cada lado recto es 6. Hallar la ecuacion de [a
ipérbola y su excentricidad. o

13. Los vértices de una hipérbola son (0, 4), (0, —4), y su excentricidad
& |&;ual a %. Hallar la ecuacion de la hipérbola'y las coordenadas de sus focos.

4. Una hipérbola tiene su centro en el origen y su eje transverso sobre el
eje X. Hallar su ecuacion sabiendo que su excentricidad es Vi \H>y que la
curva pasa por el punto (2, 1). _ . .

15. Una hipérbola tiene su centro en el origen y su eje conjugado esta sobre
el eje X. La longitud de cada lado recto es %, 'y lahipérbola pasa por el punto
(—1 2). Hallar su ecuacion.

16, Hallar la ecuacion de la hipérbola_que pasa por los puntos (13" =2)y
(7, 6), tiene su centro en el origen y el eje transverso coincide con el eje X.

En cada uno de los ejercicios 17-19, usando la definicion de hipérbola, hallar
la ecuacion de dicha curva a partir de los datos dados. Mediante un cambio de
coordenadas, poner la ecuacion en la primera forma ordinaria.

17. Focos (=7, 3), (—1,3); longitud del eje transverso =4,
18. Veértices El, 4; , (5, 4) . longitud del lado recto = 5.
19. Vértices (3, 4), (3, —2); excentricidad = 2

20. Demostrar ?ue la Tongitud del eje conjugado de una hipérbola es media
progoruonal entre [as longitudes de su gje transverso y su lado recto.
21, Si k esun nimero cualquiera diferente de cero, demostrar que la ecua-
cion 3xz —3y3 = k representa una familia de hipérbolas de excentricidad igual

ayl2
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22, SiPi(xi, yi) esun punto cualquiera de la hipérbola b2 2—a2y2=a2?,
demostrar que las longitudes de sus radios vectores son |exi + a| y |exi —a|.

23. Hallar las longitudes de los radios vectores del punto (6, i) de la hipér-
bola 5x2 —4y2= 80. g .

Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que su distancia del punto (6, 0) es siempre igual al doble
de su distancia de la recta 2x —3=0. o

. La base de un triangulo es de longitud fija siendo sus puntos extremos
(3, 0) y (=3, 0). Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico del
vértice opuesto si el producto de las pendientes de los lados variables es siempre
igual a 4. Trazar el lugar geométrico.

66.  Asintotas de la hipérbola. Si de la forma canonica de la
ecuacion de la hipérbola
b2 —a2y2 = a2f2, (1)
despejamos y, obtenemos
y—tg V & —a2,
que puede escribirse en la forma
(2)

Frecuentemente se desea investigar lo que ocurre en una _ecuacion
cuando una de las variables aumenta numeéricamente sin limite. (Ver
nota 3, Art. 18.) Si un punto de la hipérbola (1) se mueve a lo
largo de la curva, de manera que su abscisa x aumenta numgricamente
sin‘limite , el radical del segundo miembro de (2) se aproxima mas y
mas a la unidad , y la ecuacion tiende a la forma

(3)

Como la eeuacién (3) representa las rectas y = —x y y = ——x,

esto nos conduce a inferir, de la definicion de asintota (Art. 18), que
la hipérbola es asintota a estas dos rectas. Ahora demostraremos
que esta deduccion es correcta, .

Sea Plﬁxu yi) un punto cualquiera de la parte superior de la rama
derecha de Ia hiperbola (1), como se indica en la figura 96. La ecua-

cion de la recta y — 7 X puede escribirse en la forma
bx —ay = 0. (4)
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Por el teorema 9 del Articulo 33, la distancia d de la recta (4) al
punto P\ (x\, i/i) esta dada por

_ Ibxi—ayi(
1=y b2+ a2 )

Si multiplicamos numerador y denominador del sequndo miembro de
(5) por |bxi+ ayil, obtenemos
d = | b2xi2 —a2yi2l
V b2+ a2 lbxi+ ayi[ (6)

Pero como Pi esta sobre la hipérbola .%1_), h2xi2— a2yi2= a2h2, de
manera que la ecuacion (6) puede escribirse en la forma

_ a2b?
=V b2+ a2byi + ayi )

Si Pi se mueve hacia la derecha a lo largo de la curva y se aleja inde-
finidamente del origen, sus coordenadas, xi y yi, aumentan ambas

de valor sin limite, de manera que, por la ecuacion (7), d decrece
continuamente y se aproxima a cero. Se sigue, de acuerdo con esto
Por la definicion de asintota (Art, 18), qlue la recta (4) esuna asin-
ota de la rama derecha de la hipérbola (1). .

Si Pi esta sobre la parte inferior de la rama izquierda de la hipér-
bola (1) y se mueve hacia la izquierda a lo largo de la curva alejan-
dose indefinidamente del origen , entonces sus coordenadas Xi y yi
aumentan de valor ambas sin limite en la direccion negativa. La
ecuacion (73 muestra entonces que d decrece continuamente y tiende
a cero, de donde se sigue que la recta (4) es también una asintota de
la rama izquierda de la hiperbola (1).
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Quedan dos casos por considerar que son, cuando Pi esta sobre la
parte inferior de la rama derecha y cuando esta sobre la parte superior
de larama izquierda. Empleando el mismo razonamiento que en los
dos parrafos anteriores, podemos demostrar que la recta bx-\-ay = 0
es una asintota de ambas ramas de la hipérbola (1).

Estos resultados se resumen en el siguiente

Teorema 2. Lahipérbola b2x2—a2y2= a2b2, tiene por asintotas
las rectas bx —ay = 0y bx + ay = 0.

NOTAS. 1 Si la ecuacion de una hipérbola estd en su forma candnica, las
ecuaciones de sus asintotas pueden obtenerse reemplazando el término constante
por cero g factorizando eIJmmer miembro. Asi, para lahipérbola 9x2—4y2= 36,
tenemos 9x2 —4y2 = 0, de donde, (33x +2y) (3x —2y) = 0, y las ecuaciones
de las asintotas son 3x + 2y = 0y 3x—2y = 0. .

. La gréafica de una hipérbola puede eshozarse mu¥_ facilmente trazando sus
vértices y sus asintotas. Las asintotas actlan en la gréfica como lineas guia
(ver nota 4, Art. 18) . g o
_ Ejemplo. Hallar la ecuacion ae la hipérbola que pasa por el punto (6, 2)
tiene su centro en el origen, su eje transverso esta sobre el eje X, y una de sus
asintotas s la recta 2x — 5y = 0. )

Solucion. Por el teorema 2 anterior, la otra asintota es la recta 2x+5y —0.

Tr Las ecuaciones de ambas asintotas
pueden obtenerse haciendo h igual
a cero en la ecuacion

(2c - By) (2x + 5y) = k,

4x2 - 25y2= k.

Como la hiFérboIa buscada debe

pasar por el punto (6, 2), las

. g o coordenadas de este punto deben
satisfacer la ecuacion de la hipérbola, Por tanto, si hacemos x =6 y y =2 en
la Gltima ecuacion, hallamos k - 44, y la ecuacion de la hipérbola que se

busca es
4x2 - 25y2 = 44,
La grafica es la figura 97,

67.  Hipérbola equilatera o rectangular. Consideremos la hipér-
bola especial cuyos ejes transverso y con&u%ado son de igual longitud.
—a2b2 toma la forma mas

Entonces a = b, y [a ecuacion 62x- —azy
sencilla
X' —y2=a-. (1)

Debido a la igualdad de sus ejes, la hipérbola (1) se llama hipérbola
equilatera.
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Por el teorema 2 del Articulo 66, las asintotas de la hipérbola
equilatera (1) son las rectas x —y =0y x+y=0. Como estas
rectas son perpendiculares, resulta que las asintotas de una hipérbola
equilatera son perl[)endlculareg entre si. Por esta razon la_ hipér-
bola equilatera se llama también hipérbola rectangular. Es un ejercicio
facil demostrar que, reciprocamente, una hiperbola rectangular es
también equilatera, _ N . .

Una forma particularmente simple y Util de la ecuacion de la hiper-
bola equilatera es

Xy =k, (2)

en donde k es una constante cualquiera diferente de cero. Aplicando
los métodos del Articulo 18,Joodemos demostrar que la curva (2) tiene
por asintotas a los ejes coordenados, y que, si k es positivo la grafica
es como se ve en la figura 98. El estudiante debe demostrar que si se
?lran los ejes coordenados un angulo de 45° , Ia ecuacion (,ZE) se trans-
IQtrma en xn—yn = 2k, que es la ecuacion de una hipérbola equi-
atera .

Y

68. Hipérbolas conjugadas- Si dos hipérbolas son tales que el eje
transverso de cada una €s idéntico al ,e!)e conjugado de la otra, se
|laman hipérbolas conjugadas. Cada hipérbola es entonces la hipérbola
conjugada de la otra, y también se dice que cada hipérbola es conju-
gada_con respecto a la otra .

Si la ecuacion de una hipérbola es
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entonces, de acuerdo con la definicion, la hipérbola conjugada de (1)
tiene por ecuacion

Evidentemente, la ecuacion (2) puede obtenerse de la ecuacion (1)
cambiando simplemente el signo de uno de_los miembros de (1). Asl,
si la ecuacion de una hipérbola es 2x2—7¥2 = 18, entonces la ecua-
cion de su hiperbola conjugada es 7y2—2x2= 18. )

El par de hipérbolas conjugadas (1) y (2), junto con sus asinto-
tas, se han trazado en la figura 99. ES Un ejercicio sencillo demostrar
que un par de hiperbolas conjugadas tienen un centro comun , un par
comun de asintotas, y todos sus focos equidistan del centro. |

El estudiante debe observar el rectangulo dibujado en la figura 99.
Un bosquegp aproximado de un par de hipérbolas conjugadas pueden
obtenerse facilmente construyendo primero este rectangulo, ya que sus
diagonales son las asintotas,

EJERCICIOS. Grupo 31

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Siel punto Pigxi, yi) esté sobre !a parte inferior de la rama derecha de
la hipérbola b2x'; —a2y2 = a2b2, demostrar que la recta bx + ay = 0 es una
asintota de la rama derecha. . o

2. Si el punto Pi(xi, ;I) estd sobre la parte superior de la rama izquierda
de la hipérbola b2x2—a2yZ—a2b2, demostrar que la recta bx + ay —0 esuna
asintota de la rama izquierda. . ,

3. Demostrar que la hipérbola b2y2 — a2 = a2b2 tiene por asintotas las
rectas by —ax =0y by + ax = 0. ) -

d. Hallary trazar las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola

4x2- 5y2=1.

5. Hallar los puntos de interseccion de la recta 2x —9y + 12 = 0 con las
asintotas de la hipérbola 4x2 —9y2= 1L

6. Hallar la ecuacion de la hipérbola que pasa For el punto (3, —1), su
centro esta en el origen, su eje transverso esta sobre el eje X, y una de sus asin-

totas es la recta
2+ 3Vizy =0

7. Hallar la ecuacion de la hipérbola que pasa por el punto 52, 3), tiene su
centro en el origen, su eje transverso estd sobre el eje Y, 'y una de sus asintotas
es la recta 2y — s/ 7x =.0. -

8. Hallar la distancia del foco de la derecha de la hipérbola 16a:2 —9y2= 144

a una cualquiera de sus dos asintotas. o _
9. Demostrar que si las asintotas de una hipérbola son perpendiculares entre

si, la hipérbola es equilatera.
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10.  Discutir y trazar la grafica de la ecuacion xy —- 8. _

11, Demostrar que la excentricidad de toda hipérbola equilatera esigual
al\l2.

_ 12, Demostrar que el producto de las distancias de cualquier punto de una
hipérbola equilatera a sus asintotas es una constante.

13, Hallar eidentificar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que el producto de sus distancias a dos rectas perpendicu-
lares es S|em?re igual a una constante, .

14, Hallar la ecuacion de la hipérbola equilatera que pasa por el punto
(— 1, —5) y tiene por asintotas alos ejes coordenados. - .

15, Demostrar que la distancia de cualquier punto de una hipérbola equila-
tera a su centro es media ()/rroporuon.al entre las longitudes de los radios vectores
del punto. Sugestion: Véase el ejercicio 22 del grupo 30, Articulo 65, y el
gjercicio 11 de este grupo. _ o

16, Hallar las coordenadas de los vértices y focos, y la excentricidadde la
hipérbola que es conjugada a la que tiene por ecuacion

9X2 _ 4y2 = 36.

17. Demostrar que dos hipérbolas conjugadas tienen las mismas asintotas.

18, Demostrar que los focos de un par de hipérbolas conjugadas estan sobre
una circunferencia. . o . . _

19.  Demostrar que si una hipérbola es equilatera, su hipérbola conjugada
es también equiltera, o o

20.  La excentricidad de la hipérbola b2x2—a2y2 = a2h2 es ei. Sila ex-
centricidad de su hipérbola conJugada €S e demostrar %ue el e=hra

21, Si las excentricidades de dos hipérbolas conjugadas son ciy et, demos-
trar que ei8 + ejf= eilei. _ )

22. Demostrar que la distancia de un foco a una cualquiera de las asintotas
de una hlé),erbola es igual a la longitud de su semieje conjugado. o

23. S a esel angulo agudo de inclinacion dé una “asintota dela hipérbola
b2x2 — a2y2 = a2b2, demostrar que su excentricidad es igual a seca.

21, Demostrar que si una recta es paralela a una asintota de una hipérbola,
corta a la curva solamente en un punto. .
_25. Demostrar que el producto de las distancias de cualquier punto de una
hipérbola a sus asintotas es constante.

69.  Segunda ecuacion ordinaria de la_hipérbola. Si el centro de
una hipérbola no esta en el origen, pero sus ejes son paralelos a los ejes
coordenados, sus ecuaciones pueden obtenerse tal como se determina-
ron ambas formas de la secllunda ecuacion ordinaria_de la elipse
(Art. 62). Por esto, se deja al estudiante, como ejercicio, el demos-
trar el siguiente teorema :

Teorema 3. La ecuacion de una hipérbola de centro el punto
(h, k) y eje focal paralelo al eje X, es de la forma
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Si el eje focal es 'paralelo al eje Y, su ecuo.cion es
- k)3 (x- h)2
(v a2) _ b2) i}

Para cada hipérbola, a es la longitud del semigje transverso, b la
del semicje conjvgado, ¢ la distancia el centro a cada uno de los focos,
y a,b,cestan Ilgadas por la relacion

2= a2+ h2.

También, para cada hipérbola, la longitud de cada lado recto es 2732, y
la excentricidad e estd dada por la relacion
_ C_d a2+ b2, 4
e= ? = mm- a' """ > 1

_ Una discusion de la segunda forma ordinaria de la ecuacion de la
hipérbola, analoga a la discusion (1ue_ para la elipse nos condujo al
teorema 3 del Articulo 62, nos da el siguiente

Teorema 4. Si los coeficientes Ay C difieren en el signo, la

ecuacion
Ax:+ Cy2+ Dx+ Ey+ F=10

representa una hipérbola de ejes paralelos a los coordenados, o un par de
rectas que se cortan.

Ejemplo. Discutir el lugar geométrico de la ecuacion
%% . 4y2 - 54% + By + 113 = (), (1)
Solucion. Vamos a reducir la ecuacion (1) a la forma ordinaria comple-
tando los cuadrados. Entonces,
9(*2- 6%) - 4(y2- 2y) = - 113
y 92~ 6x + 9)- 4(y2- 2y+ )= - 13+ 81-4,
de donde,
9(x - 3)2- 4(y- 1)2= - 3.
de manera que Irs forma ordinaria es
- D2 -3)2 .
(y ,07- oy )2 _ ., n
?ue es la ecuacion de una hipérbola cuyo centro C esel punto (3, 1) y cuyo eje
ocal es paralelo al eje Y (fig. 100) . o
Como a2—9, a =3 y las coordenadas de los vértices Vy V' son

(3, 1+3) y (3, 1—3), 0sea, (3, 4 y (3, —2), respectivamente. Como
c2=a2+ bz, c=y/9+ 4=V"13, ylas coordenadas de los focos F y F' son
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3, 1+ VlBg y (3, 1- \/ 13), respectivamente. La longitud del eje trans-
verso es 2a = 6, “la del eje conjugado es 2b —4, y la de cada lado recto es

- ici = _ =N
R La excentricidad es e 2 3

Para obtener las ecuaciones de las asintotas, aplicaremos el teorema 2 del
Articulo 66, teniendo en cuenta que el centro de la hipérbola es el punto (3, 1)

i

y no el origen. Si los ejes coordenados son trasladados de manera que el nuevo
origen sea el centro C (3, 1), la ecuacion (2) se reduce a la forma candnica

de modo que las ecuaciones de las asintotas referidasa los nuevos ejes se obtienen
de la relacion

Pero esta Gltima relacion al ser referida a los ejes originales X y Y, toma la

forma iE__li_ oc-3) =
9 4 w
de donde,

de manera que las ecuaciones de las asintotas referidas a los ejes originales
Xy Y son
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0 seq, X+ 2y—I1=0 y Xx—=2y—-7=0

El estudiante debe observar que la relacion (3) puede obtenerse inmediatamente
reemplazando el término constante por cero en el sequndo miembro de la ecua-
cion ordinaria (2) . (Ver el ejercicio 13 del grupo 32, siguiente. )

EJERCICIOS. Grupo 32

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Demostrar el teorema 3 del Articulo 69.

2. Por transformacion de coordenadas, reducir las dos formas de la sequn-
da ecuacion ordinaria a las dos formas correspondientes de la primera ecuacion
ordinaria de la hipérbola. _

3. Silaecuacion de una hipérbola estadada en la forma

ba(x — h)2—a2(y — k) 2= a2b2

demuéstrese que las coordenadas de sus vértices son (h + a k), {h —a,
y que las coordenadas de sus focos son (ft + ¢, k), {h—c, k), sien
c=yla2+ b2. , . o - ,
0 Emplear la primera ecuacion ordinaria de la hlgerbola para_deducir la
siguiente propiedad geométrica intrinseca de la hipérbola: Si el punto O es el
centro de una hipérbola cuyos semiejes transverso y comuPado son de longitudes

ay b, respectivamente, y ? es el pie de la perpendicular trazada desde cual-
quier punto P de la hipérbola a su eje focal, se verifica que

002 PQ- i
a2 h?

5. Por medio de Iaprofpiedad intrinseca de la hipérbola, establecida en el
ejgrglilo 4, deducir ambas formas de la segunda ecuacion ordinaria de la hi-
érbola.

d 6. Los vertices de una hipérbola son los puntos (—1, 3) y (3, 3), y su
excentricidad es %. Hallar la ecuacion de lahipérbola, las coordenadas de sus
focos, y las Ioln?,ltudes de sus_ ejes transverso y conjugado, y decadalado recto.

7. " Los vértices de una hipérbola son los puntos (—22) y (—2, —4),

y lalongitud de su lado recto es 2. Hallar la ecuacion de lacurva,las coorde-
nadas de sus focos y su excentricidad. .

8. EI centro de una hipérbola es el Funto (2, —2)?1/ uno de sus vertices
el punto (0, —2), Silalongitud de su lado recto es § hallar la ecuacion de
la curva, la longitud de su eje conjugado y su excentricidad.

9. Los focos de una hipérbola son los puntos (4, —2) y (4, —8), y la
longitud de su eje transverso es 4. Hallar la ecuacion de la hipérbola, la longi-
tud de su_lado recto y su excentricidad.

10. El centro de una hipérbola es el punto (4, 5 y uno_ de sus focos
es (8, 5). Si laexcentricidad de la hipérbola es 2, hallar suecuacion y las lon-
gitudes de sus ejes transverso y conjugado.

11, Los vértices de una hipérbola son los puntos (—3, 2) y (=3, —2I),
y la longitud de su eje conjugado es 6. Hallar la ecuacion de la hipérbola, [as
coordenadas de sus focos y'su excentricidad.

ku
i
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12. Demostrar ¢l teorema 4 del Articulo 69! o
13, Demostrar que las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola

£2(x —h)2—a2(y —fe) 2 = a2h2

son bx + ay —ak —bh —0 y bx —ay ak —bh =0.
En  cada uno de los gjercicios14-18, reducir la ecuacion dadaalasegunda
forma ordinariade la  ecuacion de la hipérbola y determinar lascoordenadas

del centro, vértices y focos, las longitudes de los ejes transverso y conjugado,
y del lado recto, laexcentricidad 'y las ecuaciones de las asintotas.

14. X2—96/2 —4x + 36y —41 =0
y

15, 4x2—09y2+ 32x + 36y + 64 = 0.
16. x2- 4X2- x+ 1 =0
17. 9*2- )Z/2+ o4* + 16y + 29 = 0.
18. 3x2- y2+ 30*+78 = 0.

19. Resolver el ejercicio 14 por traslacion de los ejes coordenados.

20. Hallar el angulo agudo de interseccion de las asintotas de la hipérbola
9*2 —y2 —36* —2y + 44=0. _

21. " Hallar laecuacion de la hipérbola que pasa por el punto (4, 6%, tiene
gl gje focal 1paraolelo al eje X, y sus asintotas son las rectas 2* -y —3=0 vy

X—y—1=0.

22. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que su distancia del punto (3, 2) es siempre igual al triple
de su distancia alarecta y+ 1=10. .

23. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que su distancia del punto (2, — 1) es siempre igual al
doble de su distancia de la recta x + 2 =0. o .

24, La base de un trlén?ulo es de longitud fija, siendo sus extremos ios
puntos (0, 0) y (4, 0). Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico
gell vtertlce opuesto si uno de los angulos de la base es siempre “igual al doble
el otro.

25. Un observador estacionado en el punto P oye el estampido de un rifle
?/el golpe de la bala sobre el objetivo enel mismo instante. Demostrar que el
ugar geometrico de P es una hipérbola.

70.  Propiedades de la hipérbola. Muchas propiedades de la hi-
R_erbola estan asociadas con sus tangentes. Como la ecuacion de una
ipérbola es de sequndo grado, sus tangentes pueden obtenerse em-
pleando la condicion para tangencia discutida en el Articulo 44, Las
demostraciones de los teoremas 5y 6, enunciados a continuacion, se
dejan como ejercicios al estudiante. Debe comparar estos teoremas
con los analogos establecidos para la elipse (Art. 63, teoremas 4y 5).

Teorema 5. La ecuacion de la tangente a la hipérbola
h2x2—a2y2 = a2b2
en cualquier punto Pi (xi, yi) de la curva es
b2xix —a2yiy = a2b2.
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Teorema 6. Las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola

_ h2x2—a2y2= a2h2
de pendiente m son

y=mxt Vam2—h2, 1m|>3.

La hipérbola tiene una propiedad focal analoga a la de la elipse.
Esta propiedad esta basada en el siguiente teorema 7, La demostra-
cion es semejante a la del teorema analogo para la elipse (teorema 6,
Art. 63) vy, por tanto, se deja al estudiante como ejercicio.

Teorema 7. La tanPente a una hipérbola en cualquier punto de la
curva es bisectriz del angulo formado por los radios vectores de ese punto.

_ Para algunos de los teoremas que figuran en el siguiente grupo de
ejercicios, hay teoremas analogos sobre la elipse; esto se hace notar
en cada caso recomendando al lector que compare el teorema Bartlcular
con su analogo en el grupo 29 del Articulo 63. También debe obser-
varse que si en una ecuacion relativa a una elipse se sustituye la can-
tidad 02 por —62, la relacion analoga se verifica entonces para la
hipérbola.

EJERCICIOS. Grupo 33

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Demostrar ¢l teorema 5 del Articulo 70.
2. _Demostrar el teorema 6 del Articulo 70. , , .
3. En el teorema 6 del Articulo 70, ;por qué la pendiente m esta restrin-

gida a los valores comprendidos en el intervalo |m| > Acl? Interpretar el resul-

tado cuando |m|= %
4. Demostrar el teorema 7 del Articulo 70.

En cada uno de los eiercicios 6-8, hallar las ecuaciones de la tangente y lanor-
mal y las longitudes de atangente, normal, subtangente y subnormal, para la
hipérbol? dada, en el punto de contacto indicado.

5 Xj-y2=2, (L, 1.
6. 2 - 3y2—bx —dy+ 12=0; (4,2).
7. 3x2- 2y2+ 3* —dy — 12=0; (2,1).

8. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la hipérbola

x3 —2y2+ 4x —8y —6 =10
que son paralelas a la recta 4jc —4y + 11 = 0.
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9, Hallar el angulo formado por las tangentes trazadas del punto (3, 6)
ala hipérbola x2 —y2+ 4x —2y —5= 0. .

10." Hallar los valores de m para los cuales las rectas de la familia y = mx —1
son tangentes a la hipérbola 4x2 —9y2 = 36. _ -

11, "Demostrar que las ecuaciones de las tangentes de pendiente m a la hipér-
bola b2(x —h) 2 —a2(y —fe)2 = a2b2 son

y —k =m(x —/j) =Viazml —b2, |m|> —

(Ver el egercmo 13 d_eI,gruFo 29, Art. 63.) )

12, Sedan una hipérbola y sus focos. Aplicando el teorema 7 del Articulo 70,
demostrar un procedimiento para construir la tangente y la normal en cualquier
punto de la curva. _ . _

13. Demostrar que la ecuacion de la normal a la hipérbola b 2—a2y2=a2j 2
en el punto Pi(xi, ylg es a2yix + b2xjy - a2xiyi —h2xiyi = 0. (Ver ¢
gjercicio 14 del grupo’29, Art. 63.) .

14. Demostrar que la elipse 2x2+ ?/s = 10 y la hipérbola 4y2—x2 = 4 son
orto%onales entre si en sus puntos de inferseccion. .

15, Demostrar que la elipse x 2+ SYZ = 6y lahipérbola x2 —3y2 = 3 tie-
nen los mismos focos. Tales curvas se [laman conicas homofocales. “Demostrar
que la ehgse y lahipérbola del ejercicio 14 son también homofocales. o

16.  Demostrar que el producto de las distancias de los focos de una hipér-
bola a cualquier tangente es constante e igual al cuadrado de la longitud del
semlgje conjugado. ?Ver el ejercicio 19 del grupo 29, Art. 63.) 1

17. Demostrar que la pendiente de una hipérbola en cualquier extremo de
cualquiera de sus lados rectos es numéricamente igual a su excentricidad. (Ver
el ejercicio 18 del grupo 29, Art. 63.) . _

18. Demostrar que el punto de contacto de cualquier tangente a una hipér-
bo,Iat ets el punto medio del segmento de tangente comprendido entre las
asintotas.

19, En un punto cualquiera P, excepto el vértice, de una hipérbola equi-
latera. se traza una normal que corta al eje focal en el punto Q. SiOes el
centro de la hipérbola, demuéstrese ?ue |OP |=|PQ\. _

20 Demostrar que el triangulo formado por una tangente cualquiera a una
hipérbola y sus asintotas tiene un drea constante.

21. Las tangentes en los vértices de una hipérbola cortan a otra tant};ente
cualquiera en los P,untos Py Q. Demostrar que los puntos Py Q y los focos
de la hipérbola estan sobre una circunferencia. o

22, Si desde un punto exterior Pi, setrazan tangentes a una hipérbola, el
segmento que une los puntos de contacto se Ilama cuerda de contacto  dePipara
esa hipérbola. Si Pj(xi, yj) esun punto exterior a la hipérbola

b2x2- a%y- = a?h’,
demuéstrese que laecuacion de la cuerda de contacto de s
b2xijc —a2yiy = a2b2.

(Ver el ejercicio 21 del grupo 29, Art. 63.3
_23. Hallar la ecuacion de la cuerda de contacto del punto (—2, 4) de la
hipérbola 3x2 —2y2 = 3.
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24 Demostrar que la ecuacion del lugar geométrico de los puntos medios de
cualquier sistema de cuerdas paralelas de pendiente m de la hiperbola

b2x2 —a2y2 = a2h? 8 Y= X m* 0 m ia

Obsérvese que el lugar geométrico es una linea recta que pasa por el centro; su
ecuacion es, por lo tanto, la ecuacion de un diametro de la hipérbola. (Ver el
gjercicio 23 del grupo 29, Art. 63.) - _

25. Demostrar que si un diametro de una hipérbola biseca a todas las cuer-
das Faralelas a_otro diametro, el sequndo diametro biseca a todas las cuerdas
Rar@ elas al primero. Tales didmetros se llaman di&metros conjugados de la
ipérbola. FVer el ejercicio 25 del grupo 29, Art. 63.)

(71 Primer resumen relativo a las secciones conicas. La parabola,
elipse e hiperbola se llaman secciones conicas o, simplemente, conicas.
Hemos visto que si la ecuacion

Axi+ Cy2+ Dx+Ey + F=10

representa un lugar geomeétrico real, éste debe ser una seccion conica
con uno de sus ejes paralelo (o commd_ente? con uno de los ejes coorde-
nados, o bien uno de los casos excepcionales de un punto, dos rectas
coincidentes, dos rectas paralelas o dos rectas gue se cortan, Estos
casos excepcionales se llaman también formas limite de las conicas o
conicas degeneradas. o o

En el cuadro que se da a continuacion , hemos indicado los resul-
tados principales obtenidos hasta aqui. Por conveniencia nos referimos
al eje Unico de la parabola como a su_eje focal. Ademas, para que el
cuadro quede completo, hemos indicado que la parabola tiene una
excentricidad igual a la unidad; esto sera establecido en el capitulo
siguiente. Como la elipse y la hipérpola tienen cada una un centro
se llaman conicas centrales. La parabola, no teniendo centro, se
llama conica no central. La circunferencia puede considerarse como un
caso_especial de la elipse. _ . .
~ En la formacion del cuadro, ha sido necesario, debido al tamaiio
limitado de la pagina, restringir algunos de los datos a referencias
para otras partes del libro. El estudiante debe , por lo tanto, repro-
ducir la tabla completa en una hoja de papel suﬁmentemente. grande ¢
incluir todos los datos dados en las referencias. Puede afadir también
otros datos, como, por ejemplo las ecuaciones de las tangentes a las
conicas.
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CAPITULO IX
ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO

72. Introduccion. En este capitulo haremos un estudio de la
ecuacion general de segundo grado,

Ax2+ Bxy + Cy2+ Dx + Ey + F = 0. (1)

En particular, consideraremos el caso en que la ecuacion (1) contiene
un término en xy, es decir, el caso en que B 0. Demostraremos
qgue por medio de una rotacion de los ejes coordenados siempre es posi-
ble transformar la ecuacion (1) en otra de la forma

A'xXn+ CY2+ D>+ E'y'+ F’= 0, (2)

en la que uno de los coeficientes i' y C', por lo menos, es diferente
de cero, y no aparece el término en x'y".

Hemos visto (Art. 71) que si la ecuacidon (2) representa un lugar
geomeétrico real, representa o bien una conica ouno de los casos excep -
cionales de un punto o un par de rectas. Como la naturaleza de un
lugar geométrico no se altera por transformacioén de coordenadas, se
sigue que, sila ecuacion (1) tiene lugar geométrico , este lugar geo-
métrico debe ser también o una secci6on conica o uno de los casos
excepcionales de un punto o un par de rectas. Por lo tanto, la ecua-
cién (1) se toma, generalmente, como la definicién analitica de conica.
De esto podemos inferir la existencia de una definicidbn geométrica que
incluya a todas las conicas. Veremos mas adelante (Art. 75) que tal
definicidn general existe para la pardbola, la elipse e hipérbola.

73. Transformacion de la ecuacion general por rotacion de los ejes
coordenados. Apliquemos a la ecuacion general

Ax2+ Bxy + Cy2+ Dx+ Ey+ F=0, (1)

en donde B 0, las ecuaciones de transformacidn por rotacién

X =x"eos 6 —y sen6, y=x"sen 6+ y'eos 6,
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dadas en el teorema 2 del Articulo51. Tenemos
A(x'eos 0—y' sen 0)2+ B {x eos9—y' sen 9) (x; sen 9 + y' eos 0)
+ C(x'sen 9 + yleos 6)2+ D(x' eos 6 —y’sen 9)

+ E(x'sen 9+ y'eos 9) + F = 0.

Si desarrollamos y agrupamos los térmicos, obtenemos

A’xn+ Bxy’ '+ Gyn+ Dxf+ E'y'+ B= 0, (2)
en donde,

Al= A e0s29+ B sen 9eos 9 + Csen26,

B' = 2(C —A)sen 9 eos 9+ B{eos29 —sen29),

Cl—A sen29 —B sen 9 eos 9 + C eo0s20,

D'=Deos 9+ E sen 9, (3)

E'= Eeos 6 —D sen 9,

F' = F.

Si la ecuacién transformada (2) va a carecer del término en x'y',
el coeficiente de B' debe anularse. Por tanto, debemos tener

2(C —A) sen 9 eos 9 + B (e0s29 —sen29) = 0.

Por medio de las formulas trigonométricas del angulo doble (Apén-
dice IC , 7), esta dltima ecuacién puede escribirse en la forma

(O —A) sea 29 + B eos 29 = 0. (4)

Si A C,de la ecuacion (4) tenemos la relacion

Si A= C,entonces la ecuacion (4) se reduce a la forma
B eos29 = 0.
Como B 0, por hipotesis, se sigue (Apéndice IB , 2) que
eos 29 = 0. (5)

El 4ngulo de rotacion 9 queda restringido al intervalo 0o <9 < 90°
(nota, teorema 2,Art. 51), de manera que el intervalo de variacién
para 20 esOo£ 29 < 180°. Por tanto, de la ecuacién (5), tenemos

29 = 90° y 9= 45°.



214 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

Resumiendo :
Teorema 1. La ecuacion general de segundo grado
Ax2+ Bxy + Cy2+ Dx+ Ey+ F=0, (1)
en donde B ™ 0, puede transformarse siempre en otra de la forma
A'x2+ Cy2+ D'x'+ Ey + F =0, (6)

sin término en x 'y ', haciendo girar los ejes coordenados un angulo posi-
tivo agudo 6 tal que

tg26 = A , si AN C,

6 =45°, si A=C.

Nota. Por medio del teorema 1, es posible determinar el angulo 9 y por
tanto, los valores de sen 9 y eos 9 para usarlos en las ecuaciones de transforma-
cién por rotacién. D7 aqui que las ecuaciones de transformacién pueden obte-
nerse antes de hacer la sustitucidon en la ecuacion original. Esto nos conduce a
reducir considerablemente la cantidad de operaciones en los problemas del tipo
del ejemplo 2 del Articulo 51.

Del teorema 1 podemos deducir una conclusibn muy importante.
El angulo de rotacién 6 es de 45°, si A —C, o bien tal que

te 20 = . si A C.

Como B 0, tg 26 0, y, por tanto, 6 es diferente de cero en
todos los casos. De acuerdo con esto, la ecuacidn general (1) puede
transformarse en la forma (6) girando los ejes coordenados un &ngulo
diferente de cero. Pero hemos visto que, si la ecuacion (6) repre-
senta una seccion conica, el eje focal es paralelo a (o coincidente con)
uno de los ejes coordenados, y reciprocamente. Por tanto, si la
ecuacion (1) representa una conica, el eje focal debe ser oblicuo con
respecto a los ejes coordenados y reciprocamente. Este resultado lo
enunciamos en el siguiente teorema :

Teorema 2. Silaecuacion general de segundo grado,
Ax2+ Bxy + Cy2+ Dx+ Ey+ F =0, (1)

en donde B ~ 0, representa una seccion conica, el eje focal es oblicuo
con respecto a los ejes coordenados, y reciprocamente.
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74. El indicador | = B- —4AC. En el Articulo 73 vimos que ,
si los ejes coordenados giran un angulo 6, la ecuacion general
Ax2+ Bxy + Cy2+ Dx+ Ey+ F=0, B~ 0, €8]
se transforma en la ecuacion
A'x2+ B'xy'+ C'yn+ D'x'+ E'y'"+ F'= 0, (2)
en donde,

A' = A e0s29+ Bsen9eos 9+ Csen29,
B’ —2(C —A) sen 0 eos 9 + 5(c0s26 —sen29),
C' —A sen29 —B sen 9 eos 9+ Ceos26,

D'= Deos 6+ Esen 6, N
E'= Eeos6—Dsen9,
F' =F.

Maéas aln, si se selecciona el angulo de rotacién 9 como lo especifica
el teorema 1 del Articulo 73, la ecuaciéon (2) toma la forma

A'x'2+ C'yr+ D'x'"+ E'y'+ F' = 0. (4)
En el Articulo 71 presentamos un resumen de la naturaleza del
lugar geométrico de la ecuacion (4). Por ejemplo, sii' o C' son

iguales a cero,uno u otro, la ecuaciéon (4) representa una parabola
cuyo eje es paralelo a(o coincidente con) uno de los ejescoordenados,

0 constituye uno de los casos excepcionales de dos rectas diferentes o
coincidentes, paralelas a uno de los ejes coordenados, o ningun lugar
geométrico. Ahora diremos, con el fin de una mayor brevedad de
expresion, que la ecuacién (4) representa una conica género parabola.
Para los demas casos se usardn términos semejantes al anterior segin
las siguientes definiciones:

Definiciones. 1. Si uno de los dos coeficientes A' o C es
igual a cero, la ecuacion (4) representa una conica género parabola,
es decir, uno cualquiera de los casos especificados en el teorema 3 del
Articulo 56.

2. Si A"y C' son del mismo signo, se dice que la ecuacién (4)
representa una conica del género elipse, es decir, uno cualquiera de los
casos especificados en el teorema 3 del Articulo 62.

3. Si A"y C' son de signo contrario , se dice que la ecuacién (4)
representa una conica del género hipérbola, es decir, uno cualquiera
de los casos especificados en el teorema 4 del Articulo 69.

Usando las tres primeras relaciones de (3) y la identidad trigono-
métrica sen29 + e0s29 = 1, podemos demostrar facilmente que

B'2- 4A°C = B2-4AC. (5)
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El lector debe notar particularmente que la relacion (5) es indepen-
diente de 6, el angulo de rotacion. Como la cantidad J52—4AC no
cambia de valor para ninguna rotacidon de los ejes coordenados, se
llama invariante y se dice que es invariante por rotacion.

Cuando la ecuacién (1) es transformada en la ecuacién (4),
B'= 0, ylarelacion (5) se reduce a

B~ —4AC = —4A/C/. (6)

Si uno cualquiera de los coeficientes A' o C' esiguala cero, la
ecuacion (4) y, por tanto, la (1), es del género parabola. En este
caso, la relacion (6) muestra que B2—4AC = 0.

Si A' y C son del mismo signo, la ecuacion (4) y, en conse-
cuencia, la (1), es del género elipse. En este caso, la relacion (6)
muestra que B2—4AC < 0.

Si A"y C' difieren en el signo, la ecuacién (4) y, en conse-
cuencia la (1), es del género hipérbola. En este caso, la relacién (6)
muestra que B2—4AC > 0.

Como la expresion B2—4AC indica la naturaleza del lugar geo-
métrico de la ecuacion (1), llamaremos indicador * a este invariante.
Denotaremos el indicador por la letra mayuscula | , es decir,

| = B2- 4AC.
Los resultados precedentes se pueden resumir en el siguiente
teorema :
Teorema 3. La ecuacion general de segundo grado,

Ax2+ Bxy + Cy2+ Dx+ Ey + F = 0,

representa una conica del género parabola, elipse o hipérbola, segin que
el indicador, | = B2—4A.C, sea cero, negativo o0 positivo.
Ejemplo. Determinar la naturaleza del lugar geométrico de la ecuacion
ixs+ 4*y + 2y2- 24* - 12y + 29 = 0. (7)

Reducir la ecuaciéon a su forma canénica por transformacion de coordenadas.
Trazar «l lugar geométrico y todos los sistemas de coordenadas que hayan sido
necesarios.

Solucién. Para la ecuacion (7) , el indicador es

| = B-- 4AC = 42- 4.5 w2 = - 24

Como | < 0, laecuacién (7) es del género elipse.

* N DEL T. Muchos autores llaman discriminante a esta expresion,
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Para suprimir el término en xy, hacemos girar los ejes coordenados un angu-
lo 6 tal que

tg 26 =
A-C 5-2 3

De tg 29 podemos obtener eos 26 ya sea por medio de un triangulo rectdngulo o
por la relacién

26 = i
sicze  vtg*r2i+r
de donde,

1 3
€0s 26 = — — = ~F.
V(4/3)2+ 1

Obsérvese que por ser 6 agudo, 26 esta en el primero o en el segundo cuadrantes
en donde el coseno y la tangente de un &angulo son del mismo signo. De este
valor de eos 26 podemos obtener los valores de sen 6 y eos 6 por medio de las
formulas trigonométricas del &ngulo mitad (apéndice IC, 8) . Asi,

i —eos 26 1) —(3/5) 1

2 V 5

14- eos 26 11+ (3/1) 2
my; -~ =\ 2 =VI'

Las ecuaciones de transformacién por rotacién son entonces

2x' —y'
X —xleos 9 —y'sen 6 = ----—-— S
V5

X' +
u = xlsen 6 + y' eos 6 = —
Vi
Sustituyendo estos valores de x y y en la ecuacién (7) , obtenemos
JJ2xt-y'Vv, Jflx -y t\NIx o+ 2yt L T+ 2>V
5{ ~vr)+ {~vr)\~"2r)+2rv T -)
[ 2x’ - y<\ v I* N+ 2000\
|24(u )_|2(/\7r)+29_0|
la cual, por simplificaciéon, toma la forma
bx’2 + y12- 12V~5V + 29 = 0. (8)

La ecuacion (8) puede simplificarse, bien por unatraslacion de los ejes
X"y Y'" o completando los cuadrados. EIl estudiante debeverificar el resul-
tado, que es la elipse (fig. 101)

bx"- + y"2= 1
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En los problemas del tipo considerado en este articulo, la grafica
se construye, generalmente , a partir de la ecuacion mas simple obte-
nida finalmente por transformacidén de coordenadas. Se puede hacer
una comprobacién parcial de la exactitud de esta grafica comparando
sus intersecciones con los ejes originales, cuando existen dichas inter-

Y

Fig. 101

secciones, con los valores de estas mismas intersecciones obtenidas a
partir de la ecuacién original.

El teorema 3 del Articulo 52 establece que el orden en que se efec-
tden la traslacién y la rotacion no tiene importancia. Fué anotado ,
sin embargo, en la nota 2 de este teorema que, si los términos de
segundo grado forman un cuadrado perfecto, se debe hacer la rotacidn
de los ejes antes de la traslacion. En seguida demostraremos la
razon de esto. Si reemplazamos x y y en la ecuacién general (1) por
sus valores dados en las ecuaciones de transformacion para traslacion

x—x"+h, y=yl+ k,
obtenemos
AN+ hy + B(x'+ h)iy'+ k) + C(y' + k)2+ D{x’+ h)

+ E(y'+k)+ F=0,
la cual, por desarrollo y agrupacién de términos, toma la forma
Ax'2+ Bx'y' + Cy'2+ (2Ah + Bk + D) x' + (Bh + 2Ck + E)yl

+ {Ah2+ Bhk +Ck2+ Dh+Ek + F) = 0. (9)

Para eliminarlos términos de primer grado de la ecuacion (9) basta
determinar los valores de h y k que satisfacen a las ecuaciones

2Ah + Bk + D = 0, Bh + 2Ck + E = 0.
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Este sistema tiene una solucion Unica para hyk, dada por laregla de
Cramer (Apéndice IB , 6), solamente si el determinante del sistema

2A B
B 2C

=4AC-B2 0.

Por tanto , si la ecuacion (1) es del género parabola, en donde
| = B2- 4AC = 0,

no podemos eliminar los términos de primer grado comenzando por una
traslacion. En general, por lo tanto , simplificaremos la ecuacion (1)
girando primero los ejes.

EJERCICIOS. Grupo 34

Los ejercicios 1-5 se refieren a las ecuaciones (1) y (2) del Articulo 74.

1. Demostrar que la cantidad B2 —4AC es invariante por rotaciéon, de-
mostrando que B'2 —4A'C' = B2—4AC. (Relacion [5], Art. 74))

2. Demostrar que la cantidad A + C es invariante por rotacién, haciendo
verque A’+ C = A + C. Sugestion. Usense la primera y tercera relaciones
de (3), Art. 74

3. Si B 2=0pero uno cualquiera de los coeficientes A o C es cero, 0
ambosA y C son cero, demuéstrese que la ecuacién (1) es del género hi-
pérbola.

4. Si A y C difieren en el signo, demuéstrese que la ecuacién (1) esdel
género hipérbola ya sea que B sea positivo, negativo o nulo.

5. Demostrar que la ecuaciéon (1) es del género parabola silos términos de
segundo grado forman un cuadrado perfecto.

En los ejercicios 6-16, determinar la naturaleza de la cénica que representa la
ecuacién dada, y reducir la ecuacién a su forma candnica por transformacion de
coordenadas. Trazar el lugar geométrico, cuando exista, y todos los sistemas
de ejes coordenados.

4*2 - 24*y + 11y2 + 56* - 58y + 95 = 0.
4*2 - 12xy + 9y2- 8V UXx - 14V Uy + 117 = 0.
3Xx2- 4xy - 4y2+ 16+ lby -12=0.
5*2 + 2xy + 10y2- 12* - 22y + 17 = 0.

10. x2+ 8xy + 16y2 —4x — 16y +7 = 0.

11, 12*2 + 12*y + 7y2 - 4* + 6y - 1= 0.

12, 2*2- 12*y + 18y2+ * - 3y - 6 = 0.

13. 8*2- 24 *y + 15y2+ 4y - 4 = 0.

14, 3*2- 2xy + 3y2+ 2Vix - 6\/2y +2 = 0.
15. 4*a —20*y + 25y2+ 4* —|Oy + 1=0.

16. *N+ 2*y + y2+ 2* - 2y - 1=0.

©® N o



220 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

17. Resolver el ejemplo 2 del Articulo 51 por el método del Articulo 74.

18. Resolver el ejemplo del Articulo 52 por el método del Articulo 74.

19. Elevando al cuadrado dos veces, eliminense los radicales de la ecuacién
x'f -|- y'/i = i. Demostrar que el lugar geométrico de la ecuacién resultante es

una parébola, y determinar qué porcidon de esta curva representa el lugar geomé-

trico de la ecuacién original.
20. Si los ejes coordenados son trasladados de tal manera que el nuevo origen

sea el punto (h, k), demostrar que la ecuacién general
f(x, y) = Ax2+ Bxy + Cy2+ Dx + Ey + F =0

se transforma en otra ecuacion cuyo término constante es igual a f (h, k) .

75. Definicion general de conica. Veamos ahora una definicion
geométrica de conica que incluye a la pardbola, la elipse y la hi-
pérbola .

pefinicion. Dadaunarecta fija | y un punto fijo F no conte-
nido en esa recta, sellamaconica al lugar geométrico de un punto P
que se mueve en el plano de |y F
de tal manera que la razén de su
distancia de F a su distancia de |
es siempre igual a una constante
positiva.

La recta fija | se llama directriz,
el punto fijo F, foco, y la constan-
te positiva, a la que designaremos
por e, excentricidad de la cOnica.
Cuando e = 1, la definicion ante-
rior es la de la parabola (Art. 54).

Sin ninguna pérdida de genera-
lidad , podemos tomar el eje Y
como directriz del punto F(p, 0),
p 0, como foco (fig. 102). Sea

P (x,y) un punto cualquiera del lugar geométrico. Desde P tracemos
el segmento PA perpendicular al eje Y. Entonces, por la definicidn
anterior, el punto P debe satisfacer la condicion geométrica

Ip £\
PA

(1)

lo cual puede expresarse analiticamente por la ecuacién
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Elevando al cuadrado ambos miembros de esta ecuacion, quitando
denominadores y trasponiendo, resulta

(1 —e2)x2— 2px + y2+ p2= 0. )

Podemos demostrar, reciprocamente, que cualquier punto cuyas
coordenadas satisfacen la ecuacion (2) es un punto que satisface la
condiciéon geométrica (1) y, por tanto, estd sobre el lugar geomé-
trico. De acuerdo con esto, la ecuaciéon (2) es la ecuacién buscada.

Por lo anteriormente estudiado, reconocemos a primera vista que
el lugar geométrico de la ecuacién (2) es una c6nica, pero su natura-
leza depende, evidentemente, del valor de la excentricidad e. Hay
entonces dos casos generales por considerar: I. e=1; Il. e 1.

I. e= 1. En este caso, la ecuacion (2) toma la forma

—2px + yi + p2= 0.

Esta ecuacion puede escribirse

que representa una parabola cuyo vértice es el punto

eje coincide con el eje X .
Il. e 1. En este caso, 1—e2 0. Dividiendo la ecuacién
(2) por 1 —e2, obtenemos

Completando el cuadrado en x, podemos reducir esta ecuacion a la
segunda forma ordinaria de la ecuacion de una conica central,

p-e- p-e ©)

1l-e22 1—e2
El que la ecuacion (3) represente una elipse o una hipérbola depende
del valor de e. Tenemos entonces dos subcasos :

a) e<1; b) e> 1.

a) e< 1. En este caso, 1—e2< 0, y ambos denominadores
en el primer miembro de (3) son positivos. Por tanto, el lugar
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geométrico de la ecuacidon (3) es una elipse. Vamos ahora a demos-
trar que el valor de e dado por la ecuaciéon (3) es idéntico al valor

£
previamente definido de — (Art. 61).

En efecto : Por ser

a2_ VY, y b2= .t t .
a - (l—el2 vy 1-e2’
tenemos :
92‘_ a, ¥ —-—-Q—t_lez_)z - |\£2?e2
p2e2 p2e2(1l —e2) p2e4
(1-e22~ (1-e22 “ (1- el2'
Entonces

p2e4d (1L —e2)2 _ 2
(1—ed2 p2e2 ~ e

Q ]
de donde , — = e, que es lo que se queria demostrar.

b) e> 1. En este caso, 1—e2< 0. Por tanto, con el fin de

tener ambos denominadores positivos, escribimos la ecuacion (3) en

la forma
.2

_ r
p2e2 p2¢1 n An
l-e22 e2- 1

Evidentemente, el lugar geométrico de la ecuacion (4) es una hipér-

bola. Analogamente a como hicimos para la elipse podemos demostrar
que el valor de e dado por la ecuacién (3) es idéntico con su valor

c
previamente definido de — (Art. 65).

Podemos ahora establecer el siguiente teorema :

Teorema 4. TJnacolnica es una parabola, una elipse o una hipér-
bola, segin que su excentricidad sea igual a, menor que, o mayor que la
unidad,

N ota. EI lector debe observar el paralelismo entre los valores del indicador
1= B2 —4AC y de la excentricidad e de las diversas cénicas, como aparece en
el siguiente cuadro.

PARABOLA ELIPSE HIPERBOLA

Indicador | = Bs —4AC 7=0 1 <0 1 >0

Excentricidad e e=1 e< 1 e> 1
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Ejemplo 1. Determinar la ecuacién de la cénica que tiene por foco el punto
F(—1 —2), directrizlarectal :x —y + 1=0 y excentricidad e = Vi .

Solucién. Por la definicién general, el lugar geométrico es una elipse, y
su ecuacion puede obtenerse a partir de la relacién

Vo(x+ 1)2+(y +2)2=1]1_
jx - y+ 11 2
V2
Si elevamos al cuadrado, quitamos denominadores, trasponemos y agrupamos
términos, obtenemos la ecuacidn buscada,
7X2+ IXy + 7y2+ 14* + 34y + 39 = 0.

Esta ecuacidn representa laelipse de la figura 103.

Y

Fig. 103

La determinacion de la ecuacion de la directriz de una paradbola ya
ha sido considerada en el Capitulo V1. Ahora determinaremos las
ecuaciones de las directrices de las cdnicas centrales. Estas conicas
tienen cada una dos focos y, por tanto, dos directrices, correspon-
diendo una a cada foco.

De la simetria de las conicas, se sigue, por la ecuacion (2), que
el eje focal es perpendicular a la directriz. Por tanto, si tomamos la
ecuacion de la elipse en su forma candnica,

®)

las ecuaciones de sus directrices son de las formas x —k y x =1,
correspondiendo a los focos (c, 0) y (—c, 0), respectivamente, tal
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como se indica en la figura 104. Para el foco (c, 0) y su directriz
correspondiente x = k, tenemos, de la definicion general de las cé-
nicas ,

V(X —c) r

. e. ®)

Se deja al lector, como ejercicio, la demostracion de que la ecuacion
(6) se reduce a la forma ordinaria

, e**.-cV

(*+TZs _
2k —c)2  e(k—c) T ™)
(1-e2)2 1-e2'

Como las ecuaciones (5) y (7) representan un mismo lugar geomé-
trico, una elipse cuyo centro
esta en el origen, de la ecuacion
(7) se sigue que

e2k —c =0,
de donde,
K = ae
e_

Por tanto , para el foco (c, 0),
de la elipse (5), la ecuacion &

la directriz es x — . Analogamente, para el foco (—r, 0) y la
directriz correspondiente x = |, hallamos x = — —.

Exactamente por el mismo procedimiento, hallamos, para la hipér-
bola, 62x2— a2y2= a"b2, que sus focos (c, 0) y (—c, 0) tienen
por directrices correspondientes a las rectas cuyasecuaciones son , res-

pectivamente , x —— 'y o

Los resultados precedentes estdn comprendidos en el siguiente

Teorema 5. Para la elipse b2x2+ a2y2= a2b2 y la hipérbola
b2x2—a2y2= a2b2, cada una de excentricidad e, los focos (ae, 0)
y (—ae, 0) tienen como directrices correspondientes las rectas cuyas

ecuaciones son X = — y X ——, respectivamente.
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Ejemplo 2. Hallar las coordenadas de los focos y las ecuaciones de las direc-
trices correspondientes de la hipérbola 3x2 — y2 = 12.
Solucién. Escribiendo la ecuaciéon en la forma ordinaria,
z! =i

4 12

vemos que a2 = 4 y b2 —12. Por tanto, c2 = a2+ b2 — 16, y la excentrici-

dad e -4 2. Entonces, por el teorema 5 anterior, la ecuacién de la
directriz correspondiente al foco (4, 0) es x = —, o0 sea, X — 1, y la ecua-
e
cion de la directriz correspondiente al otro foco (—4, 0) es x = ——, 0 sea,
e
x = - 1 (fig. 105) .

EJERCICIOS. Grupo 35

En cada uno de los ejercicios 1-5, hallar la ecuacién de la conica respectiva a
partir de los datos dados.

1. Foco (0, 0) ; directriz: x + 2y + 2 = 0; excentricidad = 1

V5

3
Foco (— 1,—1) ; directriz: 4x + 3y —12; excentricidad = 5.

4. Foco (3, 3); directriz: x + 3y = 3; excentricidad = 2.

2. Foco (1, —2); directrizz x —2y = 0; excentricidad =

w

5. Foco (1, —3); directriz: 3x + y —3= 0: excentricidad = ~ —£5,
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6. Demostrar que cualquier punto cuyas coordenadas satisfacen la ecua-
cion_(2) es un punto que satisface la condicion geométrica (1) del Articulo 75.
. Hallar las coordenadas del vértice de la parabola del ejercicio 1.
8. Hallar las coordenadas del centro de la elipse del ejemplo 1, Articulo 75.
9. Demostrar que la ecuacion (7) del Articulo 75 se deduce de la ecuacion
(6) del mismo articulo.

10. En laecuacion (7) del Articulo 75, demostrar que Si k = - el deno-

i 22Ul o mi b o
minador () es igual aa2 y el denominador ) gs igual a2,
11. Demostrar que el punto (—ae, 0) y larecta x = — ~ Son un foco y

una directriz correspondientes de la elipse b2x2+ a2y2 = azbom

En cada uno de los ejercicios 12-16, hallar las coordenadas de los focos y las
ecuaciones de las directrices correspondientes de la conica cuya ecuacion se da.
Dibujar una figura para cada ejercicio.

12. 5x2+ 9y2 = 45, 14, 5x2+ y2=5.

13, 16*5 —9y2 = 144 15. 2y2 —7x2 =14,
16. 9jc2+ 25y2 - 18% - 50y - 191 = 0.

17. Demostrar el teorema 5 del Articulo 75 para la hii)érbola.

18. Por medio del teorema 5, Articulo 75, resolver el gj

) rema. | eéercicio 20 del gru-
po 27. Articulo 61, y el ejercicio 22 del grupo 30, Articulo 65.

19. Para la elipse a2x2+ 62y2 = a2b2, demostrar el teorema correspon-

diente al teorema 5 del Articulo 75.
20. Para la hipérbolaazx2—62y% azv2, demostrarelteorema corres-
pondiente al teorema 5 del Articulo 75.

_ 76, Tangente ala conica general. La determinacion de las ecua-
ciones de las tangentes a las conicas se facilita considerablemente por

7

el uso de la ecuaciy de la tange%e a la conica general,
AxLrBxy +Cy&Dx +Ey +r =0,

en un punto de contacto dado, tal como lo establece el teorema 6.
La demostracion de este teorema se apoya en la aplicacion de la condi-
cion para tangencia (Art. 44) y, por tanto, se deja al estudiante
como ejercicio.

Teorema 6. La ecuacion de la tangente a la conica general
Ax2+ Bxy + Cy2+ Dx + Ey + F = 0, (1)
en cualquier punto de contacto dado Pi (Xi, yi), es

Axix + y(xiy +yix)+Cyiy+y (x+ xi) + yCy+yO+F=10. (2)
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NOTAS. 1. Si las variables en la ecuacién (1) se escriben en la forma:

x2= xx, xy = LEREY Xy =y w2 xdx vy,

y el subindice 1 es colocado a una variable en cada término, se obtiene inmedia-
tamente la ecuaciéon (2) . Este método para recordar la ecuacion de la tangente
es muy util, pero el estudiante debe observar que, segun todo lo dtmostrado, se
aplica solamente alas ecuaciones de segundo grado con dosvariables.

2. Elteorema 6puede usarse aln cuando no se conozca elpunto de contacto.
Esto se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto
(4, 1) ala cénica

2x2 —xy 4-y24-* —3y 4-2 = 0. 3)

Soluciéon. Sean (jci, yi) las coordenadas de uno de los dos puntos de con-
tacto. Entonces, por la nota 1 del teorema 6 anterior, la ecuacion de la tan-
gente en este punto de contacto es

2xix —Vz (xiy 4-yi*)+ yjy &M (X 4-*i) - %(y 4-yi) 42 =0. (4

Como el punto (4, 1) debe estar sobre esta tangente, sus coordenadas deben
satisfacer esta Gltima ecuacién, y tenemos

8xi — Yz (Xi 4 4yi) 4 yi 4-Vi (4 4-*1)—%( 4 yi) 4 2 =0,
la cual se simplifica y se reduce a
16xi —?y14-5 = 0. (5)

Las coordenadas (jo, yi) del punto de contacto satisfacen la ecuacién (3) ,
y tenemos

2x12 —xj yi 4-yi24- - 3yid-2=0. (6)
Las soluciones comunes de las ecuaciones (5) y (6) son x\ =0, yi = 1, y

Xi =yi = Por tanto, los puntos de contacto son (0, 1) y .
113 113 Vil3 113/

Las ecuaciones de las tangentes que se buscan pueden obtenerse como ecuaciones
de las rectas que pasan por dos puntos: el punto (4, 1) y cadapuntode con-
tacto, o también sustituyendo las coordenadas de cada uno delos puntos de
contacto en la ecuaciéon (4) . Por cualquiera de los dos métodos obtenemos
y —1= 0y 32* 4- 103y — 231 = 0 para las ecuaciones buscadas.

El estudiante debe trazar la figura correspondiente a este ejemplo.

77. Sistemas de conicas. En la ecuacion general de las conicas,
Ax24- Bxy 4- Cy2+ Dx+ Ey+ F= 0, (1)

los coeficientes representan seis constantes arbitrarias que, sin embar-
go, no son independientes, porque uno cuando menos de los tres
coeficientes A, B y C es diferente de cero, y, si dividimos la ecua-
cion (1) por uno de estos coeficientes diferentes de cero vemos que
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solamente hay cinco constantes arbitrarias o pardmetros independien-
tes. Portanto, la ecuacién de una coénica esta perfectamente deter-
minada por cinco condiciones independientes, como maximo. Por
ejemplo, una conica estd determinada si se conocen las coordenadas
de cinco cualesquiera de sus puntos. Para una pardbola, sin embargo,
sdlo se requieren cuatro condiciones, pues en este caso los coeficientes
de la ecuaciéon (1) satisfacen la relacion B2—4AC = 0. Para deter-
minar la ecuacion de una c6nica que pasa por un grupo de cinco puntos
dados, basta sustituir las coordenadas de cada uno de estos puntos en
la ecuacién (1) y resolver el sistema resultante de cinco ecuaciones,
para cinco cualesquiera de los coeficientes, en términos del sexto coefi-
ciente , siempre que este Ultimo coeficiente sea diferente de cero.

Si una ecuacion algebraica de segundo grado con dos variables con-
tiene una o mas constantes arbitrarias o pardmetros independientes,
representa, en general, una familia o sistema de cénicas. Hemos dis-
cutido anteriormente los sistemas de rectas (Art. 36) y los sistemas
de circunferencias (Art. 42); por tanto, los principios basicos de los
sistemas de curvas son ya familiares al lector. Por ejemplo, Ia

ecuacion
x1—2xy + ky2+ 2x — y+ 1= 0 (2)

representa una familia de curvas de unparametro. La ecuacion de
cualquier elemento de esta familia puede obtenerse especificando o
determinando un valor particular para k. Asi, la ecuacion (2) repre-
senta una pardbola si k = 1, elipses si k > 1 e hipérbolas si k < 1.

Una familia de coénicas interesante es el sistema formado por las
conicas que pasan por las intersecciones de dos conicas dadas. Siuy v
son las funciones de segundo grado en las dos variables x y y, enton-
ces las dos conicas dadas pueden representarse por las ecuaciones

u=0, (3)
v=0. (4)

Si las conicas (3) y (4) se cortan, las coordenadas de cualquiera de
los puntos de interseccidn satisfacen ambas ecuaciones (3) y (4) v,
por tanto, satisfacefi también a la ecuacidn

u+ kv =20 (5)

para todos los valores del parametro k (ver el Articulo 42). En con-
secuencia, la ecuacion (5) representa una familia de curvas que pasan
por las intersecciones de las conicas (3) y (4). Como k es una cons-
tante , el grado de la ecuacién (5) no puede ser mayor que 2, Yy, en
general, la ecuacidn representard, por lo tanto, un sistema de cénicas.
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Pero, para algun valor de k, el elemento correspondiente de la fami-
lia (5) puede ser una recta; ya vimos un ejemplo de esto al estudiar
el eje radical (Art. 43).

Ejemplo. Hallar la ecuacién de la cénica que pasa por el punto (2, — 1)
y los puntos de interseccion de las conicas x2 4- 2xu —2u2+ 2* + y+ 1= 0y
2x~+ Xy + u2-5x+3y-4 =0.

Solucién. La ecuacion de la familia de curvas aue pasan por los puntos de
interseccion de las conicas dadas son

X2+ 2xy —2y2+ 2x + y+ 1+ k (@2x2+ xy + y2—5x+ 3y —4) =0. (6)

Si una de las curvas de la familia (6) pasa por el punto (2, — 1), las coorde-
nadas de ese punto deben satisfacer la ecuacién (6) , y tenemos

4—4—2+ 41+ |+ fc(8—2+ 1—10—3 —4) = 0,

de donde, 2+ k(—10) = 0 y k = }i. Sustituyendo este valor de k en (6),
obtenemos
7x2+ lljty —9y2+ 5x + 8y + 1= 0

como ecuacién de la cénica buscada.
El estudiante debe dibujar una figura para este ejemplo.

Consideraremos ahora el caso importante de las conicas homo]'ocales ,
es decir, aquellas que tienen el mismo Joco, Un sistema tal, para
cénicas centrales, se representa convenientemente por la ecuacion

K2+ y*—  I(7)

a2+ k b2+ k ’ V1
en donde k es el pardmetro. En la discusién que sigue, -considerare-
mos a > b. Evidentemente, k no puede tomar ninguno de los valo-
res —a2 o —i)2 o cualquier otro valor menor que —a2.

Para todos los valores de k > —52, la ecuacion (7) representa
elipses. Para cada elipse, la distancia del centro a uno de sus focos
estd dada por

c=V (@2+ k) —(2+ k) =V al—b2.

(Jomo ¢ es una constante independiente del valor de k, todas las
elipses tienen los mismos focos (xV a¢— b2, 0).

Para todos los valores de k tales que —a2< k < — b2, la ecua-
cion (7) representa hipérbolas. En este caso, el primer denominador
en el primer miembro de (7) es positivo y el segundo denominador es
negativo ; por tanto, la ecuacion puede escribirse en la forma
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Entonces, para cada hipérbola, la distancia del centro a uno de sus
focos esta dada por

c=V (a2+ k) + (- 62- k) =V a2- b2.

Luego todas las hipérbolas tienen los mismos focos, y estos focos son
idénticos a los de las elipses. Hemos demostrado entonces que, para
todos los valores admisibles de k la ecuacion (7) representa un sistema
de elipses e hipérbolas homofocales. En la figura 106 aparecen varios
elementos de este sistema, siendo los focos los puntos F y F'. Como
todas estas cénicas tienen un eje focal comdn y un eje normal co-
mun , se dice que son coaxiales.

Sea Pi(x\,yi) un punto cual-
quiera no contenido en ninguno de
los ejes coordenados. Si una co-
nica del sistema (7) pasa por Pi,
sus coordenadas (xi, yi) deben
satisfacer a la ecuacion (7), y
tenemos

Y
A

que puede escribirse en la forma
k2+ (a¢+ ¥ —x\- —y{o)k+ a2
—62xis—a?y\- — 0. (8)

Para a > b, puede demostrarse
que las raices de esta ecuacién cuadratica en k son reales y desiguales,
estando comprendida una entre —a2y —bs, y siendo la otra mayor
que —b2. (Ver los ejercicios 23-25 del grupo 36 siguiente.) Pero
para la primera raiz el sistema (7) produce una hipérbola, y para la
segunda raiz; una elipse. Por tanto, tenemos el siguiente resultado :

Fig. 106

Por un punto cualquiera, no contenido en uno de los ejes coordenados ,
pasan una hipérbola y una elipse del sistema (7) de conicas homofocales.

Tracemos los radios vectores de Pi; son los mismos para ambas,
la hipérbola y la elipse, ya que estas cénicas son homofocales. Sea
Pi T la bisectriz del angulo FPi F' formado por los radios vectores
de Pi. Entonces, por el teorema 6 del Articulo 63, PiT es normal a
la elipse en Pi. y por el teorema 7 del Articulo 70, PiT es tangente
a la hipérbola en Pi. Por tanto, la elipse y la hipérbola se cortan
ortogonalmente en Pi. Como Pi representa un punto cualquiera no
contenido en un eie coordenado, tenemos el siguiente resultado :
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La familia de elipses y la familia de hipérbolas del sistema (7) de
conicas homofocales son trayectorias ortogonales entre si.

Debido a esta propiedad, se dice que una familia de conicas cen-
trales homofocales es auto-ortogonal. Un ejemplo de una familia auto-
ortogonal de parabolas es el sistema de dichas curvas que tienen un
foco comin y un eje comln. Tal sistema puede representarse conve-
nientemente por la ecuacién

y2= 4i-(x + i), (9)

en la que el parametro k puede tomar todos los valores reales excepto
cero. Las parabolas del sistema (9) tienen un foco comun en el origen,
y el eje X como eje comun ; se abren hacia la derecha o hacia la
izquierda segun que k>0 o k < 0. Las pardbolas que se abren en di-
recciones opuestas se cortan ortogonalmente. (Ver los ejercicios 28-30
del grupo 36 siguiente.)

EJERCICIOS. Grupo 36

Los ejercicios 1-6 deben resolverse usando el teorema 6 del Articulo 76.
Dibujar una figura para cada ejercicio.

1- Hallar jas ecuaciones de la tangente y de la normal ala cénica
X2 —2xy + y2+ 4x -y —3 =0

en el punto (1, 2).
2. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la conica

X2 —Xy + y2+ 2x —2y —1» 0,
de pendiente 3.
3. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la conica

X2 —2Xxy + y2+ 2x —6 = 0,

trazadas por el punto (—3, —7) .

4. Parael punto (1, 1) de la conica x2+ 2xy + y2+ 2x —6y = 0- hallar
las ecuaciones de la tangente y de la normal, y las longitudes de la tangente,
normal, subtangente y subnormal.

5. Hallar las ecuaciones de las tangentes a la cénica 3xy —2x + y —1=0
que son perpendiculares a la recta 2x —2y + 7 = 0.

6. Hallar el angulo agudo de interseccién de la recta 2x —y — 1 =0y la
conica x2 —4xy + 4y2+ 2y —2x — 1= 0 en cada uno de sus puntos de inter-
seccion .

7. Demostrar el teorema 6 del Articulo 76.

8. Demostrar que los resultados del ejercicio 10 del grupo 18 (Art. 45),
teorema 4, Articulo 57; teorema 4, Articulo 63, y teorema 5, Articulo 70,
pueden obtenerse como corolarios del teorema 6, Articulo 76.
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9. Hallar la ecuacion de la tangente a la circunferencia
X2+ y2+Dx + Ey+F =10

en el punto de contacto Pj (xi, yi). y

10. Por tres métodos diferentes, hallar la ecuacion de la tangente a la
circunferencia x2+ y2—4x —6y — 12 = 0 en el punto (5, 7).

11, Suponiendo que k es una constante diferente de cero, demostrar que el
triangulo formado por los ejes coordenados y cualquier tangente a la hipérbola
equilatera xy = k tiene un area constante.” (Ver el ejercicio 20 del grupo 33,
Articulo 7_0.% . _

12. Sia es una constante diferente de cero, demostrar que la suma algebrai-
ca de los segmentos que una tangente cualquiera a la conica

X2—2xy + y2—2ax —2ay + a2= 0

determina sobre los ejes coordenados es igual a a.
13. La ecuacién de una familia de conicas es

X2+ xy —y2+ ax + by + 5=0.
Hallar la ecuacion del elemento de la familia que pasa por los dos puntos (1, 2)

1 (%
(14. Hallar la ecuacion de la conica que pasa por los cinco puntos (—1, 6),

(2,9), (3 4) (4 Dy (-5 4)
15. Hallar'laecuacion de la parahola que pasa por los cuatro puntos (1, 0),

K e (f —-£)* <-»>m
16. Hallar Ia ecuacion de la conica que pasa por los cinco puntos (1, 1),
2.0), (-£, A), (00 vy @2 - 1)

17. Sobre el mismo sistema de ejes coordenados, tracense cinco elementos de
la familia de conicas representada ?or la ecuacion (2) del Articulo 77, asignan-
do al parametro k los valores —1 0, 1 2, 3

18. Hallar la ecuacion de la conica que pasa por el punto (—2, 3) y por
las intersecciones de las conicas

X2+ 2Xy + y2—2+ 3y+ 1=0y qxy+ 2*x—y—-2=0.

19. Hallar la ecuacion de la conica que pasa por el punto (4, —2) y por
las intersecciones de las conicas

X~t Xy + y-+ * =3y —1=0y 2x2—xy —2x + y =0.

20, Escribir la ecuacion de la familia de curvas que pasan por las intersec-
ciones de la circunferencia 2x2+ 2y2= 5y laelipse x2+ 3y2= 5. Demostrar
gue, cuando el parametro es igual a — 1, €l elemento de esta familia consiste en
0s rectas que se cortan. , . _

21. Hallar las ecuaciones de las parabolas qsue pasan por las intersecciones
de las conicas 4x2+ y2—4 = Ody Xy + 3x+ oy + 3=0. Sugestion. Cal-
cllese el valor dsl parametro usando la relacion B2 —4AC = 0. _

22. Hallar las ecuaciones de las parabolas que pasan por las intersecciones de
las conicas 2xy + 2y2+ 3x —y —1=0 y x2—xy + 2y2+ x + y—3=0.
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23. Demostrar que las raices de la ecuacion (8), Articulo 77, son reales y
desiguales demostrando que su discriminante puede escribirse en la forma de la
cantidad positiva

(a2 — 62 —xr + yi2)2+ 4xi3t/i2.

24. Demostrar que una raiz de la ecuacién (8) , Articulo 77, estd compren-
dida entre — a2 y — b2 demostrando que el primer miembro de la ecuaciéon es
igual a la cantidad positiva (a2 —b2) xi2, a > b, xi 0, para k = —a2, y
que es igual a la cantidad negativa (£2 —a2)yr, a > b, vyi o, para k igual
a —b2.

25. Demostrar que si se toma suficientemente grande la cantidad positiva X
entonces, para k = — 2+ el primer miembro de la ecuacién (8) , Articulo 77,
tiene un valor positivo y, por tanto, que en vista del ejercicio 24, la ecuacién
(8) tiene una raiz comprendida entre — b2y —62+ /.

26. Discutir el sistema de cénicas representado por la ecuacién

o+ k5T R

Utilizando los mismos ejes coordenados, dibujar los seis elementos de este sis-
tema correspondientes a los valores de k = 0, 7, 16, —8, —7, —6.

27. Hallar las ecuaciones de las dos coénicas del sistema del ejercicio 26 que
pasan por el punto (2, 3).

28. Discutir el sistema representado por la ecuacién (9) del Articulo 77.
Sobre unos mismos ejes coordenados, dibujar los seis elementos de este sistema
correspondientesa los valores de &= 1, 2, 3, —1, —2, —3.

29. Demostrar que por cualquier punto no contenido en el eje X, pasan
precisamente dos pardbolas del sistema (9) del Articulo 77, abriéndose una de
ellas hacia la derecha y la otra hacia la izquierda.

30. Demostrar que la familia de parabolas homofocales y coaxiales del sis-
tema (9) del Articulo 77 es auto-ortogonal. Sugestién. Usese el teorema 7,
Articulo 59.

78. Secciones planas de un cono circular recto. EI nombre de
secciones cdnicas con que se designa a la parabola, elipse e hipérbola
tienen su origen en el hecho de que estas curvas se obtuvieron por pri-
mera vez como secciones planas de un cono circular recto.

Consideremos un cono circular recto de vértice V , cortado por un
plano jt que no pase por V, tal como se indica en la figura 107.
Sean S y S' dos esferas inscritas en el cono y tangentes a jt en los
puntos F y F', respectivamente. Sean ju y m los planos respecti-
vos de los circulos de contacto de las esferas S y S’y el cono ; estos
planos son perpendiculares al eje del cono. Sean | y V, respectiva-
mente , las intersecciones de jt con jti y Ji2. Vamos a demostrar
que C, curva de interseccién de jt y el cono, es una seccidn conica
que tiene a F y F' por focos y a |y |I', respectivamente, como
directrices correspondientes.
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Sea P un puuto cualquiera de C. Tracemos PA , perpendicular
a |,y la generatriz VP del cono que toca a los circulos de contacto
de Sy S' en los puntos B y B', respectivamente. Como PF y
PB son tangentes a S, tenemos

PB = PF )

Sea a el angulo formado por it y iti. Este es también el angulo
que forma el plano jti y la recta PA y el mismo angulo formado
por jti y la recta trazada desde cualquier punto de C perpendicular

a |. Por P tracemos una perpendicular PN a ni. Tracemos tam-
bién el segmento AN en jti. Esto nos da el tridngulo rectdngulo PAN
indicado en la seccion vertical de la derecha en la figura 107. Por
tanto,

[PN \—]|PA jsen a. (2)

Sea P el angulo formado por iti. y cualquier generatriz del cono.
Este angulo es constante para un cono circular recto dado. Tracemos
el segmento BN en jti. Esto nos da el triangulo rectangulo PNB
indicado en la seccion vertical de la izquierda de la figura 107. Por
tanto,

|[RN i = I'PB isen [3 3)
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De (1), (2) y (3), tenemos

PF sen a
sen (3

(4)
lpal

Para cada plano secante ti, el &ngulo a es constante; también el
adngulo (3 como acabamos de ver, es constante. Por tanto, el sequndo
miembro de (4) es una constante positiva que puede designarse por e,
de manera que

IPF

PA

Pero esta relacion es, precisamente, la condicion geométrica (1) del
Articulo 75 de la definicion general de cénica. Por tanto, C es una

(b) Elipse

Fig. 108

conica que tiene el foco F y la directriz correspondiente |. Analoga-
mente , podemos demostrar que F' y V son, respectivamente, un
foco y una directriz correspondientes de C.

El angulo @ es una constante para un cono dado , pero el angulo a
varia a medida que el plano secante rt toma diferentes posiciones.
Si a = 3, la ecuacidon (4) muestra que e = 1, y la seccion es una
parabola; en este caso, el plano jt es paralelo a una generatriz del
cono y , por tanto, corta solamente una hoja de la superficie co6nica,
como se indica en la figura 108 (a). Si a < @3, la ecuacién (4) indica
que e < 1, y la seccidn es una elipse ; en este caso, el plano jt corta
todas las generatrices de la superficie del cono, como se ve en la figu-
ra 108 (6). En particular, si a = 0, el plano jt es perpendicular al
eje del cono, y la seccién es una circunferencia. Finalmente, si a > (3,
la ecuacién (4) indica que e > 1 vy la seccion es una hipérbola; en
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este caso, el plano jt corta a las dos hojas o ramas de la superficie
cbnica, como se ve en Ja figura 108 (c).

Podemos anotar aqui también algunos de los casos limite de las
secciones conicas. Asi, consideremos el caso en que el plano secante n
pasa por el vértice V del cono. Si a < P, el plano jt no corta a nin-
guna generatriz del cono, y tenemos un solo punto, el vértice V.
Si a = (3, el plano n es tangente a la superficie a lo largo de una
generatriz del cono, y tenemos una sola recta. Si a > 3, el plano
pasa por dos generatrices distintas del cono, y tenemos como seccién
un par de rectas que se cortan en el vértice.



CAPITULO X

COORDENADAS POLARES

79. Introduccién, Hasta este punto, en nuestro estudio de pro-
piedades geométricas por métodos analiticos, hemos utilizado un solo
sistema de coordenadas. Ahora vamos a introduciry emplear otro sis-
tema conocido como sistema de coordenadas polares. En vista de la
utilidad demostrada del sistema de coordenadas cartesianas rectangu-
lares , el lector puede pensar que no hay necesidad de considerar otro
sistema. Pero veremos, sin embargo, que para ciertas curvas y tipos
de lugares geométricos el uso de coordenadas polares presenta algunas
ventajas sobre las coordenadas rectangulares.

80. Sistema de coordenadas polares. Por medio de un sistema de
coordenadas en un plano, es posible
localizar cualquier punto del plano.

En el sistema rectangular esto se efec-

tia refiriendo el punto a dos rectas

fijas perpendiculares llamadas ejes de

coordenadas (Art. 4). En el sistema

polar, un punto se localiza especifi-

cando su posicion relativa con respecto

a una recta fija y a un punto fijo de esa

recta. La recta fija se llama eje polar;

el punto fijo se llama polo. Sea (figu-

ra 109) la recta horizontal OA el eje

polary el punto O el polo. Sea P un Fig. 109

punto cualquiera en el plano coorde-

nado . Tracemos el segmento OP y designemos su longitud por r.
Llamemos 9 al angulo AOP. Evidentemente, la posicién del pun-
to P con relacion al eje polar y al polo es determinada cuando se
conocen r y 8. Estas dos cantidades se llaman las coordenadas polares
del punto P ; en particular, r se llama radio vector y 6 angulo polar,



238 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

angulo vectorial o argumento de P. Las coordenadas polares de un
punto se indican dentro de un paréntesis, escribiéndose primero el
radio vector. Asi, las coordenadas de P se escriben (r, 8). La linea
recta que pasa por el polo y es perpendicular al eje polar se llama el
eje a 90°.

El angulo polar 6 se mide como en Trigonometria considerando el
eje polar como lado inicial y el radio vector como lado final del angulo
(Apéndice IC, 1), es decir, partiendo del eje polar hacia el radio
vector; se considera positivo o negativo segin que el sentido seguido
sea opuesto al de las manecillas de un reloj o el mismo. Algunos auto-
res, siguiendo los convenios hechos en Trigonometria, consideran que
el radio vector nunca debe ser considerado como negativo ; otros auto -
res, en cambio, admiten que el radio vector puede tomar todos los
valores reales. Nosotros seguiremos este Gltimo convenio. Segun esto,
si un punto tiene un radio vector negativo , se mide primero el angulo
polar de la manera ordinaria, y después se toma el radio vector en la
prolongacion del lado final. Asi, un punto P', de coordenadas
(—r, 6), selocaliza como se indica en la figura 109.

Es evidente que un par de coordenadas polares (r, 8) determina
uno y solamente un punto en el plano coordenado. EI reciproco, en
cambio, no es verdadero, porque un punto P determinado por las
coordenadas (r, 8) esta también determinada por cualquiera de los
pares de coordenadas representadas por (r, 8 + 2jtn), en donde x
esta dado en radianes y n es un entero cualquiera. El punto P puede
determinarse también por cualquiera de los pares de coordenadas
representados por (—r, 8+ jtn), en donde n es un entero impar
cualquiera. Mientras el sistema rectangular establece una correspon-
dencia biunivoca entre cada punto del plano y un par de ndmeros
reales, esta correspondencia no es Unica en el sistema polar, porque
un punto puede estar representado por uno cualquiera de un niamero
infinito de pares de coordenadas polares. Es esta carencia de recipro-
cidad unica en el sistema polar la que nos conduce, en algunos casos,
a resultados que difieren de los obtenidos en el sistema rectangular.

Para la mayor parte de nuestros propositos, un par de coordenadas
polares es suficiente para cualquier punto en el plano. Como nuestra
capacidad de seleccidn en este respecto es ilimitada, convendremos, a
menos que se especifique lo contrario, en tomar el radio vector r de
un punto particular como positivo y su angulo polar 8 comprendido
entre cero y el angulo positivo mas pequefio menor que 360°, de
manera que la variacion de los valores de 6 esta dada por
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A tal par lo llamaremos par principal de coordenadas polares del
punto.

El éangulo polar puede expresarse en grados o radianes, pero el
lector debe observar que los angulos expresados en radianes vienen
dados por numeros abstractos (Apéndice 1C; 4). Asi, un angulo
significa

polar de radianes, o sea, 90° ; el angulo polar 2 sig-

Z A
nifica 2 radianes , que equivalen a 114° 35,5' (aproximadamente).
El trazo de puntos en el sistema polar se facilita considerablemente

usando papel coordenado polar, que consiste en una serie de circunfe-

Fig. 110

rencias concéntricas y rectas concurrentes. Las circunferencias tienen
su centro comdn en el polo, y sus radios son multiplos enteros del
radio més pequefio tomado como unidad de medida. Todas las rectas
pasan por el polo, y los angulos formados por cada par de rectas
consecutivas son iguales. Un ejemplo de este papel estd representado
en la figura 110 en donde se han trazado los puntos

PI(4°f ) PI(6”2)> ft(-7,75°) y

Las coordenadas del polo O pueden representarse por (0, 6), en
donde 6 es un &ngulo cualquiera.

81. Paso de coordenadas polares a rectangulares y viceversa. Las
coordenadas rectangulares (x, y) de cualquier punto de un plano
implican solamente dos variables, x y y. Por tanto, la ecuacién de
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cualquier lugar geométrico en un sistema de coordenadas rectangulares
en un plano , contiene una o ambas de estas variables, pero no otras.
Por esto es apropiado llamar a una ecuacion de esta clase la ecuacion
rectangular del lugar geométrico.

Las coordenadas polares (r, 9) de cualquier punto de un plano
implican solamente dos variables, r y 0, de manera que la ecuacion
de cualquier lugar geométrico en el plano coordenado polar contiene
una o ambas variables, pero no otras. Tal ecuacion se llama, de
acuerdo con esto, la ecuaciéon polar del lugar geométrico. Asi, la

-z Jt .
ecuacion 6 = — y r = 4 eos 6 son las ecuaciones polares de dos luga-

res geomeétricos planos.
Para un lugar geométrico determinado , conviene , frecuentemente ,
saber transformar la ecuaciéon polar en la ecuacién rectangular, y
reciprocamente. Para efectuar tal
transformaciéon debemos conocer las
relaciones que existen entre las co-
ordenadas rectangulares y las coor-
denadas polares de cualquier punto
X,A del lugar geométrico. Se obtienen
relaciones particularmente simples
cuando el polo y el eje polar del sis-
tema polar se hacen coincidir, res-
pectivamente , con el origen y la
pigi ni parte positiva del eje X del sistema
rectangular, tal como se indica en
la figura 111. Sea P un punto cualquiera que tenga por coordenadas
rectangulares (x, y) y por coordenadas polares (r, 6), Entonces,
de la figura 111, se deducen inmediatamente las relaciones

X =1 eos (D)
y =1 sen @)

X+ (3)
=arei (4)

=+ \/ X+ y-, (5)

sen 6 = % V)Q,"‘ )/2’ ®)

X
Vi!+y7 ™

I+

eos 6 =
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Consideremos primero el paso de una ecuacion rectangular a su
forma polar. La ecuacidon dada contiene como maximo las dos varia-
bles x y y. Por tanto, si sustituimos la x y la y por sus valores
dados por las ecuaciones (1) y (2), respectivamente, obtenemos la
ecuacion polar directamente, aunque no siempre en su forma mas
simple. La ecuacion (3) puede usarse algunas veces ventajosamente
en esta transformacion.

Veamos ahora la transformacién de una ecuacién polar a su forma
rectangular. La ecuacién dada contiene como maximo las dos varia-
bles ry 8. Podemos usar, ademas de las formulas (1), (2) y (3),
las relaciones (4) y (5) que expresan a 8 ya r, respectivamente,
en funcién de x y y. También, si la ecuacién polar contiene algunas
funciones trigonométricas de 8, podemos expresar primero tales fun-
ciones en funcion de sen 6 y eos 8, y entonces usar la férmulas
(6) y (7).

Un resumen de los resultados anteriores viene dado en el teorema
siguiente :

Teorema 1. Si el poloy el eje polar del sistema de coordenadas
polares coinciden, respectivamente, con el origen y la parle positiva del
eje X de un sistema de coordenadas rectangulares, él paso de uno a otro
de estos dos sistemas puede efectuarse por medio de las siguientes formu-
las de transformacion:

X=reos9,y=rsen 9,x2+ y2 r2, 9 = aretg ,

X
eos 8 = =+ N

r:iV'x2+¥2,sen8:;i v Xty

v’ x24 yo
Ejemplo 1. Hallar las coordenadas rectangulares del punto P cuyas coor-

denadas polares son (4, 120°) .
Soluciéon. En este caso, r = 4 y 6 = 120°. Por tanto, por el teorema 1,

X = reos 0= 4 eos 120° = 4 N—-1"N = —2

Vi
y y = rsen 8=4 senl20° =4 e——=2V3,

de manera que lascoordenadas rectangulares de P son (—2, 2v*3).
Ejemplo 2, Hallar un par de coordenadas polares del punto P cuyas coor-
denadas rectangulares son (3, —5) .
Solucién, En este caso, x = 3 y y = —5 Por tanto, por il teo/cma 1,



242 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

Ahora tenemos un numero ilimitado de valores para 6 de donde tenemos que
escoger uno. De acuerdo con lo dicho en el Articulo 80 para el par principal
de coordenadas polares, tomaremos r como positivo y para 0 el angulo positi-
vo mas pequefio, menor que 360°. Evidentemente, como se ve en la figura 112,

Y

6 estd en el cuarto cuadrante; su valor es 300°J8'. Por tanto, el par principal
de coordenadas polares de P es

(V34 , 300°580-

Ejemplo 3. Hallar la ecuacion polai del lugar geométrico cuya ecuacion
rectangular es
X2+ y2—4x —2y + 1=0.

Solucién. Por el teorema 1 podemos reemplazar *2+ y2 por c2< x por
r eos 6, y y por r sen S. Por tanto, la ecuacion polar buscada es

r2—4r eos 6 —2r sen 0+ 1 = 0.

Ejemplo é. Hallar la ecuacion rectangular del lugar geométrico cuya ecua-
cién polar es
2
1 —eos 9

Solucién. Antes de sustituir en la ecuacion dada, serd conveniente quitar
denominadores. Entonces tenemos

r—r eos 6 —2.

Sustituyendo r y r eos 6 por sus valores en funciéon de x y y dados por el
teorema 1, obtenemos

2w x2+ y2—x = 2.

Si trasponemos —x, elevamos al cuadrado y simplificamos, obtenemos la ecua-
cion rectangular de la parébola
yl = 4x + 4.
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EJERCICIOS. Grupo 37

Dibujar una figura para cada ejercicio.
1. En un sistema polar trazar los siguientes puntos:

Pi(l, 135°), p2(—2, y), P3(3 75°), P4(-4,

2. Trazar los siguientes puntos en coordenadas polares:

CuT P2(—2,210°), P3 p4(3V 2. 135°).
| | >

3. Construir el tridngulo cuyos vértices son

Pi (5,60°), -2, y P3(-4, 150°) .

4. Para cada uno de los puntos Pi y P2 del ejercicio 1, hallar tres pares
de coordenadas polares.

5. Un cuadrado de lado 20 tiene su centro en el polo y dos de sus lados son
paralelos al eje polar. Hallur el par principal de coordenadas polares de cada uno
de sus cuatro vértices.

6. Dos de los vértices de un tridngulo equildtero son (0,73°) y (1, n) .
Hallar el par principal de coordenadas polares del tercer vértice. (Dos casos.)

7. Un hexagono regular tiene su centro en el polo y dos lados paralelos al
eje polar. Si la longitud de un lado es igual a dos unidades, hallar el par prin-
cipal de coordenadas polares de cada uno de sus seis vértices.

8. Un punto P se mueve de tal manera que para todos los valores de su
angulo polar, su radio vector permanece constante e igual a 2. Identificar y
trazar el lugar geométrico de P.

9. Un punto P se mueve de tal manera que para todos los valores de sus

radios vectores, su &ngulo polar permanece constante e igual a R Identificar

y trazar el lugar geométrico de P.
10. Hallar las coordenadas rectangulares de los cuatro puntos del ejercicio 2.
11. Hallar el par principal de coordenadas polares de cada uno de los pun-
tos cuyas coordenadas rectangulares son (—2, 3) y (3, —2).

En cada uno de los ejercicios 12-20, pasar la ecuacion rectangular dada a su
forma polar.

12. x2+ y? = 4. 16. Xx'i- y? = 4.

13. 5x —4y + 3 =0. 17. x- \-y“—2y = 0.
14. 2*2 + 2y- + 2x - 6y+3 = 0. 18. xy —2.

15. 2x - y = 0. 19. x2- 4y - 4 = 0.

20. x eos (0 + ysen id— p= 0.

En cada uno de los ejercicios 21-30, pasar la ecuacion polar dada asu forma
rectangular.

21. reos9—2 = 0. 23. r = 9eo0s 9
22. r —4 sen 6. 24, r —reos 0 = 4.
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25, r = oo . 27. sen-0—4reos39=0. 29. r=2(1 —eos (?).
2—eos 0

26, r = e meeeee . 28. r = 2 sec2—. 30. r2=4 eos 29.
1+ 2eo0s 8 2

82. Trazado de curvas en coordenadas polares. Consideremos

ahora el trazado de curvas dadas en ecuaciones polares, de la misma
manera que lo hicimos para la construccion de graficas de ecuaciones
rectangulares (Arfc. 19). Para nuestros fines, la construccion de cur-
vas en coordenadas polares constara de los seis pasos siguientes :

1. Determinacidon de las intersecciones con el eje polar y con el
eje a 90°.

2. Determinacion de la simetria de la curva con respecto al eje
polar, al eje a 90° y al polo.

3. Determinacion de la extensién del lugar geométrico.

4. Calculo de las coordenadas de un nimero suficiente de puntos
para obtener una grafica adecuada.

5. Trazado de la gréafica.

6. Transformacion de la ecuacidn polar a rectangular.

El lector debe observar, en particular, que la construccion de
curvas en coordenadas polares requiere ciertas precauciones gue no se
necesitan para, las coordenadas rectangulares. Por ejemplo, un punto ,
en un sistema de coordenadas rectangulares, tiene un UGnico par de
coordenadas, pero un punto, en coordenadas polares, tiene, como
vimos (Art. 80), un nimero infinito de pares de coordenadas. Puede
ocurrir, entonces, que mientras un par de coordenadas polares de un
punto P de un lugar geométrico puede satisfacer su ecuacion, otro par
de coordenadas no la verifica. Esto tiene lugar, por ejemplo, en la
ecuacion r = ad, a 0, que representa una curva llamada espiral de
Arquimedes. Ademas, un lugar geométrico puede estar representado ,
algunas veces, por mas de una ecuacion polar. Asi, la circunferencia
cuyo centro estd en el polo y cuyo radio es igual a a, puede represen-
tarse por una de las dos ecuaciones r=a 0 r=—a. Las ecuaciones que
representan el mismo lugar geométrico se llaman ecuaciones equivalentes.

1. Intersecciones. Las intersecciones con el eje polar, cuando
existen , pueden obtenerse resolviendo la ecuaciéon polar dada para r,
cuando a 8 se le asignan sucesivamente los valores 0, =+ ti, = 2jt,
y, en general, el valor nn, en donde n es un entero cualquiera.
Anélogamente, si existen algunas intersecciones con el eje a 90° , pue-

. . n ,
den obtenerse asignando a 8 ios valores Jt, en donde n es un na-

mero impar cualquiera. Si existe un valor de 8 para el cual sea r = 0,
la gréafica pasa por el polo.
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2. Simetria. Si la curva es simétrica con respecto al eje polar,
entonces (Art. 16) para cada punto P existe un punto P ', también
de la curva, tal que el segmento PP' es bisecado perpendicularmente
por el eje polar, como se ve en
la figura 113. Si M es el punto
medio del segmento PP ', de los
triangulos rectangulos OPM vy
OP'M se deduce que las coor-
denadas de P' son (r, —6) Yy
(—r, n—6). Tenemos, pues,
dos pruebas para simetria con
respecto al eje polar, a saber,
que la ecuacion polar dada no
varie al reemplazar 6 por — 6,

o al reemplazar 6 por jt —9 y

r por —r. Debemos, sin em-

bargo , hacer una importante adicidn a este enunciado. Asi, una cir-
cunferencia con centro en el polo y radio igual a a tiene por ecuacién
polar r = a. Esta ecuacién no satisface la segunda prueba aunque su
lugar geométrico es, evidentemente, simétrico con respecto al eje
polar. Pero la segunda prueba cambia a la ecuaciéon dada en r — —a,
que, como hemos anotado antes, es una ecuacion equivalente. Por
tanto, diremos que la simetria con respecto al eje polar existe también
si las sustituciones indicadas cambian a la ecuacion dada en una ecua -
cién equivalente.

Se deja al estudiante, como ejercicio, el obtener las pruebas para
simetria con respecto al eje a 90° y respecto el polo, que establece el
siguiente

Teorema 2. Las pruebas para averiguar la simetria del lugar geo-
métrico de una ecuacidn polar estdn dadas en la siguiente tabla.

Simetria con respecto al La ecuacién polar no se altera, o se transforma en
una ecuacién equivalente cuando

Eje polar a) se sustituye 0 por —6, o
b) se sustituye 8 por n —6 y r por —r.
Eje a 90° a) Se sustituye 8 por n —8, o

b) se sustituye 8 por —8 y r por —r.

Polo a) se sustituye 8 por jt+ 8, o0
b) se sustituye r por —rr.
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3. Extension del lugar geométrico. Para determinar la extensién
de la grafica de un lugar geométrico dado en coordenadas polares,
primero se despeja r en funcién de 6, de modo que tenemos

r = J{6). (1)
Si r es finito para todos los valores de 6, se trata de una curva cerra-
da. Si, en cambio, r se vuelve infinita para ciertos valores de 9 la
grafica no puede ser una curva cerrada. Para valores de 0 que
hacen a r compleja no hay curva ; tales valores de 6 constituyen
intervalos excluidos del lugar geométrico. Si la grafica es una curva
cerrada, es uUtil, frecuentemente, determinar los valores maximo y
minimo de r.

4. Calculo de las coordenadas de algunos pumos. Asignando un
valor particular a 0, podemos obtener el valor o valores reales corres-
pondientes de r, cuando existen , de la ecuacion (1) anterior. Para la
mayoria de nuestros fines, serd suficiente tomar valores de 8 a inter-
valos de 30°.

5. Construccién de la grafica. Los puntos del lugar geométrico
pueden trazarse directamente a partir de los valores de las coordenadas
obtenidas en el paso 4. Una curva continua que pase por los puntos
localizados seréa, por lo general, la grafica buscada. Es importante
ver si la grafica concuerda con los resultados obtenidos en los pa-
sos 1, 2y 3.

6. Transformacién de la ecuacidon polar a su forma rectangular.
Esta transformacion puede efectuarse como se discutido en el Articu-
lo 81. La forma rectangular se puede usar para comprobar la grafica.

Ejemplo 1. Trazar la curva cuya ecuaciéon es
r=2(1 —eos9). (2)
Solucién. 1, Intersecciones. De la ecuacién (2) se deduce que para
9=20° es r=0, y para 9= jtes r= 4. Ningunos valores nuevos de r se

obtienen para 9 = —n, * 2K, etc. Por tanto, ei polo estd sobre la curva, y
la otra interseccién con el eje polar est4 dada por el punto (4, jt),

Para 6 = -i-es r=2; para $——y es r = 2. Ningunos valores nuevos

de r se obtienen para ( = % -2 i, IFJt, etc. Portante, las intersecciones

con el eje a 90° son los puntos "2, 7 4
) P iM 2Z2-i

2. Simetria. Si se sustituye 0 por — 9, la ecuacién (2) no se altera, ys
que eos (— 9) —eos 9. Por tanto, la curva dada por la ecuacién (2) es simé-
trica con respecto al eje polar.

Aplicando las otras pruebas del teorema 2, el estudiante debe demostrar que
el lugar geométrico no es simétrico ni con respecto al eje a 90° ni con respecto
al polo.
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3. Extensién. Como el valor absoluto de eos 9 no es nunca mayor que 1
para cualquier valor de 9, la ecuacién (2) muestra que r es finito pata todos los
valores de 0 y, por tanto, se trata de una cuva cerrada. El valor méaximo de r
se obtiene cuando 1 —eos 9 es un maximo, y esto ocurre cuando 9 = n. Por
tanto, el valor maximo de r es 4. Anéalogamente, se halla el valor minimo de r,
que resulta ser 0 para 9 = 0°.

4. Célculo de las coordenadas de algunos puntos. Las coordenadas polares
de algunos puntos de la curva pueden obtenerse, a partir de la ecuacion (2),
asignando valores a 9. Como la curva es simétrica con respecto al eje polar, no
es necesario tomar valores de 9 mayores de 180°. En la tabla que damos a con-
tinuaciéon figuran algunos valores correspondientes de r y 9. La tabla del
Apéndice IC, 5, es muy util para estos calculos.

9 eos 9 1—eo0s 9 r

0° 1 0 0
g0 0,866 0,134 0,268
60° 0,5 0,5 1

90° 0 1 2
120° - 0,5 1,5 3
¥0O - 0,866 1,866 3,732
180° - 1 2 4

5. Trazado de la curva. La curya que se busca es la representada en la
figura 114, y se la conoce con el nombre de cardioide.
6. Ecuacién rectangular. Si multiplicamos la ecuaciéon (2) por r, obte-
nemos
r2 = 2r —2r eos 9,

la cual, por el teorema 1, Articulo 81, se convierte en
*2+ y2=2r - 2x.
Trasponiendo —2x al primer miembro, y elevando al cuadrado, tenemos

(x2+ y2+ 2x) 2 = 4r2,
de donde
(xz+ y2+ 2x) 2 =4(x2+ y2),

que es la ecuacién rectangular buscada.

El lector puede observar las ventajas que a veces tienen las coordenadas pola-
res, comparando el trabajo que requiere el trazado de la cardioide a partir de su
ecuacion polar y de su ecuacién rectangular.

Ejemplo 2. Trazar la curva cuya ecuacion es

r? = 4 eos 29. 3)
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Solucion. 1. Intersecciones. Las intersecciones con el eje polar son los

dos puntos (=2, 0) y (=2, ji). Para 0= (Jt, en donde n es un namero
impar cualquiera, r es complejo, y, aparentemente, no hay intersecciones con

el eje a 90°. Pero, para 6 = -5, r = 0, de manera que el polo esta sobre la

curva.

2. Simetria. La ecuacion (3) satisface todas las pruebas de simetria del
teorema 2. Por tanto, la curva es simétrica con respecto al eje polar, al eje a90°
y el polo.

3. Extensién. EI valor maximo de eos 26 es 1. Por tanto, de la ecua-
cion (3), el valor maximo de r es 2, lo que nos dice que se trata de una curva

cerrada. Cuando el angulo 20 estda comprendido entre -i- y ~ , eos 26 es ne-

gativo y los valores de r son complejos. Luego, no hay curva entre las rectas
4 4
4. Célculo de coordenadas. Las coordenadas de varios puntos pueden ob-
tenerse, directamente, de la ecuacién (3) . Teniendo en cuenta la simetria del
lugar geométrico y el intervalo de variacion de los valores excluidos de 6,
basta asignar a 6 solamente valores de 0° a 45°. Las coordenadas de algunos
puntos figuran en la tabla siguiente.

6 e0s26 r= =t2\/ eos 26

0° 1 —2
15° 0,866 + 1,86
@ 0,5 + 1,41
45° 0 0

Fig. 115

5. Construccion de la curva. La curva buscada, trazada en la figura 115,
es conocida con el nombre de lemniscata de Bernoulli. EI lector debe notar que,
aunque en la ecuacion (3) , aparece el angulo 26, se trazan siempre los valores
del angulo sencillo 9 y los valores correspondientes de r.

6. Ecuacion rectangular. Como las ecuaciones de transformacion del teo-
rema 1, Articulo 81, contienen funciones de un &angulo sencillo, escribirnosla
ecuacion (3) en la forma (Apéndice IC, 7)

r2 = 4(e0s26 —sen26) .
Multiplicando ambos miembros por r2, obtenemos

r4 = 4(r2e0s26 —r2sen26),
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de donde, por medio de las ecuaciones de transformacién, obtenemos la ecuacién
rectangular buscada

U2+ y2)2=402- y2).

EJERCICIOS.

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1.

con respecto al eje a 90°.

2.

la simetria de la curva con respecto al polo.

Grupo 38

Demostrar las pruebas (a) y (6) del teorema 2, Art. 82, para la simetria

Demostrar las pruebas (a) y (b) del teorema 2, Art. 82, para establecer

En cada uno de los ejercicios 3-30, trazar la curva cuya ecuacion se da. Las
cantidades a y b son constantes diferentes de cero a las que pueden asignarseles
valores numéricos para la operacion del trazado de la gréfica. Usese papel coor-
denado polar.

3
4
5.
6

7.

10.

11.

83.

res (Art. 21).

r sen 8 tg 8 = 4a.

r2 sen 28 = 4.

r2(4 + i sen28) = 36.

r = a(l + sen 8) (cardioide)

r2 = a2sen 28 (lemniscata) .
r = aeos24-,
2

r2eos3 8 = a2sen 8.

sen3 8 —4r eos3 8 = 0.

r = a sen 28 (rosa de 4 hojas)
t = a eos 58.

¢ = a sen 48.

log r = ad (espiral logaritmica oequiangular) .

r= 2 sec 8 12.
r = aeos 8 13.
4r eos 8 — 3r sen 8 = 12 14.
r= asen 8+ b eos 8. 15.
veossd - 2 = 16.
2 17.
' 1 —eos 8
4 18.
f 2—eo0s 8 19,
r=ased0 20.
21.
r=a CSCZQ.
2 22.
23. r = 2a tg 8 sen 9 (cisoide) .
24. r8 = a (espiral hiperbdlica o reciproca)
25. r2 = a2 8 (espiral parabdlica) .
26.
27. r20 = a2 (lituus) .
28. r = aese 8+ b (concoide) .
29. r = a—b eos 8 (caracol) .
30. r =

asen3—.
3

Intersecciones de curvas dadas en coordenadas polares. ElI
método para obtener los puntos de intersecciéon de dos curvas en coor-
denadas polares es semejante al empleado en coordenadas rectangula-

Las soluciones del sistema formado por las ecuaciones



250 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

de los lugares geométricos, representan las coordenadas r y 6 de los
puntos de interseccién. Debemos hacer notar, sin embargo, que en
coordenadas polares este problema puede presentar dificultades que no
se presentan en coordenadas rectangulares, debido a que las coorde-
nadas polares de un punto no son Unicas. Por esta razén puede ocu-
rrir que, para un punto particular P de interseccion de dos curvas,
las coordenadas polares de P que satisfacen la ecuacién de una de las
curvas no satisfagan la ecuacion de la otra, pero satisfagan a una de
sus ecuaciones equivalentes. Por esto, con el fin de evitar tales dificul-
tades , es mejor, generalmente, dibujar ambos lugares geométricos con
referencia al mismo polo y eje polar y considerar entonces cada punto
de interseccion individualmente , tal como indique la figura.

Ejemplo. Hallar, analitica y graficamente, los puntos de interseccion de

las curvas cuyas ecuaciones son
r=a8, j~ O, (1)

(2)

Solucion. La ecuacion (1) representa la espiral de Arquimedes, y la ecua-
cién (2) una recta que pasa por el polo, como se ha representado en la figu-
ra 116. La porcién punteada de la

90° espiral corresponde a los valores ne-

gativos de 0 en la ecuacién (1) .

Ambas lineas son ilimitadas y, evi-

dentemente, tienen un nudmero infi-

nito de puntos de interseccién. Aho-

ra, si sustituimos el valor de 6 dado

por la ecuacién (2), en la ecuacibn

(1) hallamos v es decir, ob-
tenemos las coordenadas (th kA
4° T)

de solamente un punto de intersec-
cién, el punto Pi. Pero la recta (2)
puede estar representada también por
su ecuacién equivalente, 9 = 9—:, de
la cual, junta con la ecuacién (1),

obtenemos las coordenadas \ 4 u4|,| del punto de interseccion P2. De ma-
fiera semejante, otra ecuacién equivalente de la recta (2) es 6 = — que da
Evidentemente, hay un nUmero infinitamente grande de

ecuaciones equivalentes de la recta (2) por medio de las cuales podemos obtener
las coordenadas de cualquier nimero de puntos de interseccién. EI lector debe
hallar las coordenadas del polo y de los puntos P4y Ps de la figura 116, todos
los cuales son puntos de interseccion.
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84. Férmula de la distancia entre dos puntos en coordenadas po-
lares. Sean Pi(n, 81l) y Pr{r2, 82) (fig. 117) dos puntos dados
cualesquiera. Se trata de hallar la distancia d entre Pi y P2, en
donde d — |P1P2j. Para ello emplearemos el par principal de coorde -
nadas de Pi y de P2.

Tracemos los radios vectores de Pi_y_Ps, formando asi el tridan-
gulo OPi P2 en donde |OPi\=n, \OPj | = ri, y el angulo Pi OP2
es igual a 81—82. Entonces, por la ley de los cosenos (Apéndice IC. 11).

tenemos
d2=n2+ —2n r2 eos (di — 82) j
de donde

d=V ri2+ ri2—2n rj eos (81 — 82) .
Este resultado nos dice :

Teorema 3. La distancia d entre dos puntos cualesquiera
Pi(n, di) y T2(r2, 62) en coordenadas polares esta dada por la for-
mula

d= v7in2+ M2—2n 2 eos (81 — 82).

NOTA. Esta férmula para d puede obtenerse también por transformacién
en coordenadas polares de la férmula de la distancia entre dos puntos dada en
el teorema 2, Articulo 6, pata coordenadas rectangulares.

Ejemplo. Demostrar que los puntos Pj 73, .i.~, P22~7, y~ 7 P373, y~

son los vértices de un tridngulo isdsceles.
Solucién. EI tridngulo es el representado en la figura 118. Por el teorema 3,
tenemos

=A 32+ 72- 2 3.7e0s (i =Vss- 2V 3

y [P3P2|= 3»+ 72- 2.3.7e0s"y - =V 58- 21V 3

Por tanto, como |P1P2i= IP3P2|. el tridngulo es is6sceles.
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EJERCICIOS. Grupo 39

En cada uno de los ejercicios 1-12, calcular, analitica y graficamente, los
puntos de interseccion de las curvas dadas.

1. r= 2 sen 7. r3 =9 eos 29,
r=1 r=3"V2sen
2. r =4 eos r2 = 4 sen 29,
r= 2. r=2\/ 2 eos
. 9. r= 1+ eos 9,
3. e=41a,
4 r=V 3sen9.
r= 3.
10. 8
4. r eos 9 = 4, 2 —eos 9
rsen 9 = 4 res9=1.

5. reos9=2, 11. r= ese2—,

r= 3 eos 9 3r = 8(1 + eos 9) .
6. r = sen §, 12. r —2reos 9 = 1,
r = eos 9. r - sen 9.

13. Hallar la distancia entre los puntos Pi ;
JJi) "' M 5T >
14. Hallar la distancia entre los puntos Pi i
K ) *M 4-i)-
15. Hallar el perimetro del cuadrilatero cuyos vértices son (0, 19°),

(* 1> (me) 0

16. Demostrar que los puntos Pi N1, y~, y P3(1» 0°) son
los vértices de un tridngulo equilatero.

/

/3 — jt\
17. Demostrar que P ly V 3, )J/ I es el punto medio del segmento cuyos

extremos son
("mr) (r-f)-

18. Empleando las formulas de transformacion de coordenadas rectangula-
res a polares (teorema 1, Art. 81) , demuéstrese que la férmula de la distancia
polar del teorema 3 (Art. 84) puede obtenerse directamente a partir de la for-
mula de la distancia en coordenadas rectangulares dadas en el teorema 2, Ar-
ticulo 6.

19. Discutir la férmula de la distancia dada en el teorema 3 (Art. 84)
cuando los puntos Pi y P2 son colineales con el polo. Considerar los casos en
que los puntos estan del mismo lado y de lados opuestos del eje polar.

20. Discutir la férmula de la distancia dada en el teorema 3 (Art. 84) cuan-
do los puntos Pi y P2 estan ambos sobre el eje polar. Considerar los casos en
que los puntos estan del mismo lado y de lados opuestos al polo.

21. Demostrar que la formula de la distancia dada en el teorema 3 (Art. 84)
es verdadera cualesquiera que sean las posiciones de los puntos P1y P2en el
plano coordenado polar.
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22. Demostrar que el &rea K de un tridngulo cuyos vértices son el polo vy
los puntos Pi(n, Si) y Psj(ri, 02) estd dada por la férmula

K = Viln r2sen (0i — 02) .

23. Hallar el &rea del triangulo cuyos vértices son el polo y los puntos

(2" f) 7 (<* t )-

24. Hallar el &rea del tridngulo cuyos vértices son los puntos

Pi (2.y )’ P2(3 f) y P3(’" ?)-

25. Hallar el area de un tridngulo de vértices dados, cuando el polo esta
dentro del tridngulo.

85. Ecuacion de la recta en coordenadas polares. Si una recta
pasa por el polo, su ecuacién polar es, evidentemente, de la forma

8 = k, (1)

en donde k es una constante que representa el angulo polar de cual-
quier punto de la recta. Para una recta particular, k puede tener un
nimero infinito de valores. Por esto, convenimos en restringir k a
valores no negativos menores de 180°.

Consideremos ahora el caso en que la recta no pasa por el polo.
Sea | (fig. 119) la recta. Desde el polo tracemos la normal ON a I,
y sea (p, co) el par principal de
coordenadas polares de N, de ma-
nera que p sea positivo y que los
valores de o estén dados por

0°1cu< 360° (2)

Siguiendo el procedimiento usual
de los problemas de lugares geomé-
tricos, sea P(r, 8) un punto cual-
quiera de la recta |. Entonces, del
triangulo rectangulo OPN, tenemos

reos (8 —co) = p, (3) Fig- 119

que es la ecuacion polar de la recta I. Evidentemente, por el signifi-
cado de las cantidades p y 00 y el intervalo de variacion (2) para o,
la ecuacién (3) es la ecuacion polar equivalente a la ecuacién normal
de la recta en coordenadas rectangulares,

Xeoswm+ yseno—p —0, (4)
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dada en el teorema 7 del Articulo 31. EI lector debe verificar esto
transformando la ecuacidon (4) en la ecuacion (3). (Véase el ejerci-
cio 20 del grupo 37, Art. 81.)

La consideracion de los casos en que la recta | pasa por el polo, es
perpendicular al eje polar, o es paralela a dicho eje, conduce a formas
especiales de la ecuacién (3) que son frecuentemente Utiles. Estos
resultados, combinados con los anteriores, estan expresados en el si-
guiente

Teorema 4. Si (p, co) es el par principal de coordenadas polares
del pie de la perpendicular trazada desde el polo a cualquier recta en el
plano coordenado polar, la ecuacidn polar de la recta es

reos (0 —co) = p.
Si la recta pasa por el polo, su ecuacién es de la forma
6 — k.

siendo k una constante que puede restringirse a valores no negativos me-
nores de 180°

Si la recta es perpendicular al eje polar y esta a p unidades del polo,
su ecuacion es de la forma

reos0O==p, p>0,

debiendo tomar el signo positivo o negativo segin que la recta esté a la
derecha o ala izquierda del polo.
Si la recta es paralela al eje polar y esta a p unidades de él, su ecua-

cién es de la forma
rsen6==p, p>0,

debiéndose tomar el signo positivo o el negativo segin que la recta esté
arriba o abajo del eje polar.

86. Ecuacion de una circunferencia en coordenadas polares. Sea
C(c, a) el centro de una circunferencia cualquiera de radio a (figu-
ra 120). Sea P(r, 6) un punto cualquiera de la circunferencia.
Tracemos el radio PC y los radios vectores de P y C, formando asi
el triangulo OPC. De este triangulo , por la ley de los cosenos (Apén-
dice IC , 11), resulta :

a2=r2+ c2—2cr eos (6 — a)
0 sea,
r2—2cr eos (6 —a) + c2= a? n

que es la ecuacidn polar de la circunferencia.
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Los casos especiales de la ecuacion (1) son a veces Utiles y estan
comprendidos en el teorema siguiente :

Teorema 5. La ecuacion -polar de una circunferencia de centro el
punto (c, a), y radio igual a n es

r2—2cr eos (0 —a) + c2= a2.
Si su centro estd en el polo, la ecuacién polar es
r=a.

Si la circunferencia pasa por el polo y su centro esta sobre el eje polar,
su ecuacion es de la forma
r= + 2a eos 8,

debiéndose tomar el signo positivo o el negativo segin que el centro esté a
la derecha o la izquierda del polo.

Si la circunferencia pasa por el polo y su centro esta sobre el eje
a 90°, su ecuacion es de la forma

r= % 2a sen 0,
debiéndose tomar el signo positivo o negativo segin que el centro esté

arriba o abajo del polo .

Ejemplo. Empleando solamente coordenadas polares,hallareicentro y el
radio de la circunferencia

r=3sen 8—3\/ 3 eos 6. (2)

Solucién. Pongamos la ecuacion (2) en la forma general delaecuacién de
una circunferencia de centro (c, a) y radio a,

r2—1ler eos (9 —a,i+c2= cb5. (1)
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Para ello, multipliguemos ambos miembros de la ecuacién (2) por r y tras-
pongamos términos. Se obtiene:

r2—r(—3V3 eos 0+ 3 sen 6) = 0,

que, teniendo en cuenta la ecuacién (1), podemos escribir en la forma

3 VI , . 3 0
2 - ©)]
Hagamos ahora
3Vv 3
- = eosa y E-C = sen a. (4)

La expresiondentro del paréntesis de la ecuacion (3) se convierte en

eos 0 eos a + sen 6 sena = eos (6 —a) ,

y la ecuacién en
r2 —2cr eos {0 —a) = 0,

que es de la forma (1) . Evidentemente la circunferencia pasa por el polo, ya
que c¢3 = a2. Si elevamos al cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua-
ciones (4), y sumamos, obtenemos

2L + £ — \.
4c2  4c2

de donde ¢ = ==3. Para el par principal de coordenadas polares del centro,

tomamos ¢ = 3, valor para el cual las ecuaciones (4) dan a = Por tanto.

ol

las coordenadas del centro de la circunferencia (2) son ~3, m También,

como ¢ = a, el radio es 3.
El estudiante debe dibujar la figura correspondiente a este ejemplo y compro-
bar los resultados usando coordenadas rectangulares.

87. Ecuacion general de las conicas en coordenadas polares. La
ecuacién polar de una conica to-

' ma una forma particularmente
sencilla y util cuando uno de los

focos (fig. 121) esta en el polo

y el eje focal coincide con el eje

polar. Sea la recta | la directriz

correspondiente del foco O ; esta

recta es perpendicular al eje po-

lar, y sea D el punto de inter-

seccién. Designemos la distancia

|OD |, entre el foco y la direc-

triz , por la cantidad positiva p .

Sea Pir, 6) un punto cualquiera

de la conica Desde P tracemos
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las perpendiculares PB y PC al eje polar y a la directriz, respecti-
vamente .

Para deducir la ecuacion polar de la cénica, emplearemos la defini-
cion general dada en el Articulo 75. Segln ella el punto P debe
satisfacer la condicién geométrica

PO
pc) -

en donde e es la excentricidad Ahora bien,
\PO\=r
IPC|=|DB|= |DO|+ |OB|=p+ r eos6.

Sustituyendo estos valores en (1), obtenemos

pireoss O
de donde,
[ fE e (2)
1—eeos 6 v ¢

Podemos demostrar, reciprocamente, que cualquier punto cuyas
coordenadas satisfacen la ecuacion (2) satisface la condicién geomé-
trica (1) y, por tanto, esta sobre el lugar geométrico. Segun esto ,
la ecuacion (2) es la ecuacion buscada de la cénica.

La ecuacion (2) se ha deducido en el supuesto de que la directriz
esta a la izquierda del polo. Si la directriz esta a la derecha del polo
y a p unidades de él, podemos demostrar, andlogamente, que la
ecuacion de la conicaes

r = m 3
e

(3)
1+ eeos 6' y J
De manera semejante, si el eje focal coincide con el eje a 90° de
manera que la directriz sea paralela al eje polar ya p unidades de él,

podemos demostrar que la ecuacién de la conica es de la forma

ep
1+ esen 6’

debiéndose tomar el signo positivo o el negativo segin que la directriz
esté arriba o abajo del eje polar.
Los resultados precedentes se resumen en el siguiente
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Teorema 6. Sea e la excentricidad de uva cénica cuyo foco esta
en el poloy a p unidades de la directriz correspondiente.

Si el eje focal coincide con el eje polar, la ecuacion de la conica es de
la forma

= ep
1+ eeos8’

en donde se debe tomar el signo positivo o el negativo seglin que la directriz
esté a la derecha o ala izquierda del polo.

Si el eje focal coincide con el eje a 90° , la ecuacién de la conica es de
la forma

r= ep
1+ esen9

en donde se debe tomar el signo positivo o el negativo segln que la directriz
esté arriba o abajo del eje polar.

NOTA. Nos referiremos en adelante a las ecuaciones del teorema 6 como las
ecuaciones polares ordinarias de las cénicas. EI estudiante debe notar, sin em-
bargo, que en cada caso en el polo estd un foco y no el vértice de una paréabola
o el centro de una coénica central. Por esto, las ecuaciones rectangulares corres-
pondientes no estaran en la forma candnica.

Ejemplo. Identificar la conica cuya ecuacidn polar es

)

2 + eos

Hallar las coordenadas polares del centro y vértices y las longitudes de los ejes y
del lado recto,
Solucién. La ecuacion ordinaria de una cénica tiene la unidad como primer
término del denominador. Por tanto, si dividimos numerador y denominador
del segundo miembro de la ecua-
| cibn (4) por 2, obtenemos la
forma ordinaria

1+ Vi eos ©)

Si comparamos la ecuacién (5)

con la ecuacién ordinaria (3),

vemos que la excentricidad es

e=/ . Por tanto, el lugar

geométrico de la ecuacion (4) es

una elipse cuya posicion en el

plano coordenado polar estd re-

presentada en la figura 122, en

donde la recta / es la directriz correspondiente al foco que esta en el polo O.
De la ecuacion (5) tenemos que para 6 = 0 es r = %, y para 0= jtes r = 4.
Por tanto, las coordenadas de los vértices son V(?s. 0) y W/(4, jt). Como el
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centro C estd sobre el eje polar y en el punto medio de la recta que une los vér-
tices, sus coordenadas son (%, Jt). La longitud del eje mayor es la distancia
entre los vértices, o sea, 2a —

De la ecuacion (5) , tenemos que para 8 = -i. es r = 2. Por tanto, la lon-

gitud | OL | del semilado recto es 2, y la longitud total de cada lado recto es 4.

Como la longitud total de cada lado recto es también igual a tenemos que
a

b2 ——2—}—b;—2: 4, de manera que b = % VvV /3_y la longitud del eje menor es

a i

2=y VI.

EJERCICIOS. Grupo 40

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. De laecuacién (3), Articulo 85, deducir las ecuaciones polares
reos0= = p vy rsen8= p

de una linea recta , dadas en el teorema 4.

2. Obtener los resultados del ejercicio 1 transformando las ecuaciones rec-
tangulares de las rectas paralelas a los ejes coordenados ya p unidades de ellos.

3. Demostrar que las ecuaciones polares de las rectas que son perpendicula-
res y paralelas al eje polar pueden escribirse en las formas

r = psec8y r=+ p eses§,

respectivamente,en donde p es ladistancia del polo a larecta.

4. Hallar la ecuacién polar de la recta que pasa por el punto P
y es perpendicular al radio vector de P.

En cada uno de los ejercicios 5-8, transformar la ecuacién rectangular dada a
la forma polar normal de la ecuacién (3), Articulo 85.

5. 3x —4y + 5= 0. 7.4% 3y — 10 = 0.
6. 5x + 1Zu + 26 = 0. 8. 2x+ y=0.
9. Hallar la ecuacion polar de la recta que pasa por el punto (*m % ) y

es perpendicular al eje pohr.
10. Hallar la ecuacion polar de la recta que pasa por el punto

y es paralela al eje polar.

11. Considerando las areas de ciertos triangulos, demostrar que la ecuacién
polar de la recta que pasa por los dos puntos (n, Si) y (r2, $2) puede escri-
birse en la forma nr sen (91 —8) + rzr sen (8 —02) = rir2 sen ((9x — #2) «

12. Hallar la ecuacion polar de la recta que pasa por los puntos

(4. 0.
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13. Demostrar que la ecuaciéon polar general de la circunferencia, ecua-
cién (1) del Articulo 86, puede obtenerse por medio de la féormula de la distan-
cia entre dos puntos, dada en el teorema 3, Articulo 84.

14. Hallar la ecuacion polar de la circunferencia de centro el punto

"6, y radio igual a4.

15. Hallar la ecuacién polar de la circunferencia de centro el punto

~3, y que pasa por el punto "2,

16. Demostrar los casos especiales de la ecuacién (1) , Articulo 86, dados
en el teorema 5.

17. Si el centro de una circunferencia que pasa por el polo es el punto
(a, a) demuéstrese que su ecuacion es r = 7a eos (6 —a) .

18. Del resultado del ejercicio 17, demuéstrese que la ecuacion polar de
cualquier circunferencia que pasa por el polo puede escribirse en la forma

r = ki eos 0-{- k2sen 9,

en donde ki y son constantes.

19. Transformando la ecuacién polar del ejercicio 18 a su forma rectangu-
lar, determinar el significado de las constantes ki y kz. Demostrar, también,
que si a es el radio de la circunferencia se verifica que ki2 + &2 = 4a2.

En cada uno de los ejercicios 20-23, hallar el radioy lascoordenadas polares
del centrode la circunferencia a partir de su ecuaciénpolar dada.Comprobar
los resultados empleando coordenadas rectangulares.

20. r =4 eos 9.

21.r=2e0s9+ 2V3 sen9.

22. r2—2V 2 reos 9—2\/2rsen 9—5=0.
23. r2+ reosi- V 3rsen6—3=0.

En cada uno de los ejercicios 24 y 25, transformar la ecuacidon rectangular
dada de lacircunferencia a laforma polar general representada por la ecuacion
(1) delArticulo 86, ounode sus casos especiales. En cada caso, hallar el
radio y las coordenadas polares del centro.

24. x2+ y2+ 2x = 0. 25. x2+ y2—x —y =0.
26. Deducir la ecuacién r = -------— del teorema 6, Articulo 87.
1+ e eos 6
27. Deducir las ecuaciones r = =---eme—ememe del teorema 6, Articulo 87.
1+ esen 9

28. Demostrar que las ecuaciones (2) y (3) del Articulo 87 pueden redu-
cirse alas formas r = -j- ese2-j-y r = sec2 respectivamente, en el caso

de una parébola.
29. Demostrar que en cada una de las cénicas del teorema 6, Articulo 87, la
longitud de un lado recto es igual a 2 ep.

En cada uno de los ejercicios 30-32, identificar la cénica cuya ecuacién polar
se da. Para una pardbola, héallense las coordenadas polares del vértice y la lon-
gitud del lado recto. Para una conica central, hallense las coordenadas polares
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del centro y los vértices, y las longitudes de los ejes y cada lado recto. Hallar
también la ecuacién rectangular de cada conica.

30. r= 5 31. 6 32. r= 8
2 —Ze0s9 3+ sen 9 2+ 4¢e0s9
33. Si lacénica r = &P representa una parabola, héllense las coor-
—e €os
denadas polares de su vértice y la ecuacién polar de su directriz.
34. Sila conica r = ep representa una elipse, demuéstrese que la
1+ e eos 9
. . 2ep
longitud de su eje menor es 1
35. Sila cénica r = 1 ep - representa una hipérbola, demuéstrese que
—e sen
la longitud de su eje transverso es 2ep
e2- 1
88. Problemas relativos a lugares geométricos en coordenadas

lares. En coordenadas rectangulares vimos que la solucion de un
problema de lugar geométrico se facilitaba a veces colocando la figura
en una posicion apropiada con respecto a los ejes coordenados. Ana-
logamente , en coordenadadas polares, la solucién puede efectuarse
muchas veces con mayor simplicidad si se eligen apropiadamente el
polo y el eje polar. Ilustraremos el procedimiento con varios ejemplos.

Ejemplo 1. Sean O y B los extremos de un didmetro fijo de una circunfe-

rencia dada de radio a. Sea t la tangente en B Desde O tracemos una secante
cualquiera s que corte a la circunferencia y
a t en los puntos Cy D, respectivamente.
Hallar la ecuacion polar del lugar geomé-
trico de un punto P sobre s tal que
|OP | = |CD | para cada posicién de s a
medida que gira en torno de O.

Solucién. Sin que el razonamiento
pierda generalidad, podemos tomar el pun-
to O como polo y hacer que el didmetro
fijo esté sobre el eje polar, tal como apare-
ce en la figura 123. Como P es un punto
cualquiera del lugar geométrico, le asigna-
remos las coordenadas generales (r, 9) , de
manera que |OP j=ry el &ngulo POB =09.

Entonces, para toda posicion de s, debe-

mos tener
r=|[0Pj =|CD|=|0D]J]-]0C]|. (1)
Del triangulo rectangulo ODB, tenemos
|OD | = |OB !sec 9 = 2a sec 9.

Tracemos el segmento CB. EI &ngulo OCB es un &ngulo recto ya que esta ins-
crito en un semicirculo. Por tanto,

po-
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Sustituyendo en (1) estos valores de |OD [y |OC |, obtenemos
r = 2a(sec 9 —eos 6) ,

la cual se reduce a
r = 2atg 6 sen 9,

que es la ecuacion polar buscada. La curva se llama cisoide.
Ejemplo 2. Desde un punto fijo O de una circunferencia dada, de radio a,
se traza una cuerda cualquiera OB. Se prolonga la cuerda hasta el punto P de

tal manera que la distancia | BP | sea siempre una constante igual a k. Hallar
la ecuacién polar del lugar geométrico descrito por P a medida que la cuerda
prolongada gira en torno de O.

Solucién. Sin perder generalidad, podemos tomar el punto fijo O como
polo y el didmetro OC prolongado como eje polar (fig. 124) . Como P es un

punto cualquiera del lugar geométrico le asignaremos las coordenadas generales
(r, 6), de manera que iOP [= r y el angulo POC = 6. Segln el problema,
para toda posicion del segmento OP debemos tener

r=[OP|=|OB |+ |BPj=|OB |+ k. ()

La ecuacion de la circunferencia dada de radio a es r —2a eos 9, segun el
teorema 5 del Articulo 86. Por tanto, para toda posicion de OP, se verifica

|OB | = la eos 6.
Sustituyendo este valor en la ecuacion (2) , tenemos
r= 2aeos 9+ Kk, 3)

que e; la ecuacion polar buscada. La curva se llama caracol de Pascal.
Hay tres casos por considerar, segln que

k < 2a,
k = 2a,
y k > 2a.

El caso k < 2a estd representado en la figura 124.
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EJERCICIOS. Grupo 41

En los siguientes ejercicios, después de obtener la ecuacién polar del lugar
geométrico, trécese la curva por los métodos explicados en el Articulo 82,

1. Hallar la ecuacion polar del lugar geométrico de un punto que se mueve
de tal manera que su radio vector es siempre proporcional asu angulo polar.

2. Hallar la ecuacién polar del lugar geométrico de un punto que se mueve
de tal manera que su radio vector es siempre inversamente proporcional a su
angulo polar.

3. Hallar la ecuacién polar del lugar geométrico de un punto que se mueve
de tal manera que el cuadrado de su radio vector es siempre proporcional a su
angulo polar.

4. Hallar la ecuacion polar del lugar geométrico de un punto que se mueve
de tal manera que el logaritmo de su radio vector, es siempre proporcional a su
angulo polar.

5. Hallar la ecuacién polar del lugar geométrico de un punto que se mueve
de tal manera que el cuadrado de su radio vector es siempre inversamente propor-
cional a su angulo polar.

6. Empleando solamente coordenadas rectangulares, deducir la ecuacién
rectangular de la cisoide definida en el ejemplo 1del Articulo 88. Tdédmese como
origen el punto O y el didmetro fijo a lo largo de la parte positiva del eje X.

Los ejercicios 7-12 se refieren a la figura 123 del ejemplo 1 del Articulo 88.

7. Hallar la ecuacion polar del lugar geométrico del punto P de la recta s

si |OP | = |PC | para toda posicion de s.

8. Hallar la ecuacion polar del lugar geométrico del punto P de la recta s
si jOP | = 2| PC | para toda posicion de s.

9. Hallar la ecuacion polar del lugar geométrico del punto P de la recta s
si |OP j= Vi |PC | para toda posicion de s.

10. Sea E el pie de la perpendicular trazada del punto C al eje polar. Ha-
llar la ecuaciéon polar del lugar geométrico del punto P de s si |OP | = jC£|

para toda posicion de s.
11. Con referencia a la figura del ejercicio 10, hallar la ecuacién polar del

lugar geométrico del punto P de la recta s si jOP | = | OE | para toda posi-
cion de s.

12. Con referencia a la figura del ejercicio 10, hallar la ecuacién polar del
lugar geométrico del punto P de la recta s si | OP | = jEB | para todas las po-

siciones de s.

13. Un punto P se mueve de tal manera que el producto de sus distancias a
los dos puntos fijos F(a, 0°) y F'(a, n) es siempre igual a la constante b2.
Demostrar que la ecuaciéon polar del lugar geométrico de P es

r2 = a2 eos 28 + bl—a*sen228.

Los lugares geométricos se llaman 6valos de Cassini.

14. Trazar la gréafica de la ecuaciéon de los 6valos de Cassini (ejercicio 13)
cuando b = a. Demostrar que en este caso el lugar geométrico es una lemnis-
cata. (Véase el ejemplo 2 del Articulo 82.)
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15. Trazar la gréfica del caracol representado por la ecuacién (3) del ejem-
plo 2 del Articulo 88, cuando k = 2a. Demostrar que en este caso el lugar geo-
métrico es una cardioide. (Véase el ejemplo 1 del Art. 82.)

16. Trazar la gréafica del caracol representada por la ecuaciéon (3) del ejem-
plo 2 del Articulo 88, cuando k > 2a.

17. Hallar la ecuacion polar del caracol del ejemplo 2 del Articulo 88,

cuando la circunferencia dada tiene su centro en el punto (‘s ) , y construir

la gréafica correspondiente.
Los ejercicios 18-20 se refieren a la figura 124 del ejemplo 2 del Articulo 88.

18. Hallar la ecuacién polar del lugar geométrico del punto P si |[BP |=|BC |
para todas las posiciones de OP.

19. Sea D el pie de la perpendicular trazada desde el punto B al eje polar.
Hallar la ecuacién polar del lugar geométrico del punto P si |[BP!=|BD |para
todas las posiciones de OP.

20. Con referencia a la figura del ejercicio 19, hallar la ecuaciéon polar del
lugar geométrico del punto P si |BP | = {OD | para cualquier posicién de OP.

21. Una circunferencia dada rueda, sin resbalar, sobre otra circunferencia
del mismo radio pero de posiciéon fija. Hallar e identificar la ecuacion polar del
lugar geométrico descrito por un punto de la primera circunferencia.

22. Sea a la distancia de un punto fijo O auna recta fija |I. Se traza por O
una recta cualquiera |' que corta a | en el punto B. Sobre V se toman dos
puntos P y P' a la derecha y a la izquierda de B, respectivamente, tales

que IBP | = |P'B | = b, una constante, para cualquier posicién de Si se
toma el punto O como polo y la recta Zperpendicular al eje polar y a la derecha
de O, demuéstrese que la ecuacion polar del lugar geométrico descrito por
P y Pla medida que I1gira en torno de O, es r = a sec 8 + b. Dicho lugar
geométrico se llama concoide de Nicomedes. Tracese la curva para el caso en
que b > a.

23. Trazar la concoide del ejercicio 22 cuando b = a

24. Trazar la concoide del ejercicio 22 cuando b < a.

25. En la construccién del ejercicio 22, supongamos que los puntos P y P1
se toman sobre V de tal manera que, para todas las posiciones de 11 sea

\bp\ = \Fb\ = .,

siendo z la distancia de B al eje polar. Demostrar que la ecuacion polar del
lugar geométrico descrito por P y P1la medida que |’ gira en torno de O es

r=a(sec 9+ tg 6) .

La curva asi obtenida se llama estrofoide.



CAPITULO XI

ECUACIONES PARAMETRICAS

89. Introduccion. En los capitulos anteriores hemos visto que si
un lugar geométrico tiene una representacion analitica, tal representa-
cion puede expresarse usualmente por una Unica ecuacion conteniendo
a lo més dos variables. En este capitulo consideraremos la represen-
tacion analitica de una curva por medio de un par de ecuaciones en las
cuales cada una de las dos variables estd expresada en funcién de una
tercera variable. Por ejemplo, la circunferencia

X2+ y2=1, (1)
puede representarse también por las dos ecuaciones
X =e0s6, y—sen8, (2)

siendo 6 una variable independiente que puede tomar cualquier valor
real. Es decir, si a $ se le asigna un valor arbitrario, las ecua-
ciones (2) determinan un par de valores de i y y que satisfacen a
la ecuacion (1). En efecto, elevando al cuadrado cada una de las
ecuaciones (2) y sumando, obtenemos

X2+ y2= e0s26 + sen26,

la cual, para todos los valores de 9, es idéntica a la ecuacion (1).
En general, si
F(x,y) =0 (3)

es la ecuacion rectangular de una curva plana C, y cada una de las
variables x y y son funcién de una tercera variable t, de tal manera
que podemos escribir

x =f(t), y=g9(1), (4)
entonces, si para cualquier valor permisible de la variable indepen-
diente t, las ecuaciones (4) determinan un par de valores reales de
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X Yy y que satisfacen la ecuacién (3), las ecuaciones (4) se llaman
ecuaciones paramétricas de la curva C, y la variable independiente t
se llama -parametro. También nos referiremos a las ecuaciones (4)
como una representacion paramétrica de la curva C. Asi, las ecuacio-
nes (2) son ecuaciones paramétricas o representacion parameétrica de
la circunferencia (1), siendo 0 el parametro.

Las ecuaciones paramétricas de un lugar geométrico especifico no son unicas,
ya que el lugar geométrico puede representarse por diferentes pares de ecuacio-
nes. Por ejemplo, en el caso de la circunferencia (1) , podemos tomar, arbitra-
riamente, x = t como una ecuacién paramétrica y sustituir este valor de x en la
ecuacion (1) ; la solucién correspondiente para y es entonces la otra ecuacién
paramétrica y —5y/ 1 — r2. Debe notarse que, para este par de ecuaciones,
el pardmetro f so6lo puede tomar valores reales comprendidos dentro del inter-
valo — 1<f < 1, mientras que para el par de ecuaciones (2) el pardmetro 8
puede tomar todos los valores reales. No hay un método general para seleccionar
un parametro particular para un lugar geométrico y deducir entonces las ecua-
ciones paramétricas correspondientes. Usualmente, se toma la representacion
paramétrica més sencilla o aquella que sea mé&s Gtil y conveniente para nuestros
propoésitos.

Como en nuestro estudio de un lugar geométrico por medio de su
ecuacion rectangular, hemos considerado solamente una ecuacion y
como méximo dos variables, el lector puede suponer, l6gicamente,
que el estudio de una curva serd mucho mas largo y complicado si
hay que tratar con dos ecuaciones y tres variables. Veremos, sin
embargo , que ciertas curvas se estudian mucho mas convenientemente
por medio de sus ecuaciones paramétricas; de manera semejante, las
soluciones de muchos problemas de lugares geométricos se obtienen con
mayor facilidad mediante la introduccion de un pardmetro.

90. Obtencion de la ecuaciéon rectangular de una curva a partir de
su representacion paramétrica. La ecuaciéon rectangular de una curva
se obtiene a partir de su representacion paramétrica eliminando el
parametro. No hay ningin método general para efectuar esta elimina-
cion ; el procedimiento a seguir depende en cada caso de la forma de
las ecuaciones parameétricas. Si éstas contienen funciones trigonomeé-
tricas, la ecuacidon rectangular puede obtenerse, a veces, por me-
dio de una de las identidades trigonométricas fundamentales (Apén-
dice IC , 2) ; vimos un ejemplo de esto, para la circunferencia, en el
Articulo 89. Si ambas ecuaciones paramétricas son algebraicas, su
forma sugerird algunas veces una operacidon algebraica por medio de
la cual se elimine al parametro. Otras veces, si una ecuacidn paramé-
trica es més complicada que la otra, la ecuacién rectangular puede
obtenerse, frecuentemente, despejando el pardmetro de la ecuacién
maés sencilla y sustituyendo su valor en la otra ecuacion.
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Ejemplo 1. Hallar la ecuacién rectangular de la curva cuyas ecuaciones
paramétricas son
X =2+ 3tg9 y=1+ 4secdO (1)

Solucion. Lapresencia de tg Hy secti como términos aislados en las ecua-
ciones paramétricas (1) sugiere el empleo de la identidad trigonométrica funda-
mental

1+ tg26 = sec2H (2)

En efecto, si escribimos las ecuaciones (1) en la forma

—_-=1t99 ——k= sec 6
3 o4
elevamos después alcuadrado cada una deestas ecuaciones ysustituimos los

resultados en la ecuacion (2) , obtenemos
I+ (x~2)2- (v~D2
) 16

0 sea,
(y- D2_ U-2)2=j
16 9

que es la ecuacion rectangular equivalente a las ecuaciones dadas y que representa
una hipérbola.
Ejemplo 2. Hallar la ecuacion rectangular de la curva cuyas ecuaciones
paramétricas son
X = tvoeosa Yy = tvosen a — J2 gt2, (3)

en donde t es el parametro, y vo> a y g son constantes.
Solucién. Como la primera ecuacién es la mas sencilla, despejamos de ella
el valor de t. Resulta:
t =
VO €0S a

Si sustituimos este valor de t en la segunda ecuacién, obtenemos la ecuacién
rectangular

y=*1tga- J?___ _ Xii.
2va' eos2 a
que representa una parébola.

91. Grafica de una curva a partir de su representacion paramé-
trica. Para trazar una curva a partir de su ecuacion rectangular,
basta obtener las coordenadas de algunos puntos, asignando distintos
valores a una de las variables y calculando luego los valores corres-
pondientes de la otra variable, Podemos trazar también directamente
una curva a partir de sus ecuaciones paramétricas sin necesidad de
pasar a su ecuacién rectangular. En efecto, si asignamos un valor
particular al pardmetro, las ecuaciones paramétricas determinan valo-
res correspondientes de x y y que, si son reales, representan las
coordenadas de un punto de la curva.



268 GEOMETRIA ANALITICA PLANA

Ejemplo. Haciendo variar el parametro, trazar la curva cuyas ecuaciones

paramétricas son
X = ti —sen y = 1 —eos 8. (1)

Hallar también la ecuacién rectangular de la curva.
Solucién. EIl pardmetro 9, que aparece como un término aislado en la pri-
mera ecuacién, debe tomarse en radianes (Apéndice IC, 4) . Asi, si se le asigna

a 6 el valorj tiene el valor 0,7854 y no 45°. Para calcular los valores de

X Yy y, sera conveniente, por lo tanto, asignar valores a 8 en funcién de a,

(ver la tabla del final de la pagina). Para valores de 8 mayores de 2n radia-
nes, y para valores negativos de 8,
la curva repite su forma a derecha e
izquierda, respectivamente, del
eje Y. EIl lugar geométrico (fig. 125)
se llama cicloide. La porcién de cur-
va comprendida entre dos cuales-
quiera de sus intersecciones sucesivas
con el eje X se llama arco de la
cicloide. Por la importancia que
tiene esta curva, deduciremos sus

ecuaciones paramétricas y posteriormente (Art. 93) la discutiremos.

Para obtener la ecuacién rectangular de la cicloide, procedemos como sigue.
A partir de la segunda, y mas sencilla, de las ecuaciones paramétricas (1),
tenemos
eos 8= 1—y,
de donde,

= are eos (1 —vy)

£V i- (- y)-=# 2y —y2.

Si sustituimos estos valores de 8 y sen 8 en a primera de las ecuaciones (1),
obtenemos la ecuacién rectangular buscada,

x = areeos (1 —y) sfV 2y —y2, 2)

en donde se debe tomar el signo positivo o el negativo segin que sea menor o

prendido entre

8 sen 8 eos 8 * y
6=0y 8= 2ji

0 0 1 0 0

jt/é 0,5 0,87 0,02 0,13 Si 8 = jt, la segunda de las ecuacio-
Ju/a 0,71 0,71 0,08 0,29 nes (1) muestra que y = 2, en cuyo
n/3 0,87 0,5 0,18 0,5 caso el radical se anula.

jt/2 1 0 057 1 El estudiante debe trazar la ci-
3jt4 0,71 - 0,71 1,65 171 cloide a partir de su ecuaci6n rectan-

n 0 -1 3,14 2 gular (2) y comparar el trabajo con
55i/4 - 0,71 - 0,71 4,63 1,71 el de obtener la gréafica partiendo de
3re2 - 1 0 571 1 las ecuaciones paramétricas (1) .
7t/4 - 0,71 0,71 6,20 0,29 Verd entonces las ventajas que, para
2ji 0 1 6,28 0 esta curva, tiene la representacion

paramétrica sobre la rectangular.
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EJERCICIOS.

269

Grupo 42

En cada uno de los siguientes ejercicios trazar la curva correspondiente par-

tiendo de sus ecuaciones paramétricas dadas.
rectangular de la curva e identifiquese si es posible.

representan constantes diferentes de cero.

a B~ w NP

10.
11.
12.
25.
26.
27.

28.

29.

30.
31.

32.

33.

92.

X

X

X

= at, y = bt 13.
= asens8 y = aeos 8 14.
=5t y=2t + 2 15.
= pt2, y = 2pt. 16.
= aeos6 y=Dbsen6. 17.
=2t2, y-1. 18.
19.
_a(@- 1), y = bt
- 20.
—asec8 y=btgs8
_ 21.
= 2tg8 y=3ctg8
=2t+2, y =2i2+ At 22.
=2(l + cos0), y=2sen 8. 23.
= 4sen 8 y = 2ese6. 24.

= 2sen 9 —3 eos 9,

= asec b6+ b tg9

3at
1+ t3

~ a sen 8§,

= sen 26,

= eos 21,

= a eos t,

0
= sen —,
2

Representacion paramétrica de las coénicas.

asend+ b eos 6

y =
y =

3af2

34.
y 1+ f3
35.
y —b tg 8
36.
y = eos 8
37.
y = sen t.
y = b eos 2t. 38.
39.
= eos 8.
Y 40.

csen 6+ d eos 8;

y = csec 8+ dtg 8;

Obténgase también la ecuacion
Las letras a, b, ¢, d y p
x = - + fo y=2t+ a

x = 3e0s $+2, y=2sen 0—3.
x =2sec0—1, y= tg 8-j-2.
x —2ien8 —3, y=4cos0—4.

x = asend 0, y = aeos48

x - atg38 'y = tg 8

x = bt2, y = bts.

x = asen38, y=aeos38
L2y g laf2
1+ f2 vy 1+r2

x —atg8 'y = bsec28

x —bese28 y= actg 6.

x = eos8, y=sen0—eos S

4 sen 8+ 2 eos 8

ad be.
ad be.
2 eos 8 = e0s —.
y 2

x = tg2l, y=tgf.
X -sent, y = tg 2t.
X —tg é’ y = sent.
x = sen 8, 'y = sen 30.
x = e0s 38, y = 2 eos 8.
X t+ sent, y= 1—eo0s t.

Por simplicidad ,

supondremos que la posicion de cada una de las conicas con relacion a
los ejes coordenados sea tal que su ecuacion rectangular esté en su
forma candnica.

Sea a el &ngulo de inclinacion de la tangente a la pardbola y2 — 4px

en cualquier punto P(x, y), excepto el vértice , de la curva.

Enton-

ces, por el teorema 4 del Articulo 57, tenemos
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de donde,
y =2pctg a.

Como el valor de a depende de la posicidn del punto de contacto P,
es una variable que podemos escoger como parametro. Segun esto ,
el valor de y obtenido puede tomarse como una de las ecuaciones
paramétricas de la parabola. Si este valor de y es sustituido en la
ecuacion y2= 4px, hallamos x = p ctg2a. Por tanto, un par de
ecuaciones paramétricas de la parabola es

pctg2a, y =2pctga, (i

en donde el pardmetro a representa el angulo de inclinacion de las
tangentes a la pardbola y2= 4px.

En el ejemplo 2 del Articulo 90, se dio una representacion para-
métrica importante de la pardbola, a saber,

X = toeosa, y= tnsena—%gt2, (2)

en donde t es el parametro , y para la cual se encontré que la ecuacién
rectangular es

— 9

y=xt9a o eos a X ®3)
En Mecanica se demuestra que si la resistencia del aire es despreciada,
las ecuaciones paramétricas (2) son las ecuaciones del movimiento de
un proyectil lanzado desde el origen con una velocidad (constante)
inicial w a un &ngulo constante a con el eje X , siendo g la acelera-
cion constante debida a la gravedad (fig. 126). Este problema del
molimiento de proyectiles es un ejemplo de las ventajas de la repre-
sentacion paramétrica sobre la rectangular en algunos problemas fisi-
cos. Se puede hacer un estudio completo del movimiento por medio
de las ecuaciones paramétricas (2). Por ejemplo, por las ecuacio-
nes (2), podemos determinar la posicion del cuerpo en cualquier



ECUACIONES PARAMETRICAS 271

instante t; esta informaciéon, en cambio, no puede obtenerse de la
ecuacion rectangular (3) la cual simplemente da la trayectoria del
proyectil.

Ahora obtendremos una representacion paramétrica sencilla para
una elipse. Tracemos dos circunferencias concéntricas (fig. 127) que
tengan su centro comun en el origen y de radios a y b, siendo a > b.
A partir del origen O tracemos una recta cualquiera | que forme un
adngulo 9 con la parte positiva del eje X , y sean A y B los puntos
de interseccion con las circunferencias de radios ay b, respectiva-
mente. Bajemos las perpendiculares AC y BD al eje X, y por B

Y

tracemos una recta paralela al eje X y sea P su punto de interseccién
con AC. Vamos a obtener las ecuaciones paramétricas del lugar
geométrico de P (x, y). Como P se mueve de acuerdo con la rotacién
de la recta | en torno de O, tomaremos como parametro el angulo 6.
Délos triangulos rectangulos OAC y OBD, tenemos

x= OC = OA e0s 9 —aeos 9
DB = OB sen 8 = bsen 8

y y — CP
Por tanto , las ecuaciones paramétricas del lugar geométrico de P son
X=aeos6, y= bsen8. (4)

Es muy facil eliminar el parametro 9 de las ecuaciones (4) y obtener
la ecuacion rectangular

Portanto, las ecuaciones (4) son una representacién paramétrica de
la elipse (5). EI pardmetro 6 se llama &ngulo excéntrico del punto P,
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y las circunferencias concéntricas de radios a y &se llaman, respec-
tivamente , circulo principal y circulo menor de la elipse.

Una representacion paramétrica sencilla de la hipérbola puede obte-
nerse como sigue. Tracemos dos circunferencias concéntricas que
tengan su centro comdun en el origen y que sus radios sean OA = a y
OB = b, en que a> b, como se ve en la figura 128. A partir de O
tracemos una recta cualquiera | que forme un angulo 8 con la parte
positiva del eje X , y sea C el punto de interseccién con la circunfe-
rencia de radio a. En C tracemos la tangente a la circunferencia ;
designemos por D el punto en que esta taBgente corta al eje X.
En B tracemos una perpendicular al eje X y sea E su punto de in-
terseccion con |I. Por Dy E tracemos rectas paralelas a los ejes
Y y X, respectivamente; designemos por P el punto de interseccion
de estas rectas. Ahora vamos a obtener las ecuaciones paramétricas
del lugar geométrico de P(x, y), usando 8 como pardmetro. Délos
triangulos rectdngulos OCD y OBE, tenemos

X OD = OC sec 8 = asec 8

y y = DP = BE -OBtg 6 =Dbtg 6.

Por tanto , las ecuaciones paramétricas del lugar geométrico de P son
X =aseb6, y=btg 8, (6)

y la ecuacion rectangular puede hallarse facilmente y es (véase el
ejemplo 1 del Articulo 90)

Por tanto , las ecuaciones (6) son una representacién paramétrica de
ja hipérbola (7). EI parametro 8 se llama angulo excéntrico del
punto P, y el circulo de radio a se llama circulo auxiliar de la
hipérbola.

93. La cicloide. Sea P un punto cuya posicion sea fija con rela-
cion a una curva C. Si la curva C rueda, sin resbalar, sobre una
curva fija C"', el lugar geométrico descrito por el punto P se llama
ruleta.

Un caso importante de ruleta es la curva llamada cicloide. Una
cicloide es el lugar geométrico descrito por cualquier punto fijo de
una circunferencia que rueda, sin resbalar, sobre una recta fija.
Deduciremos las ecuaciones paramétricas de la cicloide tomando la
recta fija como eje X y una de las posiciones del punto movil sobre
el eje X como origen. Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar
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geométrico, a el radio y C el centro de la circunferencia que rueda,
como se indica en la figura 129. Tomaremos como parametro el angu-
lo 9 que gira la circunferencia al rodar partiendo de su posicion inicial
en el origen. Sean A y B, respectivamente , los pies de las perpen-
diculares bajadas de P y C al eje X. Tracemos PD perpendicular

Y

a BC. Como la circunferencia rueda, sin resbalar, desde O hasta B ,
tenemos

OB = arco PB.
Si 9 se mide en radianes, tenemos (Apéndice IC, 4)
arco PB = a9.
Por tanto , de la figura 129,
x= OA = OB—AB =ad —PD —a9 —asen 9,
y = AP =BD - BC—DC —a—aeo0s 9,
de manera que las ecuaciones paramétricas de la cicloide son
x =a{9 —sen 9), y=a(l —eos0). (1)

Por el método empleado en el ejemplo del Articulo 91,podemos
demostrar que la ecuacién rectangular de la cicloide (1) es

O R —
X = a are eos — [V 2ay _y2, (2)

en donde debe tomarse el signo positivo o el negativosegin que 9
sea menor o mayor que* jt radianes en el arco comprendido entre
9=0y 9= 2k.

El punto medio H de cualquier arco de la cicloide se llama vértice
del arco. Aquella porcion OE de la recta fija comprendida entre los
puntos extremos de un arco se llama base del arco ; su longitud es,
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evidentemente, igual a 2na, que es la longitud de la circunferencia
generatriz. Cada extremo de un arco, tal como Oy E, se llama
pico o cuspide.

A la cicloide también se le da a veces el nombre de braquistocrona o curva
del més rapido descenso, porque, si se invierte la curva de la figura 129, se
puede demostrar que es el recorrido descrito por una particula que cae desde un
punto dado a otro en el intervalo de tiempo minimo. Adema4s, si se sueltan dos
particulas simultdneamente desde dos puntos cualesquiera del arco invertido de
una cicloide, llegaran ambas al punto més bajo (el vértice) al mismo tiempo.

La cicloide es un caso especial de la ruleta conocida con el nombre de trocoide,
que es el lugar geométrico descrito por un punto de un radio fijo de una circun-
ferencia que rueda, sin resbalar, sobre una recta. Si el punto generador
P (x, y) estd auna distancia b del centro del circulo rodante de radio a, si una
posicion del radio fi'jo es a lo largo del eje Y, y si la recta fija se toma como el
eje X, puede demostrarse que las ecuaciones paramétricas de la trocoide son

X = a —bsea$ y=a—b eos6. 3)
Se dice de la trocoide que es una cicloide acortada o alargada segun que
b<aob>a

Para b —a, las ecuaciones (3) se reducen a las ecuaciones paramétricas (1) de la
cicloide.

94. Epicicloide e hipocicloide. Ahora consideremos dos tipos de

ruletas que difieren de la cicloide en que la curva fija es una circunfe-
Y

rencia en vez de una recta. Estas curvas, llamadas epicicloide e
hipocicloide, son importantes en el disefio de dientes de engranajes.
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Una epicicloide es el lugar geométrico descrito por un punto fijo
cualquiera de una circunferencia que rueda exteriormente, sin resbalar,
sobre una circunferencia fija. Deduciremos las ecuaciones paramétri-
cas de la epicicloide en el caso en que la circunferencia fija tenga su
centro en el origen y una posicion del punto que describe la curva esta
sobre la parte positiva del eje X y sdbrela circunferencia fija. Sea
P(x, y) un punto cualquiera del lugar geométrico ; sean a y 6, res-
pectivamente , los radios de las circunferencias fijay rodante, y sea
C el centro de la circunferencia rodante o generatriz, como se ve en la
figura 130. Tomaremos como parametro el &ngulo 6 que forma la recta
de los centros OC con la parte positiva del eje X. Sea A el punto
sobre el eje X que representa la posicion inicial del punto P que des-
cribe la curva, y sea B el punto de tangencia de las dos circunferen-
cias. Desde C y P bajemos las perpendiculares CD y P E, respec-
tivamente , al eje X , y tracemos PF perpendicular a CD. Llamemos
$ al &ngulo OCP y (3 al &ngulo PCF. Consideraremos ambos angu-
los <y d medidos en radianes.

Como la circunferencia generatriz rueda, sin resbalar, de A a B,
tenemos

arco AB = arco PB ,

0 sea,
ad = bd>.
Por tanto, = -]-0 y e+<t>=6+~6 =°~ ~0. Tenemos,
también,
[B= +—angulo OCD = 4 ( ) m« + 4 - f.
Por tanto,
sen 3= sen + — = —sen - e +
= —e0s (9 + & = — eos o 6,
y
eos 3 = eos = cos(y - 1o +<*>] A

sen (6 + <f) = sena "™~"6
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Para las coordenadas (x, y) del punto P, tenemos:

x= OE=OD+ DE= OD+ FP = OCeos 6+ CP sen|3

(a+ b) eos 0 — b eos 0,

b
y =EP = DF =DC- FC=0Csen0- CP eos 3

= (a+ b)sen 6 —bsen 0,

de manera que las ecuaciones paramétricas de la epicicloide son

>
1

(a+ b) eos 9 —beos a-~ "9, ]

A > M

(a+ 6)sen 0 — bsen QA .

y

Cada punto de la epicicloide que estd sobre la circunferencia fija,
tales como A y G, es un pico; la porcién de curva comprendida entre
dos picos sucesivos se llama arco. El ndmero de picos y arcos depende
de las magnitudes relativas de los radios ay 6. Sea r la razon de
0 a b, de manera que a= rb. Sir es un nimero entero, la epici-
cloide serd , evidentemente , una curva cerrada que tiene exactamente
r picosy r arcos ; se dice entonces que la curva es una epicicloide de r
pica. Si r no es un nimero entero pero es racional, el punto traza-
dor P daréa la vuelta en torno de la circunferencia fija dos 0 mas veces
antes deregresar al punto de partida A ; en este caso, losarcos de la
curva de diferentes circuitos se cortaran. Si r es irracionalelpunto
trazador no regresa exactamente al punto de partida.

Cuando a = b, de manera que r = 1, tenemos la epicicloide de un
pico o cardioide (véase el ejemplo 1 del Articulo 82 y el ejercicio 21
del grupo 41, Articulo 88). De las ecuaciones (1) se deducen las
siguientes ecuaciones paramétricas de la cardioide :

X = 2ae0s 6 —aeos29, y=2asen 9 —a sen 29. (2)

Una hipocicloide es el lugar geométrico de un punto fijo cualquiera
de una circunferencia que rueda interiormente, sin resbalar, sobre otra
circunferencia fija. Por un procedimiento semejante al empleado para
la epicicloide, podemos demostrar que las ecuaciones paramétricas de la
hipocicloide son

X —(a—b)eos 9+ beos°®° 79, ]

i —FB 3
y = /{a —'ersen 6 —u sen a___ﬁg, } )
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en donde a y b son, respectivamente, los radios de las circunferen-
cias fijay rodante, y el pardmetro 9 es el angulo que la recta de los
centros OC forma con la parte positiva del eje X , tal como puede
verse en la figura 131. EIl lector debe observar que las ecuaciones
paramétricas (3) de la hipocicloide pueden obtenerse reemplazando
b por — b en las ecuaciones paramétricas (1) de la epicicloide.

Y

Sea r larazén de a a b, de modoque a=rb. Sir esun ndmero
entero, tenemos una hipocicloide de r picos. La hipocicloide de cuatro
picos esta representada en la figura 131; esta curva se llama también
astroide. Las ecuaciones paramétricas de la astroide pueden simplifi-

carse de manera que tomen una forma muy simple. Asi, para b= ,

las ecuaciones paramétricas (3) se convierten en

X = 3—a-eos 9 + —aeos39,),l

4 4

3a
y — sen 9 —4'ﬁsen38 .

Si en estas ecuaciones sustituimoslos valores de eos 30y sen 39 dados
por las identidades trigonométricas

e0s 39 = 4 e0s89 — 3 eos 9,
sen 39 = 3sen 9 —4 sen39,
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obtenemos la forma simplificada de las ecuaciones paramétricas de la
astroide,
X —aeos36, y = asen3d. 4)

Si tomamos la potencia dos tercios de ambos miembros de cada una de
las ecuaciones (4) y sumamos, obtenemos como ecuacion rectangular
de la hipocicloide de cuatro picos

XWo§-y% = a% (5)

EJERCICIOS. Grupo 43

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1.De las ecuaciones paramétricas (2) del Articulo 92, demostrar que el
tiempo en elcual alcanza el proyectil su altura maxima est4 dado por

f_vOsen a
g

2. Si se conocen los ejes mayor y menor de una elipse, hallar un método
para construir cualquier punto P de la elipse conociendo su angulo excéntrico.

3. Dados el centro y el eje mayor de una elipse, hallar un procedimiento
para construir ej angulo excéntrico de cualquier punto dado P de la elipse.

4. SeanPi y P2 puntos extremos de dos didmetros conjugados de una
elipse (véase el ejercicio 25 del grupo 29, Art. 63) . Demostrar que losangulos
excéntricos de Pi y P2 difieren en 90° 6 270°.

5. Obtener las ecuaciones paramétricas (6) del Articulo 92 para una hipér-
bola, empleando una construccién en que b > a

6. Sea | una recta dirigida hacia arriba, y sean a y |3, respectivamente,
los angulos formados por | y las partes positivas de loj>ejes X y Y (ver el ejer-
cicio 19 del grupo 14, Art. 37) . Si 1 no es paralela aninguno de los ejes coor-
denados y contiene al punto fijo Pi(jci, yi), puede demostrarse que (ver el
ejercicio 21 del grupo 14, Art. 37) la ecuacién de | puede escribirse en la forma

X - Xi y - il
eo0s a eos 3

De aqui, demostrar que una representacion paramétrica de la recta | esta
dada por
X —xi + feosa, y —yi+ teos (3

en donde el parametro t representa la distancia variable del punto fijo
Pi(xi, yi) a cualquier punto P(x, y) sobre I.
7. Discutir la recta cuyas ecuaciones paramétricas son

X =3+ jt, y=4+ -i-i,

en donde el pardmetro t tiene el significado establecido en el ejercicio 6.
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8. Una recta cuya pendiente es — pasa por el punto (2, —1). Hallar

sus ecuaciones paramétricas en la forma dada en el ejercicio 6.

9. Demostrar la ecuacién rectangular (2) de la cicloide dada en el Ai-
ticulo 93.

10. Si los ejes coordenados son trasladados de tal manera que el nuevo ori-
gen sea el vértice H de la cicloide de la figura 129 del Articulo 93, demuéstrese
que las ecuaciones paramétricas de la cicloide con respecto a los nuevos ejes estan

dadas por
x=a( —n—sen9), y = —a(l+ eos9).

11. Trazar la cicloide del ejercicio 10 cuando a = 2.

12. Deducir las ecuaciones paramétricas (3) de la trocoide dadas en el Ar-
ticulo 93.

13. Obtener la ecuacién rectangular de la trocoide a partir de las ecuaciones
paramétricas (3) del Articulo 93.

14. Trazar la trocoide del ejercicio 12 cuando a =2 y b = 3.

15. Trazar la epicicloide a partir de sus ecuaciones paramétricas (1) del
Articulo 94 cuando a = 3b.

16. Deducir las ecuaciones paramétricas (2) de la cardioide, dadas en el
Articulo 94, directamente a partir de una figura.

17. Deducir las ecuaciones paramétricas (3) de la hipocicloide, directamente
de la figura 131.

18. Trazar la hipocicloide a partir de sus ecuaciones paramétricas (3) del
Articulo 94 cuando a = 3b.

19. Demostrar, analiticamente, que cuando a = 26 la hipocicloide (3) del
Articulo 94 representa un didmetro de la circunferencia fija.

20. Si un hilo enrollado alrededor de una circunferencia fija se desenrolla
manteniéndolo tirante en el plano de la circunferencia, cualquier punto fijo del
hilo traza una curva llamada evolvente de la circunferencia. Hallar las ecuacio-
nes paramétricas de la evolvente de la circunferencia x2+ y2 = a2 bajo las si-
guientes condiciones; Si P es un punto cualquiera del lugar geométrico, sea el
punto A (a, 0) su posicién inicial, y para cualquiera otra posicién, sea T
el punto de contacto de la tangente PT ala circunferencia. Toémese el angulo
AOT = 9 como parametro.

95. Resolucién de problemas de lugares geométricos por el método
paramétrico. Para ciertos lugares geométricos del tipo de curvas lla-
madas ruletas, hallamos que su representacion paramétrica es preferi-
ble a su representacion rectangular. Para muchas curvas, sin embargo ,
la ecuacidn rectangular es mas deseable, pero esta ecuacion puede deter-
minarse a veces mas convenientemente obteniendo primero las ecuacio-
nes parameétricas a partir de las condiciones que el lugar geométrico debe
satisfacer. Esto requiere la introduccion de un pardmetro, o posible-
mente de dos 0 més parametros, que deben eliminarse posteriormente.
A este respecto, los parametros son incidentales en la determinacion de
la ecuacion rectangular y por esto se llaman a veces variables auxiliares.
El lector debe notar que si se introducen n parametros, es necesario
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tener n + 1 ecuaciones para efectuar su eliminacion y obtener la ecua-
cioén rectangular buscada. Si la ecuacion rectangular de un lugar geo-
métrico se obtiene mediante la introduccion de uno o més parametros,
se suele decir que la resolucién se ha efectuado por el método paramétrico.

Ejemplo 1. Hallar la ecuaciéon del lugar geométrico del punto de intersec-
cién de dos rectas perpendiculares cualesquiera tangentes ambas a la elipse

b2x2 | a2y2 _ a2¢3.

Solucién. Supongamos que el punto P(x, y) (fig. 132) representa un
punto cualquiera del lugar geométrico. Como las rectas son perpendiculares

Y
i\

Fig. 132

entre si, podemos representar sus pendientes por m y — —, siendo la variable m
m

el pardmetro. Por el teorema 5 del Articulo 63 las ecuaciones de las tangentes son

y —mx =y/ a2m2+ b2

Para obtener la ecuacion rectangular requerida del lugar geométrico de P, debe-
mos eliminar el pardmetro m entre estas dos ecuaciones. Pata esto, las escribi-
remos en las formas

y —mx = ZHy/a2zm2+ b2,

my + *= =l=04/a2+ b2r

Elevando al cuadrado ambos miembros de cada una de estas ecuaciones, y su-
mando, obtenemos

y2+ m273+ m2y2+ A2 = aZm2 —t-63+ a2+ B2nj2,
de donde
(m2+ 1) U2+ y2)= (m2+ 1) (a2+ b2).
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Como m3+ 1 0, podemos dividir por este factor. Esto nos da la ecuacién
rectangular del lugar geométrico,

X2+ y2 = a2+ b2,

Illamado circulo director de la elipse.

En este ejemplo se ha obtenido la solucién introduciendo un solo
parametro. El ejemplo siguiente muestra un problema de lugar geo-
meétrico en el cual se introducen varios parametros.

Ejemplo 2. Una recta | pasa por el punto fijo Pi(— 1, —3) ycorta ala
recta h ;3x + 2y —6 = 0, en el punto A, y alarecta h :y —3 =10, en el
punto B. Hallar la ecuacién del lugar geométrico del punto medio del segmento
de recta AB a medida que la recta | gira en torno del punto Pj.

Solucién. Sea P (x, y) (fig. 133) un punto cualquiera del lugar geomé-
trico, y sean (X', y") y {x"™, 3) las coordenadas de los puntos A y B, respec-
tivamente. Hemos introducido asi tres parametros, X', y'y x"; su eliminacién
requiere, por lo tanto, cuatro relacio-
nes. Dos de estas relaciones pueden ob-

tenerse partiendo del hecho de que P es e
el punto medio del segmento AB; es- \
P all
tas son . I»(*",3),
X = e 1
W \ /p(*y)
xXMx',v
(2) 0 V)

Como el punto A esta sobre la recta h,
tenemos una tercera relaciéon escribiendo - 1,-3) / h
que sus coordenadas verifican la ecua-
ciéon de la recta:
Fig. 133

3>+ 2y>- 6 = 0. ?3)
Como los puntos A, B y Pi son colineales, tenemos, escribiendo que las pen-
dientes de APi y BPi son iguales, la cuarta relacién:

y'+ 3 6 4
X"+ \ X"+ 1 )
De la ecuaciéon (2) ,
y' =2y —3.

Sustituyendo este valor de y' en la ecuaciéon (3), tenemos

Xi = 6 —2y'6- 4y + 6 _ 12 - 4y
3 3 3

Sustituyendo este valor de x' en la ecuacién (1), resulta

X" =2x - x'"'=2x - 0 =~ = 6* + N ~ 1Z
3 3
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Si sustituimos estos valores de x*, y' y x" en laecuacién (4) , obtenemos

2V = 6
15 —4y  bx + 4y —9
3 3

la cual, después de simplificarla, nos da la ecuaci6on buscada
bxy + 4y2+ 3y - 45 = 0,

que representa una hipérbola. EIl estudiante debe trazar la grafica correspon-
diente de este lugar geométrico.

Un tipo interesante de curvas, cuya ecuacion se obtiene més facil-
mente mediante elmétodo paramétrico, son lasllamadaspodarias o
curvas pedales, definidasde la siguiente manera :si desde unpunto
fijo Q se trazan perpendiculares a las tangentes a una curva C, el
lugar geométrico de los pies de las perpendiculares es otra curva lla-
mada podaria de la curva C con respecto al punto Q.

Ejemplo 3. Hallar la ecuacién de la podaria de una parabola con respecto
al vértice.
Solucién. EI problema no pierde generalidad si tomamos la forma canénica
de la ecuacion de la paréabola, y2 = 4px. Sea P (x, y) (fig. 134) un punto
cualquiera del lugar geométrico. Por el
teorema 5 del Articulo 57, la ecuacién de
la tangente de pendiente m a la parabola
y2 = 4pXx es

y:mx+ﬁ, m 0. (5)

Por ser OP perpendicular a la tangente (5),
su ecuacién es

y ———X. (6)
m

La ecuacion rectangular de la podaria se
obtiene eliminando el pardmetro m entre
las ecuaciones (5) y (6) . Para ello, de la

ecuacion (6) se obtiene m = ——, valor

que sustituido en la ecuacién (5) nos da:

Fig. 134 y X

Despejando y2 obtenemos la ecuacion rectangular buscada

- ¥,

X+ p

que representa una cisoide con asintota x = - p. (Véase el ejemplo 1 del Ar-
ticulo 19 y el ejercicio 6 del grupo 41, Art. 88.)
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EJERCICIOS. Grupo 44
Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar la ecuacién del lugar geométrico formado por los puntos de
interseccion de dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la circunferencia
X2+ y2 = a2

2. Hallar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos de interseccion de
dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la pardbola y2 = 4px.

3. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos de interseccién de
dos tangentes perpendiculares cualesquiera a la hipérbola

b2x2 —a2y2 = a2b2, a > b.

4. Por el punto fijo A (— a, 0) dela circunferencia x2+ y2 = a2 se
traza una cuerda cualquiera AB. Hallar la ecuacion del lugar geométrico del
punto medio de AB.

5. Por el punto fijo A (— a, 0) de la elipse62*2 + a2y2 = a2b2, se
traza una cuerda cualquiera AB. Hallar la ecuacién del lugar geométrico del
punto medio de AB.

6. Una recta / pasa por el origen y corta a las rectas

X+ 1=0y X —y+ 1=0

en los puntos A y B, respectivamente. Hallar la ecuacién del lugar geométrico
descrito por el punto medio del segmento AB a medida que la recta | gira en
torno del origen.

7. Un segmento AB de longitud constante | se mueve de tal manera que
su extremo A permanece siempre sobre el eje X y su extremo B siempre sobre
el eje Y. Hallar la ecuacion del lugar geométrico descrito por un punto fijo P
sobre AB tal que la razén AP : BP es igual ak.

8. Hallar la ecuacién de la podaria de la parabola y2 = 4px con respecto
al foco.

9. Hallar la ecuacién de la podaria de la elipse b2x2+ a2y2 = a2b? con
respecto a su centro.

10. Demostrar, analiticamente, que una circunferencia es su propia curva
podaria con respecto al centro.

11. Hallar la ecuacion de la podaria de la hipérbola b2x2 —a2y2 = a2h2
con respecto a su centro.

12. Demostrar que si en el ejercicio 11 la hipérbola es equilatera, la podaria
es una lemniscata. (Véase el ejemplo 2 del Art. 82.)

13. Desde uno de los focos de una elipse, se traza una recta h perpendicu-
lar a cualquiera de sus tangentes, y por el centro se traza una recta 1o que pase
por el punto de contacto. Demostrar, analiticamente, que el lugar geométrico
de la interseccion de h y 1 es la directriz correspondiente.

14. Establecer y demostrar el teorema correspondiente al del ejercicio 13
para la hipérbola.

15. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos de intersecciénde
dos tangentes cualesquiera ala parabola y2 = 4p*, tales que el producto desus
pendientes sea igual a una constante k.

16. Resolver el ejercicio 1? para la elipse b2x2 + a2y2 =a2b2.
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17. Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos de intersecciéon de
dos tangentes cualesquiera a la parabola y2 = 4px tales que formen un anguio
de 45 grados.

18. Hallar la ecuacién de la podaria de la elipse (2x2+ a2y2 = a2bh2 con
respecto a un foco.

19. Hallar la ecuacién de la podaria de la hipérbola b2x2 —a2y2 = a2bh2
con respecto a un foco.

20. Demostrar que la podaria de la circunferencia x2+ y2+ 4x
respecto al origen es una cardioide. (Véase el ejemplo 1 del Art. 82.)

= 0 con



CAPITULO XII

CURVAS PLANAS DE GRADO SUPERIOR

96. Clasificacion de funciones. Si en el curso de un discusion par-

ticular empleamos un simbolo, digamos x, al que se le pueden asignar
valores diferentes, decimos que este simbolo es una variable, y a la
totalidad de los valores que puede tomar le llamamos intervalo de
variacion de la variable. Asi, la ecuacion de la circunferencia

X2+ y-=1 (1)

contiene las dos variables x y y, a cada una de las cuales se le pueden
asignar todos los valores reales desde — 1 hasta + 1 inclusive. El
intervalo de variacion de la variable x, por ejemplo, se expresa en-
tonces por la relacion

—1<x<1.

Seglin vimos, una ecuacion en dos variables representa una corres-
pondencia definida de valores entre esas dos variables (Arts. 14, 23).
Nos referimos a tal correspondencia como a una relacion funcional.
Para mayor precision, establezcamos la siguiente

Definiciéon. Si dos variables, x y y, estan relacionadas de tal
manera que para cada valor asignado a la £ dentro de su intervalo,
quedan determinados uno o mas valores correspondientes de y , se dice
que y es una funcién de x.

Las funciones se clasifican de muchas maneras de acuerdo con sus
diversas propiedades y caracteristicas. Para nuestros fines inmediatos,
sin embargo, serd suficiente dividir todas las funciones en dos clases
generales: funciones algebraicas y trascendentes. Para comprender
esta clasificacion necesitamos agregar algunas definiciones.

Una funcion racional entera de x es una funcién de la forma

aoxn+ aixn~l + X2+ ... + an-ix + a,,
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en donde n es un entero positivo, o cero, y ao, ai, ..., an son
constantes cualesquiera. Ordinariamente nos referimos a una funcién
de tal naturaleza como un polinomio en x. En particular, si ao ™ 0,
se dice que la funcién o polinomio es de grado n.

Una funcién racional de x es el cociente de una funcién racional
entera de x por otra que sea diferente de cero. Asi, si fi{x) y fc{x)
son ambas funciones racionales enteras, si f2(x) es diferente de
cero, y

mtonces R(x) es una funcion racional de x.
Consideremos ahora la ecuacion

ym+ Ri (X)ym~I+ Ri (xX)ym~2Jr ...+ Ra-: (X)y+Rm(x) = 0, (2)

en donde m es un entero positivo y Ri(x), Rz2(x) , ... , Rm(x) son
funciones racionales de x. Si la relacién entre dos variables x y y es
de la forma dada por la ecuacién (2) , o puede hacerse que tome tal
forma, entonces se dice que y es una funcién algebraica de x. Asi,
cada una de las ecuaciones

X2+ y2=1, y2= O2+ y2)2= 4(x2- y2) y xA+ yH= 1,

definen a y como una funcién algebraica de x.

Todas las funciones que no son algebraicas se llaman funciones tras-
cendentes . Las funciones trigonométricas, logaritmicas y exponencia-
les son ejemplos de tales funciones. Asi, cada una de las ecuaciones
y=senx,y = log x y yex = 1 definen a y como una funcion tras-
cendente de x.

97. Clasificacién de las curvas planas. Cuando una curva plana
esta representada analiticamente por una ecuacion con dos variables,
esa ecuaciéon , como acabamos de ver, expresa una relacién funcional
entre las dos variables. Decimos que una curva plana es algebraica o
trascendente segun que la relacion funcional expresada por su ecuacion
sea algebraica o trascendente.

Se acostumbra hacer una posterior clasificacion de las curvas

planas. La ecuacién de una recta,
AXx + By + C =0, (1)
es de primer grado en x y y, y la ecuacion de una cénica ,

Ax2+ Bxy + Cy2+ Dx+Ey + F = 0, (2)
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es de segundo grado en i y y. Si la ecuacién de un lugar geométrico
no puede escribirse en ninguna de las formas (1) y (2), la curva
correspondiente se dice que es una curva plana de grado superior.

Se sigue, de esto, que las curvas planas de grado superior in-
cluyen todas las curvas trascendentes y todas las curvas algebraicas
de grado superior a dos. No incluiremos, sin embargo, entre las
curvas planas superiores, a aquellas cuyas ecuaciones, escritas en la
forma de un polinomio igualado a cero, son tales que el primer miem-
bro se pueda descomponer en dos o mas factores entre las variables,
de las formas dadas por las ecuaciones (1) y (2) anteriores (véase el
Art. 20). Asi, la ecuacion

y* + X2y2 —4xs —4dal/2—y2+ ix = 0

es de cuarto grado en las variables x y y, pero la curva que representa
no serd considerada como una curva plana superior porque la ecuacion
puede escribirse en la forma equivalente

(z2+ y2—1) (y2—ix) = 0.

Como el numero de curvas planas superiores es ilimitado, se hace
necesario hacer una seleccion de las que van a estudiarse. Hay varias
razones para hacer un estudio particular de una curva plana superior.
Las principales entre estas razones se refieren a la importancia que
tenga en Matematicas superiores, a su caracter histérico y a sus
aplicaciones practicas. Tales consideraciones fueron las que sirvieron
para hacer la seleccion de las curvas planas superiores estudiadas en
este capitulo.

98- Algunas curvas planas superiores algebraicas. En este ar-
ticulo, vamos a estudiar varios tipos de curvas planas algebraicas
de grado superior.

a) Curvas polinomias. Si en la ecuacion
y = axn+ aixn-l+ ...+ an-i x + an, (1)

el segundo miembro f (x) es una funcién racional entera de x con
coeficientes reales, el lugar geométrico que representa se llama una
curva polinomia. Para n —1, el lugar geométrico es una recta ; para
n —2, el lugar geométrico es una pardbola. Aqui consideraremos
solamente curvas polinomias aquellas para las cuales n > 3 ; los lugares
geomeétricos correspondientes son entonces curvas planas superiores.

Las curvas polinomias se trazan convenientemente determinando
primero aquellos valores de x para los cuales y es igual a cero. Cada
valor de x de esta clase se llama un cero del polinomio / (x) represen-
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tado por el segundo miembro de la ecuacion (1); también se le conoce
con el nombre de raiz de la ecuacion / (x) = 0. Graficamente , cada

raiz real diferente, digamos a, representa la abscisa de un punto de
interseccidn de la curva con el eje X . Se demuestra en Andlisis mate-
matico que la funcion polinomia / (x) es continua ; graficamente, esto
significa que el lugar geométrico es una curva continua.

Ejemplo. Trazar la curva polinomia cuya ecuacién es
y = x4 —4x3 —3x2 + 14* —38. (2)
Soluciéon. Por los métodos de la teoria de ecuaciones del Algebra, se halla

que los ceros del segundo miembro de la ecuacién (2)son —2, 1,1, 4. Por
tanto, podemos escribir la ecuaciéon (2) en la forma

y=(*+2) (,- 12 (*-4). (3)
Las intersecciones de la curva con el eje X son los puntos de abscisas — 2, 1

y 4. Como un ejemplo del método a seguir para obtener el signo de y para
valores de x comprendidos entre las intersecciones, lo determinaremos para valo-

res de X comprendidos entre —2 y 1. Sea X = — 1, un valor comprendido
entre — 2 y 1. Para este valor de x, los signos de los factores del segundo
miembro de la ecuacién (3) son +, + y —, respectivamente; por tanto, su

producto y es negativo, lo que indica que la curva estd abajo del eje X para
valores de x comprendidos entre —2 y 1. Analogamente, podemos demostrar
que entre las intersecciones 1y 4 la curva también estd abajo del eje X. EI

O wNOR W
ERowo®R

mismo procedimiento se sigue para valores no comprendidos entre los intervalos
pero incluidos por las intersecciones. Asi, para X < - 2, y para X > 4, la
ecuaciéon (3) muestra que Yy es positiva; luego, en estas regiones, la curva esta
sobre el eje X.

Después de hacer esta investigacion preliminar, conviene, generalmente,
obtener las coordenadas de algunos puntos de la curva, con el fin de obtener una
grafica adecuada. Esto puede hacerse convenientemente utilizando los métodos
estudiados en Algebra para hallar el valor numérico de un polinomio. La gra-
fica de la ecuacion (2) aparece en la figura 135.

NOTA. Como los coeficientes de la ecuacién (1) son reales, cualesquiera
raices complejas de f (x) = 0 deben ocurrir en pares conjugados; entonces no hay
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intersecciones correspondientes con el eje X. Pero para cada raiz real diferente,
y para cada grupo de un nUmero impar de raices reales repetidas, el lugar geo-
métrico corta al eje X. También para cada grupo de un nUmero par de raices
reales iguales, cada una igual a, digamos a, la curva no corta al eje X, pero es
tangente a él en el punto (a, 0) ; esto esta ilustrado en la curva de la figura 135.

b) Curvas potenciales. La ecuacion
y=axn, a 0, (4)

en donde n es una constante arbitraria o parametro, representa una
familia de curvas llamadas curvas potenciales. En particular, si n es
positivo , se dice que las curvas de la familia (4) son del tipo parabo-

Fig. 136

lico; y si n es negativo, se dice que son del tipo hiperbdlico. Asi,
si n = 2, la ecuacién (4) representa una paradbola, y sin = —1,
representa una hipérbola equilatera .

Hemos considerado ya algunos casos especiales de la familia (4).
Asi, para n = 0y 1, tenemos lineas rectas; para n = 2, una para-
bola; para n = % , una rama de una parabola; para n = 3, la pa-
rabola cubica ; para n = %, una paradbola semiclbica, y para n = %,
una rama de una pardbola semiclbica. Algunas de estas curvas del
tipo parabdlico se han trazado en la figura 136 (a), en donde a se tomi
igual a la unidad. Otras, del tipo hiperbdlico, aparecen en la figu-
ra 136(6), en donde a se toma también igual a la unidad.

Las curvas potenciales tienen origen diverso. Por ejemplo, en la
teoria de los gases, tenemos las curvas representadas por la ecuacion

pvn= Kk,
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en donde p es la presién y v es el volumen de un gas, y n y k son
constantes. En particular, si n = 1, tenemos la relacién conocida
como ley de Boyle.

c) Curva de Agnesi. Entre las curvas algebraicas de interés his-
torico esta la curva de Agnesi o la bruja. Esta curva es el lugar
geométrico de un punto P obtenido como sigue. Sea OA (fig. 137)
un didmetro de un circulo y i su tangente en A . Desde O tracemos
una recta cualquiera | y sean B y C sus puntos de interseccién con
la circunferencia y la recta t. Por B tracemos una recta perpendicular
a OA y por C tracemos otra recta paralela a OA ; sea P el punto de

interseccion de estas dos rectas. La curva de Agnesi es el lugar geomé-
trico que describe el punto P a medida que | gira en torno de O.

Para obtener la ecuacion de la curva de Agnesi, tomemos el punto
O como origen y el diametro OA a lo largo del eje Y. La construc-
cion del punto P (x, y) es como aparece en la figura 137. Sean DyE
los pies de las perpendiculares trazadas de B a OA yde C al ejeX,
respectivamente. Sea 8 el angulo que | forma con la parte positiva
del eje X . Como 8 varia a medida que | gira alrededor de O, lo
emplearemos como pardmetro, Tracemos la recta AB. Se verifica:
angulo DBO = angulo DAB = 8. Sea a el radio del circulo. Las
coordenadas del punto P{x, y), seran:

x = OE = AC —OA ctg 6 = 2a ctg 8,
y = EP = OD — OB sen 8 = OA sen28= 2asen28.

El estudiante debe demostrar que la ecuacion rectangular de la curva
de Agnesi, obtenida a partir de estas ecuaciones paramétricas, es

8a3
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La ecuacidon (5) nos dice que la curva es simétrica con respecto al
eje Y y asintotica al eje X . EI estudio completo de la curva se deja
como ejercicio al estudiante.

99. Tres famosos problemas de la antigliedad. Tres problemas
geomeétricos se hicieron famosos por los vanos esfuerzos que hicieron los
antiguos matematicos griegos para resolverlos utilizando solamente la
regla y el compéas. Estos problemas son

a) La duplicacion del cubo.
b) La triseccion de un angulo arbitrario.
c¢) La cuadratura del circulo.

Modernamente se ha demostrado que la soluciéon de cualquiera de
estos problemas es imposible por medio de la regla y el compés sola-
mente, Dedicaremos este articulo a un breve estudio de cada uno de
estos célebres problemas, ligados a curvas también famosas.

a) Duplicacion del cubo. Este
problema significa la obtencion de la
arista de un cubo cuyo volumen sea
igual al doble del volumen de un cubo
dado. Demostraremos en seguida que
este problema puede resolverse por
medio de la curva llamada cisoide de
Diocles.

Sea C el centro y OA = 2a (figu-
ra 138) el diametro fijo del circulo
generador de la cisoide. Con estos
datos y los ejes indicados en la figura
la ecuacion rectangular de la curva es

y ) - (1)
Fig. 138
Tracemos CD = 2a perpendicular al
eje X, y sea E el punto de interseccion de DA con la cisoide. Tra-
cemos FE, la ordenada de E. De los triangulos semejantes DCA y
EFA, tenemos

FA - CA _ a

Ye CD 2a-
0 sea,

FA = 2FE. (2)
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Por ser el punto E de la cisoide , tenemos, segun la ecuaciéon (1),

FE2= °F

FA

y sustituyendo el valor de FA dado en la ecuaciéon (2), resulta

de donde,

FE

FE=20F\ (3)

Sea b la arista de un cubo dado cualquiera, Construyamos un

segmento de longitud c tal que

FE
OF '

Entonces, de la ecuacién (3) tenemos

de donde,

c3 FE3
b*~OFs~
c3= 263.

Es decir, ¢ es la arista de un cubo cuyo volumen es el doble del
volumen del cubo dado de arista b.

b) Triseccién de un &ngulo arbitrario. Si bien es posible, por

Fig.

139

medio de la regla y el compas sola-
mente , trisecar unos cuantos angulos
particulares, por ejemplo, un angu-
lo recto, no es posible hacerlo si se
trata de un éangulo cualquiera. La
triseccion de cualquier angulo puede
efectuarse, sin embargo, por medio
de la concoide de Xicomedes, como
demostraremos ahora.

Sea AOC (fig. 139) el angulo que
va a trisecarse. Por D, un punto
cualquiera sobre el lado OC, tracemos
la recta | perpendicular al lado OA y
sea E su punto de intersecciéon. So-
bre OA tomemos el punto F tal que
EF = 20D.

Sea 0 el punto fijo y | la recta fija de una concoide construida
como sigue (véase el ejercicio 22 del grupo 41, Art. 88). Por O
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tracemos ana recta cualquiera |I' y sea B el punto en que corta a |I.
Sean P y P' dos puntos sobre |I' a derecha e izquierda de B, res-
pectivamente , y tales que |[BP |= |BP1]|= b, una constante, para
cualquier posicion de V. Se llama concoide el lugar geométrico des-
crito por P y P'. Por este método, construyamos la concoide para

lacual b = |EF |. Por D tracemos una recta paralela a OA y sea
G su punto de interseccion con la concoide. Tracemos OG y sea H
su interseccion con |. Entonces

Angulo AOG = Kk éngulo AOC.

La demostracion de esta construccion es la siguiente : Tracemos DM
siendo M el punto medio de HG. De la construccidon de la concoide ,

fw = EF = 20D.

Como M es el punto medio de la hipotenusa del triangulo rectan-
gulo GHD es equidistante de los tres vértices , y

DM = MG = y2HG = OD.
Por tanto , tenemos dos tridngulos isésceles, ODM y DMG, tales que

angulo MOD

angulo OMD,

dngulo MDG

angulo MGD.

Llamemos y 6, respectivamente, a estos angulos. EIl angulo 4
es un angulo exterior del triAngulo DM G; por tanto,

#£= 2e¢.
Como DG es paralela a OA, tenemos
angulo AOG = &ngulo MGD = 6.
Por tanto, finalmente,
angulo AOC = 6 + ¢©= 38 = 3 angulo AOG,
y la construccion esta demostrada.

c) Cuadratura del circulo. Este problema consiste en la cons-
truccién de un cuadrado cuya area sea igual a la de un circulo dado.
Se le conoce también como el problema de *‘cuadrar el circulo’’. EI
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lector comprenderd que la solucion de este problema requiere la deter-
minacion de it, la razéon de la circunferencia a su didmetro. En
Matematicas superiores se demuestra que no solamente es imposible
resolver este problema por medio de la regla y el compas, sino que la
solucion no puede efectuarse por medio de ninguna curva algebraica
cuya ecuacion tenga coeficientes racionales.

EJERCICIOS. Grupo 45

En cada uno de los ejercicios 1-3 construir la curva correspondiente a la
ecuacion que se da.

1. y= - 2X2- x + 2.
2.y = 2xi —1Ix3+ 20x2 — 12*.
3. y = x6- - Ox-* + 38x2- 43* + 172

4. Si la funcion polinomia general f (x) , igualada a cero, tienepor raices
los nimeros complejos conjugados a + bi y a —bi, en que ay bson reales,
b 0, y i = m/ — 1, demuéstrese que f (x) tiene un factor cuadratico posi-
tivo para todos los valores reales de x y, por tanto, que no hay ningun punto
de intersecciéon de la curva y = f (x) con el eje X.

5. Si la funcién polinomia general f (x) , igualada a cero, tiene raices
reales de orden impar, iguales cada una a a, demuéstrese que la curva y —f (x)
corta al eje X en el punto (a, 0) .

6. Si la funcién polinomia general f (x) , igualada a cero, tiene raices
reales de orden par, iguales cada una a a, demuéstrese que la curva y = f (jc) es
tangente al eje X en el punto (a, 0) .

7. Para las curvas potenciales y=x1, demuéstrese: a) que todas las cur-
vas del tipo parabélico pasan por el punto (1, 1) y el origen; b) que todas
las curvas del tipo hiperbdlico son asint6ticas a los ejes coordenados.

8. Dibuljese la figura 136 (a) del Articulo 98 a una escala mas grande y
agréguense las curvas correspondientes para n 112 3 , 4, 5. Com-
parense los lugares geométricos obtenidos haciendo variar el valor de n.

9. Dibujese la figura 136(6) del Articulo 98 a una escala mas grande y

agréguense las curvas correspondientes para n = —-i-, —y, —3, —4. Com-

parense los lugares geométricos obtenidos haciendo variar el valor de n,
10. DibuUjense varias de las curvas potenciales representadas por la ecuacion
X = ayn, y comparense con las curvas correspondientes de la familia y = axn.

En cada uno de los ejercicios 11-17, construir las curvas potenciales cuyas
ecuaciones se dan.

11. y = (x — 1) 3. Sugestion. Trasladese el eje Y.
12. y=(* + 1)s. 15, y+ 1=(x - 1)~
13, y = ** + 1, 16,y -1=(x + 1)A.
14, y —2=(x —3) 4. 17.y - 3 = (* -f2) ~i.
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18. A partir de sus ecuaciones paramétricas, obténgase la ecuacién rectangu-
lar de la curva de Agnesi dada por la ecuaciéon (5) del Articulo 98. Efectuar una
discusion completa de la curva.

4a2x
Ta — X

20. Empleando la construccién para la duplicacién del cubo dada en el Ar-
ticulo 99, demuéstrese que si en la figura 138 tomamos CD = na, podemos ob-
tener la arista de un cubo cuyo volumen sea n veces el del cubo dado.

21. Las paradbolas y2= 2ax y x2 = ay se cortan en el origen y en otro
punto P. Considerando la abscisa del punto P, demostrar cémo el problema de
la duplicacion del cubo puede resolverse para un cubo dado de arista a.

22. Tréacese la curva cuya ecuacién es X3+ xy2 — 3ax2+ ay2 = 0. Esta
curva se llama trisectriz de Maclaucin. Como su nombre lo indica puede usarse
para trisecar un angulo cualquiera.

23. Trazar la curva cuya ecuacién es x4+ y4 = a*. Esta curva se conoce
con el nombre de curva de cuarto grado de Lame.

24. En el mismo sistema de ejes coordenados dibujar las porciones de curvas
de la familia de curvas xn meyn = 1, correspondientes al primer cuadrante cuan-
do a n se le asignan sucesivamente los valores —l, 2—, 1, 2 y 4. ldentificar
cada lugar geométrico, y observar el efecto obtenido haciendo variar el va-
lor de n.

25. Trazar el lugar geométrico de x3+ y3 —3axy = 0. Esta curva se llama
hoja de Descartes.

26. Trazar el lugar geométrico de (x2+ y2)2 —ax2y = 0. Esta curva se
llama bifoliada.

27. Trazar la cuva cuya ecuacién es X3+ xy2+ ax2—ay2 = 0. Su lugar
geométrico es la estrofoide.

28. Trazar el lugar geométrico de yl—2ay3+ a2x2 = 0.

29. Trazar el lugar geométrico de x"y2= a2(x2+ y2) . Esta curva se llama
cruciforme. EI lector debe notar que aunque el origen pertenece al lugar geomé-
trico, ningdn otro punto de la vecindad del origen esta sobre la curva. Un pun-
to, tal como el origen, se llama entonces un punto aislado.

30. Trazar el lugar geométrico de x2y —a2x + b2y = 0. Esta curva se
llama serpentina.

100. La sinusoide. EI lector ya esta familiarizado con la funcion
sen x desde su estudio de Trigonometria. Las propiedades de esta
funcion pueden estudiarse convenientemente por medio de la ecuacion

y = sen Xx. (1)

El lugar geométrico de la ecuacion (1) se llama sinusoide.

Las intersecciones de la curva (1) con el eje X son 0, + d,
+ 2ji, y, en general, nat, en que n es un entero cualquiera. EI Unico
punto de interseccion con el eje Y es el origen. Como
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la curva es simétrica con respecto al origen. A la variable x pueden
asignarsele todos los valores reales ; la variable y puede tomar valores
reales cualesquiera en el intervalo —1 <y < 1. Por tanto, el lugar
geométrico se extiende indefinidamente hacia la derecha y hacia la
izquierda del eje Y entre las rectas y= = 1. La curva no tiene
asintotas. Las coordenadas de un nuamero suficiente de puntos pueden
obtenerse de la tabla del Apéndice IC, 5, junta con las formulas de
reducciéon dadas en el Apéndice IC, 3. Una parte del lugar geomé-
trico aparece en la figura 140. EI estudiante debe notar que las absci-
sas son numeros que representan la medida en radianes del &ngulo.

Y

Fig. 140

Observamos que el lugar geométrico se repite idéntico para cada
cambio de 2jt radianes en el valor de x; se dice que tal curva es
periédica. Mas generalmente, si una funciéon f(x) tiene la propiedad
de que

f(x) =f(x + p), (2)

en que p es una constante diferente de cero, entonces se dice que 7 (X)
es una funcion periddica, y al valor minimo positivo de p tal que la
relacion (2) se verifique aun, se le llama periodo de f (x). Eviden-
temente, como sena: = sen (x + 2n), la sinusoide (1) es periddica
con periodo 2it. Cualquier porcion de la curva que corresponde a
un cambio en x igual al periodo se llama ciclo de la curva. Asi, en
la figura 140, un ciclo es aquella porciéon de la curva comprendida
entre el origen y el punto (2jt, 0). También , la porcién incluida entre
dos intersecciones cualesquiera con el eje X se lama arco. El maximo
de los valores absolutos de las ordenadas de una sinusoide se llama su
amplitud; para la curva (1), la amplitud es la unidad.

Veamos ahora cémo se obtiene el periodo y la amplitud de una
sinusoide partiendo de la ecuacién general

y = a sen (kx + a), (3)
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en donde a, k y a son constantes. La amplitud de la curva (3) es
igual a Ja \; por esto, la cantidad a se llama factor de amplitud. Un
ciclo completo del lugar geométrico de la ecuacién (3) se obtiene
cuando el angulo kx + a wvaria en 2jt radianes. Como k y a son
constantes, esta variacion puede efectuarse solamente alterando el
valor de x. Evidentemente, lo que tiene que variar x, digamos p,
es el periodo de la curva (3). Para calcular el valor de p escribimos

k(x+ p)+ a—(kx + a) = 2jt,
de donde,
kp = 2jt,
y

Vemos, por lo tanto, comparando los periodos de las curvas (1) y (3),
que, mientras la curva (1) tiene un ciclo en el intervalo de 0 a 2jt,
la curva (3) tiene k ciclos en el mismo intervalo. Por esto, a la
constante k se le llama factor de periodicidad.

El angulo a en la ecuacién (3) no afecta ni la amplitud ni el
periodo de la sinusoide, pero afecta la posicion de la curva con relacion
a los ejes coordenados. Esto puede verse escribiendo la ecuacién (3)

en la forma
y = asenk C'Lli') (4)

y comparando su gréafica con la ecuacion

y =a sen kx. (5)

Los lugares geométricos de las ecuaciones (4) y (5) son idénticos en
forma, pero si se trazan en el mismo sistema de ejes coordenados
aparecen como curvas separadas para las cuales los puntos correspon-
dientes tienen las mismas ordenadas pero sus abscisas difieren en una

. . a . .
cantidad igual a Se dice entonces que la dos curvas estan fuera

, ct
de fase o defasadas, y al é&ngulo se le da por esto el nombre de
angulo de fase.

Ejemplo. Trazar la sinusoide cuya ecuacién es

y = 2 sen (V2x + 1), (6)

y determinar su amplitud, periodo y angulo de fase.
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Solucién. La amplitud es igual, evidentemente, a 2. Como el factor de

.o 27 .
perﬁ)dicidad es 1>, el petiodoes igual a j 4:i, y el angulo' de fase es

igual a—ﬂ , 0 sea, 2 radianes. EIl estudiante debe notar, en especial, que el

nimero 1 que aparece en el &ngulo de la ecuacién (6) representa un radian y no
un grado.

Para trazar el lugar geométrico de la ecuaciéon (6) , es conveniente trasladar
primero el eje Y. Para ello escribiremos la ecuacién (6) en la forma

y =2 sen K (x + 2),
y haremos

X + 2 =x"
De esta manera la ecuacién transformada es
y =2 sen Vix'm (7)

Como jc = X' —2, el nuevo origen O" es el punto (— 2, 0) . La gréafica de la
ecuacion (7) puede trazarse entonces con relacién a los ejes X y Y" como

y y

se explicé para la grafica (fig. 140) de la ecuacién (1). Una parte de la curva
resultante se ha representado en la figura 141; por supuesto, que esta grafica es
también el lugar geométrico de la ecuacién (6) con relacién a los ejes X y Y.
La escala sefialada encima del eje X es con relacion al eje Y' y se emplea al tra-
zar la gréafica de la ecuacion (7) ; la escala inferior es con relacién al eje Y y se
emplea para leer las coordenadas de los puntos que estadn sobre la grafica de la
ecuacion (6) . Se puede obtener una comprobaciéon parcial de la exactitud de
la grafica de la ecuacién (6) determinando sus intersecciones con los ejes coor-
denados.

101. Otras curvas trigonométricas. Las cinco restantes funciones
trigonométricas pueden estudiarse por medio de sus graficas, cada una
de las cuales recibe un nombre en relacién con la funcién trigonométrica
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correspondiente. Asi, la funcién trigonométrica eos x se estudia por
medio de la ecuacion
y = eos X, (1)

cuya gréafica se llama la cosinusoide. Como eo0s X = sen

la cosinusoide puede trazarse por medio de la sinusoide
y = sen
La curva de la figura 142, difiere de la correspondiente a y —sen X

Y

de la figura 140 solamente por tener al eje Y desplazado unidades

hacia la derecha. Como eos (—x) = eos x, la curva es simétrica con
respecto al eje Y. La amplitud es la unidad, y como eos x = eos (X + 2z)
el periodo es igual a 2jt. EIl resto de la discusion de la curva se deja
como ejercicio al estudiante.

La grafica de la ecuacion

y = tgx (2)

se llama tangentoide. Como tg x = tg (x + jc), la curva es periddica
y su periodo es igual a ir. La grafica [fig. 143(a) J se compone de
un ndmero infinito de ramas diferentes que tienen por asintotas las

Fig. 143
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rectas x _Kjt‘ en donde n es un entero impar. EI resto de la dis-

cusion de la tangentoide se deja como ejercicio al estudiante. También
debe desarrollar una discusion completa de la cotangentoide ,

V = ctg X, (3)

cuya grafica estd construida en la figura 143 (b).
La grafica de la secantoide,

y —sec X, (4)
estd trazada en la figura 144 (a). La gréafica de la cosecantoide,
y = ese X, (5)

se ha construido en la figura 144(&). Ambas curvas, la secantoide y

Fig. 144

la cosecantoide son periddicas, siendo el periodo de cada una igual
a 2jt. La discusién de estas curvas se deja como ejercicio al estu-
diante .

102. Graficas de las funciones trigonométricas inversas. La fun-
cidon are sen x puede estudiarse por medio de la ecuacion

y = are sen X, (1)

la cual significa que y es el arco cuyo seno es x. La ecuaciéon (1) se
escribe frecuentemente en la forma

pero nosotros emplearemos la notacion de la ecuacién (1). La relacion
expresada por la ecuacion (1) puede obtenerse a partir de la ecuacion

X = seny (2)
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despejando y en funcion de x. Por tanto, la relacion (1) es inversa
de la relaciéon (2); consecuentemente, la funcion are sen a se lla-
ma funcion inversa del seno, y la grafica de la ecuacién (1) se llama
curva seno inversa.

Como la ecuacion (1) se deduce de la ecuacion (2), la grafica de
la ecuacion (1) puede obtenerse partiendo de la ecuacion (2) por el
método estudiado en el Articulo 100. Parte de la grafica se ha trazado
en la figura 145(a). La discusion completa de la curva se deja como
ejercicio al estudiante, pero llamaremos la atencion sobre un hecho

K18 /3%
“2 2
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Fig. 145

importante: En el caso de la sinusoide, y = sen x, para cada valor
asignado a x, se obtiene uno y solamente un valor de y. Decimos
entonces que y es una juncion uniforme de x. En cambio, en el caso
de la curva seno inversa (1), para cada valor que se le asigna a x,
se obtiene un nimero infinito de valores para y. Asi>si se le asigna
a a el valor , y puede tener uno cualquiera de los valores

é+ 2nn 0 4Or + 2mt,
siendo n un namero entero cualquiera. De acuerdo con esto, se dice

entonces que y es una funcion multiforme de x. Para ciertos estudios
se hace necesario restringir los valores de y a un cierto intervalo con
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el fin de convertir a esta funcion en uniforme. Para la funcion
are sen x, este intervalo es

: (3)

—_—= are sen x <
z z

y estos valores se llaman los valores principales del are sen x. ElI
estudiante debe observar que, dentro del intervalo (3), la variable x
puede tomar todos los valores desde — 1 a + 1, inclusive. Aquella
porcion de la curva seno inversa (1) incluida en el intervalo (3) se
llama rama principal de la curva; esta curva es la trazada con una
linea méas gruesa en la figura 145(a).

Para la curva coseno inversa cuya ecuacion es

y = are €eos X , (4)
la variacion de los valores principales estd dada por el intervalo

0 < areeosx <n. (5)

La rama principal de esta curva es la trazada en linea gruesa en la
figura 145(6).
Para la curva tangente inversa cuya ecuacion es

y = are tg x,

la variacion de los valores principales es
Ti n 31
—— < aretg x <—.

La rama principal de esta curva aparece en linea gruesa en la figu-
ra 145(c).

Para la curva cotangente inversa, y = are ctg x, la curva secante
inversa, y —are sec X, y la curva cosecante inversa, y = are ese X,
los valores principales estan dados por los intervalos

O< areetgx < n

— jt5.are sec x < ——

0 <. are sec x <

—it < are ese X< ——

i

0 < are ese X <
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EJERCICIOS. Grupo 46

1. Mostrar graficamente la amplitud de una sinusoide trazando en el mis-
mo sistema de ejes coordenados, las curvas

y =senx, y =3senx y y = Vi senx.

2. Mostrar el efecto del periodo en una sinusoide trazando, en el mismo
sistema de ejes coordenados, las curvas

y =senx, y —sen2xy y = sen

3.Mostrar el efecto del angulo de fase en la sinusoide trazando, enel mis-
mo sistema de ejes coordenados, las curvas
y —sen2x, y = sen(2x + 60°)y y —sen (2x —60°) .
En cada uno de losejercicios 4-15, tracese la curva cuyaecuacion se da.
Determinense también su amplitud, periodo y angulo de fase.
i. y = 2sen3x 10. y+ 1=sen(x —1I).

5. y= sendX. 11. y - 3= Vi sen (x + 2).

12. x = sen 2y.
6. y =4sen2kx.

. 13. x — —2sen —.

7. y = Visen (x+2). 2

8. y = 4 sen + 1 14.

9. y= —2sen(2x + Jt). 15. x + 3 =3sen (2y + 4).
16. Daruna discusiéon completa de la curva y = eos x.
17. Daruna discusién completa de las curvasy =tgx y vy = ctg x.
18. Daruna discusion completa de las curvasy —secx y y = ese X.
19. Daruna discusion completa de la curvay =a cos{kx + a), en que

a, k y a son constantes.
20. Construir la grafica de la ecuacion y = ctg x a partir de la grafica de

y=tg "4

En cada uno de los ejercicios 21-28, tracese la curva cuya ecuacién se da.

21. = €eos j. 25. —ese >
y J W 4
22. 'y —tg 2x. 26. x = 2 eos 3y.
23. y=cetgf. 27. « -2 ,,a.
24. 'y = sec 3x. 28. y —1= 3 eo0s{x —2)

29. Dar una discusién completa de la curva seno inversa y = are sen x y de
la curva coseno inversa y = are €os X.

30. Dar una discusion completa de la curva tangente inversa y = are tg x
y de la curva cotangente inversa y = are ctg X.
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31. Dar una discusién completa de la curva secante inversa y = are sec X Yy
de la curva cosecante inversa y = are ese X.

En cada uno de los ejercicios 32-35,tracese la cuva cuya ecuacion se da.
32. y = aresen(x —1). 34. y =3aretgy.
33. y —2 are eos 2x. 35. X = 2 are eos (2 —vy) .

103. Curva logaritmica. La funcion logaritmica puede estudiarse

por medio de la ecuacion
y = logax, a>0, a?z%l, (1)

cuya grafica se llama curva logaritmica. El nimero positivo a es una
constante llamada base y cuyos valores se discutirdn mas tarde. Por la
definicién de logaritmo (Apéndice IB, 4), la ecuacion (1) puede
escribirse en la forma equivalente,

X = av. (2)

La expresion av, llamada funcién exponencial, es, evidentemente, la
inversa de la funcion logaritmica. La funcién exponencial y su gréafica ,
la curva exponencial, se estudiarén en el articulo siguiente.

Trazaremos primero la curva logaritmica (1). Parax=1, y = 0;
para x = 0, logax, o sea y, no estd definido. Por tanto, la Unica
interseccion con los ejes coordenados estd dada por el punto (1, 0) .
Evidentemente no hay simetria con respecto a ninguno de los ejes
coordenados o al origen. Como los logaritmos de los nUmeros negati-
vos son complejos, no se le pueden asignar a la variable x valores
negativos; segun esto, no hay curva a la izquierda del eje Y. Si la
base a es mayor que la unidad, de la ecuacién (2) se sigue que y
aumenta de valor a medida que x lo hace; también, para x > 1,
y es positiva, de manera que la curva se extiende indefinidamente
hacia la derecha y hacia arriba del eje X . Para valores de x com-
prendidos en el intervalo 0 < * < 1, y es negativa. A medida que
x tiende a cero, y aumenta numéricamente sin limite en la direccidn
negativa ; por tanto , la parte negativa del eje Y es una asintota de la
curva.

La discusion precedente da la localizacion general de la curva en el
plano coordenado , para a > 1. La determinacidn de las coordenadas
de los puntos de la curva depende, sin embargo , del valor asignado a
la base a. Hay dos bases de uso corriente, la base comin 10, para
los calculos numéricos ordinarios, y la base neperiana e, igual a
2,71828 , aproximadamente , empleada casi exclusivamente en Mate-
maticas avanzadas. Para la base 10, las coordenadas de los puntos
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de la curva (1) pueden obtenerse en una tabla de logaritmos comu-

nes ,talcomo laTabla A del Apéndice II; la grafica correspondiente

es latrazada enla figura 146. Las tablas de logaritmos de base e,
llamados logaritmos naturales o neperianos, también pueden usarse.
La relacion entre los logaritmos comunes y los logaritmos naturales
puede obtenerse por medio de la formula dada en el Apéndice IB , 4,
segun la cual

logio x logio x n QAQ, ,
I0gf * = loiiTe = 0743429 = 2’3026 logl° X'

Por tanto, la gréfica de la ecuaciéon (1) cuando a = e puede obte-
nerse a partir de la grafica para a =? 10 multiplicando todas las orde-
nadas de la curva de la figura 146 por 2 ,3026.

Ejemplo. Trazar la curva logaritmica cuya ecuacion es
y = 2logio2V x - 1. 3)

Solucién. Por supuesto que se puede trazar la grafica directamente partien-
do de la ecuacion (3) . Pero podemos simplificar el procedimiento usando los
teoremas sobre logaritmos dados en el Apéndice IB, 4, y escribiendo entonces la
ecuacion en la forma

y = logio 4 + loglO(x - 1).

Si pasamos logio 4 al primer miembro, y hacemos
X'"=x —1 y = u—logio 4,
la ecuacién toma la forma

y' = logio x'. (4)

La gréafica de la ecuacion (4) puede trazarse ahora tal como se traz6 la de la
ecuacion (1) anterior. La curva (fig. 147) se traza partiendo de la ecuacion (4)
;on referencia a los nuevos ejes X' y Y' obtenidos trasladando los ejes origi-
nales al nuevo origen 0'(1, logio 4) .
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104. Curva exponencial. La funcion exponencial puede estudiarse
por medio de la ecuacién
y =ax, a>0, a i,1)

cuya grafica se llama curvaexponencial. Se hizo notar en el articulo
precedente que las funciones exponencial y logaritmica son inversas
entre si, ya que la ecuacion (1) puede escribirse en la forma equiva-
lente

X = logay .(2)

Es evidente, por laecuacién (2), que la curva exponencial (1)
puede trazarse tai como se trazé la curva logaritmica

y —loga X, a>0, a 1. (3)

En suma, para el mismo valor de a, las dos curvas (1) y (3) son

idénticas en su forma ; difieren solamente en sus posiciones con relacion
a los ejes coordenados. En la figu-
ra 148 se han trazado varias curvas
exponenciales para diversos valores
de a, incluyendo el caso importante
en que a = e, la base de los logarit-
mos neperianos. Todas estas curvas
pasan por el punto (0,1) vy son
asintoticas al eje X .

La funcién exponencial es de una
gran importancia en las Matemaéticas
avanzadas y sus aplicaciones. Se pre-
senta en las expresiones matematicas
de una gran variedad de fendmenos
fisicos. Aparece frecuentemente en la

forma
Fig. 148 y = cekx, (4)

en que cy k son constantes diferentes de cero y e es la base neperiana.
Para tener una idea de lo mucho que se presenta la funcién exponencial
en la préactica, basta considerar que aparece en la representacion ana-
litica de tan variados fendmenos como son el crecimiento de las bacte-
rias, la descomposicion del radio y la ley de Newton del enfriamiento.
Se presenta también en la formula empleada para la determinacién del
interés continuo , y por esta razén se le menciona a veces como la ley
del interés compuesto. En los ejercicios 22-28 del grupo 47 aparecen
varias aplicaciones de la funcidn exponencial; ademdas se dan algunas
ilustraciones mas en el siguiente articulo.
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La funcion exponencial aparece también en la ecuacion
h
v I

en donde h es una constante arbitraria. La grafica de esta ecuacién
se llama curva de probabilidad o curva de error. Es de importancia
fundamental en la teoria de la probabilidad y sus aplicaciones. En el
ejemplo siguiente se considera un tipo sencillo de curva de probabi-
lidad ; sirve para que se vea la forma general de tales curvas.

Como la funcién exponencial ex ocurre tan frecuentemente en las
aplicaciones, se han construido tablas de valores de ex y e~x para
facilitar los calculos numéricos. Una pequefia tabla de tales valores es
la Tabla C en el Apéndice I1.

(5)

Ejemplo. Trazar la curva de probabilidad cuya ecuacion es
y —ex2. ®)

Soluciéon. Como y es diferente de cero para todos los valores de x, no hay
interseccion alguna con el eje X. Para x =0, y —1; por tanto, la interseccion
con el eje Y esta dada por el punto (0, 1) . La curva es pues, evidentemente,

simétrica con respecto al eje Y. Como x puede tomar todos los valores reales,
la curva se extiende indefinidamente hacia la derecha e izquierda del eje Y.
También, como y es positiva para todos los valores de x, la curva estd en su
totalidad arriba del eje X. Si escribimos la ecuaciéon (6) en la forma

o * (M

vemos, por ser e > 1, que, a medida que x aumenta de valor sin limite en la
direccién positiva o en la negativa, y tiende a cero. Por tanto, el eje X esuna
asfntota. La ecuacion (7) nos dice también que y alcanza su valor maximo
cuando el valor de exl es minimo, y esto ocurre cuando x = 0. Por tanto, el
valor maximo de y es 1, y (0, 1) es un punto ma&ximo de la curva. Las coor-
denadas de algunos puntos del lugar geométrico pueden obtenerse por medio di
la Tabla C del Apéndice Il. La grafica es la representada en la figura 149.
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EJERCICIOS. Grupo 47

En cada uno de los ejercicios 1-12, construir la curva logaritmica cuya ecua-
cion se da.

1. y = loge X. 7. y =logioV x.

2. y=logio(x - 2). 8. y=loge\/ x + 1.

3. y = - logio x. 9. X = log2(y -f4).

4. y = logio (—x) . 10 y—2=21loge V x —1
5. y=3log2(x + 1). 11. y = loge sen x.

6. 'y = logio x2. 12. 'y = loge €os x.

13. Discutir la curva logaritmica y = loga x cuando la base a estd restrin-
gida a tomar valores comprendidos dentro del intervalo 0 < a< 1

14. En el mismo sistema de ejes coordenados, trazar las curvas y = loga x
cuando se le asignan a la base a los valores T3 i2, 2, 3y 4. Compérense
las curvas obtenidas haciendo variar el valor de a

15. Explicar por qué en las ecuaciones de las curvas exponencial y logarit-
mica la constante a estd restringida a tomar valores positivos diferentes de la
unidad.

En cada uno de los ejercicios 16-21, trazar la curva exponencial cuya ecua-
cion se da.

16. y =2(M)*. 19. y = 3e-212.
17. y = 4e*~". 20. y+ 1= 2X+l.
18. X —3V. 21, y- 2= 3ex~2

22. Al final de n afios, el monto C producido por un capital c al r por
ciento de interés compuesto anual estd dada por la formula

C=c@+ r)n.

Trazar la grafica de esta ecuacién cuando ¢ = 100 y r = 0,04, siendo C y n

las variables.
23. La presion P de la atmésfera a una altura h estd dada, aproximada-

mente, por la formula
P = Poe-kh,

en la que Po es la presion al nivel del mar y k es una constante. Trazar la gra-
fica de esta ecuacion cuando PO= 76 y k = 0,13, siendo P y h las variables,

24. Si To es el exceso inicial de la temperatura de un cuerpo sobre la tempe-
ratura de los cuerpos que le rodean, entonces el exceso de temperatura T después
de un lapso de tiempo f estd dado, aproximadamente, para valores pequefios
de T, por la férmula conocida como ley de Newton del enfxiamiento:

T = Toe- *

en la que k es una constante. Trazar la grafica de esta ecuaciéon cuando T o= 100
y k = 0,4 siendo T y t las variables.
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25. Si Ao es la cantidad original de radio que contiene una muestra, la
cantidad A no descompuesta después de un lapso de tiempo t esta dada por
la férmula

A = AOe~kt,

siendo k una constante. Trazar la grafica de esta ecuacién cuando Ao = 1y
k = 0,0004, siendo A vy t las variables.

26. Si /oes la intensidad inicial de una corriente telefénica, entonces su
intensidad | después de un lapso de tiempo t estd dada, bajo ciertas condiciones,
por la férmula

I = loe~It,

en que k es una constante. Trazar la grafica de esta ecuacién cuando 70 = 0,2
y k = 0,01, siendo / y t las variables.

27. Si T y To representan las fuerzas de tensién que actian sobre los
lados atil y libre, respectivamente, de una banda transmisora de energia,
entonces

T =ToeM,

en donde k es una constante. Trazar la grafica de esta ecuacion cuando To = 100
y k = 0,5 siendo T y 8 las variables.

28. Si la carga inicial de un condensador es Qo, la carga Q después de un
lapso de tiempo t estd dada, bajo ciertas condiciones, por la formula

Q - Qoe~a,
en donde k es una constante. Trazar la grafica de esta ecuaciéon cuando Qo —10
y k = 0,01 siendo Q y t las variables.

En cada uno de los ejercicios 29 y 30, tracense las graficas de las curvas dadas
por sus ecuaciones paramétricas.

29. x =sent, y —el 30. x =2+ f y = logio t.
105. Curvas compuestas. Si laecuacion de una curva es tal que
puede considerarse como una combinacion de las ecuaciones de dos o

maéas curvas simples, diremos que su grafica es una curva compuesta.
Por ejemplo, la gréfica de la ecuacion

Yy = X — e0s X

es una curva compuesta, ya que puede obtenerse como una combina-
cion de la recta y = x y de la cosinusoide y = eos x. llustraremos el
procedimiento a seguir para la construccion de la curva en el siguiente
ejemplo. EIl método se conoce con el nombre de adicion de ordenadas.

Ejemplo 1. Trazar la curva compuesta cuya ecuacién es

Yy - X - €e0SX. (o
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Solucién. Podemos, por supuesto, trazar la curva calculando directamente

las coordenadas de varios puntos a partir de la ecuacién (1). Pero podemos
también considerar la recta
y==* @

y = —eos X. 3)

y la curva

Por métodos estudiados anteriormente, las graficas de las ecuaciones (2) y (3)
pueden trazarse rapida y facilmente. Son las lineas punteadas de la figura 150
Para unvalor particular dex, digamos xi, sean yi yyzrespectivamente, las
ordenadascorrespondientes sobre las curvas (2) y (3) Entonces laordenada

Y

de la curva (1) correspondiente a este valor x = xi puede obtenerse tomando la
suma algebraica de las ordenadas yi y t/2. Por este método, se pueden deter-
minar graficamente puntos del lugar geométrico de la ecuaciéon (1) a partir de las
graficas de las ecuaciones (2) y (3) como se hizo para el punto Pi. La curva
resultante, correspondiente a la ecuacién (1), aparece en la figura 150 en linea
gruesa.

Las graficas de las funciones hiperbdlicas son ejemplos de curvas
compuestas. EIl seno hiperbolico de x, que se escribe senh x, se define
por la féormula

y el coseno hiperbolico de x por

ex + e-x
cosh x = Lo -1
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Las restantes funciones hiperbdlicas, tangente, cotangente, secante
y cosecante hiperbdlicas de x, se definen de la misma manera que las
funciones trigonométricas correspondientes. Esto nos da

senh x er —e' ex + e'
tgh x = , ctgh x —
cosh x + e~Xx tgh x ex —e~
1 2 1
sech x = csch x = "
cosh x ex + e~ senh x ' —e~

En el siguiente ejemplo se ilustra una aplicacién importante del cosh x .

Ejemplo 2. Trazar la curva cuya ecuacion es
y==x(e“+e_ 9, a>0. @)

Solucién. La curva corta al eje Y solamente en elpunto (0, a). La curva
es simétrica con respecto al eje Y. Como ex espositiva para todos losvalores
de x, y es positiva para todos los valo-
res de x. A medida que x tiende a infinito
tomando valores positivos o0 negativos,

y tiende a infinito positivamente. EIl va-
lor minimo de y es a. La curva se extiende
indefinidamente a la derecha e izquierda
del eje Y y hacia arriba de la recta y = a
No tiene asintotas verticales ni horizonta-
les. Para trazar la grafica podemos tomar
a igual a la unidad y usar entonces los va-
lores de ex y e~x dados en la tabla C del
Apéndice Il. La grafica puede también ob-
tenerse partiendo de las curvas exponencia-

les y - y= 2 e por el méto-

do de adicién de ordenadas. La gréafica
aparece en linea gruesa en la figura 151; las curvas exponenciales estan indicadas
por lineas punteadas.
Por la definicién de cosh x dada arriba, la ecuacion (4) puede escribirse en
la forma
y = a cosh —.
a

La curva se llama catenaria. Es la forma que toma un cable uniforme y flexible
suspendido de dos puntos y colgando bajo su propio peso.

Consideremos ahora una curva de importancia fundamental en la
teoria de las vibraciones. Se llama curva de las vibraciones decrecientes,
y su ecuacién general es de la forma

y = ae~cX sen (kx + a), (5)
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siendo a, ¢, k y a constantes. Esta ecuacién describe el movimien-
to, bajo condiciones apropiadas, de un cuerpo vibratorio que esta
sujeto a una fuerza resistente. La variable y mide el desplazamiento
del cuerpo desde su posicion de equilibrio a cualquier tiempo medido
por la variable x. Si no estuviera el factor e~c2x la ecuacion (5)
tomaria la forma

y = asen (kx + a), (6)

que es la sinusoide estudiada en el Articulo 100, ecuacién (3). La
amplitud de la curva (6) es constante e igual a |a]. En la ecua-
cién (5), en cambio, el factor e~c2x tiene el efecto de disminuir la

Y

amplitud o el desplazamiento del cuerpo desde su posicion de equilibrio ,
a medida que x crece. Por esto e~2x se llama factor de crecimiento.
La forma general de la grafica de la ecuacion (5) se ilustra para un
caso sencillo en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. Trazar la curva cuya ecuacion es

X

y =2 s senx. 7)

Solucion. EIl trazado de esta curva es relativamente sencillo, pues el valor
absoluto de sen x nunca excede a la unidad. Por tanto, el valor de y no puede

X
exceder nunca a le 5 ni ser menor que —2e 5; en consecuencia, la curva

(7) estd en su totalidad dentro de las curvas

JE X

y =2 5yy=—2 65, (8)

que por esto han sido llamadas curvas circundantes de la curva representada por
la ecuacion (7) . Empezaremos, por tanto, trazando primero las curvas circun-
dantes (8) queson las lineas de trazos de la figura 152. La grafica de la



CURVAS PLANAS DE GRADO SUPERIOR 313

ecuacion (7), trazada con linea gruesa en la figura 152, puede obtenerse ahora
facilmente considerando las variaciones de los valores de sen x. Para valores

de x —0, n, 2n, la curva (7) corta al eje X ; para valores de
ji  5ji  9n
x Y ~Trieens

X

corta a la curva circundante 2e 5, y para valores de
3n_  7n_ Hit
2 ~T

X
corta a la otra curva circundante y = —2 5.

Se pueden usar ventajosamente curvas circundantes para trazar
graficas cuyas ecuaciones sean de la forma

Vo= /(*)9{x),
en que una de las funciones f (x) y g(x) sea una funcion seno o co-
seno. Unos ejemplos de tales ecuaciones son y=x sen X y y =& cosa:.

EJERCICIOS. Grupo 48

En cada uno de los ejercicios 1-10 construir la curva cuya ecuacién se da.

1. y =2x —senx. 6. y = x2+ senx.
2.y = 3x + eos 2x. 7. y = 3*+ logio 2x.
3. y—1=x —sen2x. 8. y = x2+ logio x.
4. x =y + eos 2y. 9. y = logex —sen x.
5 x+ 1=2y —2sen 10. y = senx + ex.

En cada uno de los ejercicios 11-14, construir la curva, a partir de su ecua-
cion dada, por el método de adicion de ordenadas. Compruébense los resultados
por medio de las relaciones trigonométricas dadas en el Apéndice IC, 9.

11. y =3senx + 4e0sxm 13. 'y =4 sen 3x —3 eos 3x.

12. 'y =sen 2x + eos 2x. "™ y=2sen + 3eo0sj.

En cada uno de los ejercicios 15-18, construir la curva cuya ecuacién se da,
y determinar su periodo.

15. 'y =senx + eos 2x. 17. y =sen 2x + eo0s 3X.

sen X + sen 2x + sen 3X.

16. 'y =sen x + sen 2X. 18.
19. Trazar la curva seno hiperbdlico y = -—— —.

20. Trazar la curva tangente hiperbdlica y - |e ------
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21. En el mismo sistema de ejes coordenados, tracense las graficas de la

curva de Agnesi, = .
g y x2--1
secante hiperbélica, y = ------ Z Obsérvese la gran semejanza que tienen es-
ex + X

tas curvas entre si.

22. Trazar la grafica de la ecuacion y = cosh x + senh x. Hallar la ecua-
cion de la curva exponencial representada por esta ecuacion.

23. Trazar la curva seno hiperbdlico inverso y = senh-1 x.

En cada uno de los ejercicios 24-35, construir la curva cuya ecuacién se da,

24. 'y = X sen x. 30. y = sen2x.

31. y = x sen2x.
26. y="JL. 32. y=loglo* + 1
27. y = 2e~xsen 2X. 33. y = Xex.
28. y=2e~xeosy. 34. y = ex loge x.

29. y—1= 2e~xsen(2x + 4).
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CAPITULO XIIlI

EL PUNTO EN EL ESPACIO

106. Introduccién. En la Geometria analitica plana solamente se
consideran los puntos situados en un solo plano, el plano coordenado.
Esta limitacidon no permite la investigacion de las figuras generales en
el espacio. Poresto, y con el fin de extender el método analitico al
estudio de las figuras de tres dimensiones, quitamos la restricciéon im-
puesta y consideramos que el punto puede ocupar cualquier posicion en
el espacio.

Cuando un punto P estd en un plano coordenado, su posicion se
fija con respecto a los elementos de referencia del plano. Si considera-
mos ahora que el punto P puede ser un punto cualquiera del espacio ,
su posicién puede determinarse por su distancia perpendicular, llamé-
mosla z, al plano coordenado. Yernos, entonces, que para localizar
la posicién de un punto en el espacio se requiere otra dimension 2
ademés de las dos dimensiones del sistema coordenado plano. En
consecuencia, desde este punto de vista , un sistema coordenado en el
espacio es un sistema tridimensional obtenido como una extension del
sistema bidimensional. También vemos que, cuando a 2 se le asigna
el valor particular cero, el sistema tridimensional se reduce al bidi-
mensional , por tanto, un sistema de coordenadas en el plano puede
considerarse como un caso especial de un sistema de coordenadas en el
espacio. Desde este Ultimo punto de vista, es importante notar que
una relacion en el espacio se reduce a la relacidon correspondiente en el
plano cuando se da a la tercera dimension el valor cero. En adelante
tendremos ocasion muy frecuentemente de observar esta analogia entre
los sistemas bi y tridimensional.

En Geometria analitica plana las relaciones y las propiedades geo-
métricas se expresan por medio de ecuaciones que contienen, en gene-
ral , dos variables. En Geometria analitica del espacio, en cambio,
tales ecuaciones contienen , en general, tres variables, y, es evidente,
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que la presencia de esta variable adicional traera una mayor complica-
cién analitica que las relaciones con el plano. Ademas, el estudiante
comprenderéd perfectamente que la tercera dimension de la Geometria
analitica del espacio exigird mas trabajo de su poder de visualizacidn
de figuras en el espacio que el que requirié para figuras en el plano.

107. Sistema de coordenadas rectangulares en el espacio. En
Geometria analitica del espacio se emplean varios sistemas de coorde-
nadas. EIl mas usado es el rectangular que describiremos y discutiremos
en este articulo.

Consideremos tres planos mutuamente perpendiculares que se cortan
en el punto comdn O, tal como se indica en la figura 153. Como el

z
Fig. 153

punto en el espacio va a localizarse con referencia a estos elementos,
los planos se llaman planos coordenados, las rectas de interseccién de
estos planos ejes coordenados y el punto O origen del sistema de coor-
denadas rectangulares. Teniendo lo anterior estamos en libertad de
designar los ejes coordenados como queramos. Un convenio es el indi-
cado en la figura 153 ; se dice entonces que el sistema de coordenadas
es un sistema de mano derecha. Otro convenio, también muy usado, es
el mismo que aparece en la figura 153 con excepcion de que los ejes
XX'"y YY' estan intercambiados ; en este caso se dice que el sistema
coordenado es un sistema de mano izquierda. En este libro empleare-
mos, en general, el primer sistema.

Los ejes coordenados XX', YY', ZZ' se llaman, respectivamente,
eleje X , el Y y el Z. Estos ejes son rectas dirigidas , cuya direccion
positiva estd indicada en cada uno por una flecha. Cada plano
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coordenado se designa por los dos ejes coordenados que contiene. Asi,
el plano coordenado que contiene al eje X y al eje Y se llama pla-
no XY ; andlogamente, tenemos los planos XZ y YZ. Los tres
planos coordenados dividen el espacio en ocho regiones llamadas ocian-
tes. EI octante determinado por las partes positivas de los ejes coor-
denados se llama primer octante; no se acostumbra asignar ningdn
nimero a los siete ociantes restantes. EIl estudiante puede concebir
facilmente el primer octante considerando una de las esquinas de una
habitacion rectangular en donde dos paredes adyacentes y el piso
representan a los planos coordenados.

En seguida veremos como puede localizarse un punto en el espacio
por medio del sistema de coordenadas rectangulares. En la practica,
no es necesario representar el siste-
ma de coordenadas trazando los i
planos coordenados como aparecen
en la figura 153; sera suficiente
para nuestros fines trazar solamen- \z
te los ejes coordenados como se
indica en la figura 154. Sea P un o X1
punto cualquiera del espacio. Su ~ *-Y
posicién puede determinarse hacien- /
do pasar por P planos paralelos a
los tres planos coordenados y con- y
siderando los puntos A, B 'y C '
en que cortan a los ejes X, Yy Z,
respectivamente. Estos planos,
juntos con los coordenados forman un paralelepipedo recto rectan-
gular. Evidentemente, la posicién de P con relacién al sistema de
coordenadas estd determinada por sus distancias a los planos coorde-
nados. Estas distancias estdn dadas por las longitudes de los segmen-
tos dirigidos OA, OB y OC, llamados x, y, z, respectivamente.
Entonces los tres numeros reales x , y y z constituyen la coordenada x ,
la coordenaday y la coordenada z de P. Cada coordenada se mide-a
partir del origen O sobre el eje coordenado correspondiente , y es posi-
tiva o negativa segln que su direccidon sea la misma o la opuesta a la
de la direccion positiva del eje. Para el punto P (fig. 154) todas las
coordenadas son positivas, y el punto esta en el primer octante. Las
coordenadas x, y, z de cualquier punto P se escriben en ese orden,
se encierran en un paréntesisy el punto se representa por P (x, y, z).

Un punto P en el espacio tiene una y solamente una terna de
coordenadas {x, y, z) relativa a un sistema coordenado rectangular
especificado. Reciprocamente, una terna de coordenadas (X, Yy, z)

Fig, 154
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determina uno y solamente un punto P en el espacio con respecto a
un sistema coordenado fijo.

Es importante escribir las coordenadas (z, y, z) de un punto P
del espacio en su propio orden, ya que la posicion de una coordenada
en el conjunto indica a lo largo de qué eje se mide la coordenada par-
ticular. Por esto, las coordenadas de un punto en el espacio forman
una terna ordenada de nimeros reales. Por tanto, en vista de nuestra
discusién previa , podemos decir que un sistema de coordenadas rectan-
gulares en el espacio establece uva correspondencia biur.ivoca entre cada
punto del espacio y una terna ordenada de nimeros reales.

Como en Geometria analitica plana, la construccion de figuras
apropiadas constituye una parte importante del trabajo desarrollado en

v la Geometria analitica del espacio.
En este libro haremos uso de un mé-
todo muy comun llamado de proyec-
ciones paralelas. Como se ve en la
figura 154, los ejes | y Z se trazan .
en este sistema de proyeccion, per-
pendiculares entre si, pero el eje X
se traza de tal manera que el angulo
XOY sea mayor de 90° y, usual-
mente , se toma igual a 135°. En-
tonces las distancias medidas a lo
largo de , o paralelas a, los ejes Yy Z
se trazan a escala completa, y las
distancias medidas a lo largo de, o
paralelas a, el eje X se acortan una

C cantidad generalmente hasta alrededor de siete décimos

de la escala completa. En la figura 155, los puntos

PN3, 4, —2) y Pi(—3, —5, 3) estan trazados de acuerdo con
estos convenios

EJERCICIOS. Grupo 49

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Trazar lospuntos cuyas coordenadas son (2, 0, — 1), (4—3, 7),
(-5 -9 2 y@ -2 4.

2.  Escribirlascoordenadas de los puntos O, A, B, C y D de lafigura 154
del Articulo 107.

3. Escribirlossignos de las coordenadas de los puntos situados en cada uno
de los ocho octantes.
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4.  Construir el triangulo cuyos vértices son (2, —1, 3), (—1 1, 2) y
(1, 5 - 2).

5. Desde el punto P (x, y, z) se trazan perpendiculares a los tres ejes
coordenados. Hallar las coordenadas de los pies de estas perpendiculares.

6. Construir el tetraedro cuyos vértices son (0, 0, 0,), (2, 0, 0),
(0, 2, 0) y (0,0, 2).

7. El punto P (2, 3, 3) esun vértice del paralelepipedo recto rectangular
formado por los planos coordenados y los planos que pasando por P son para-
lelos a ellos. Hallar las coordenadas de los otros siete vértices.

8. Hallar el volumen del paralelepipedo recto rectangular del ejercicio 7 y
la longitud de su diagonal.

9. Empleando la figura 154 del Articulo 107, hallar la distancia del punto
P (x, y, z) acada uno de los ejes coordenados.

10. Empleando la figura 154 del Articulo 107, hallar la distancia del origen
al punto P (x, y, z) .

11. Se ha trazado una recta del origen al punto (1, 2, 1) . Hallar el &ngulo
que forma dicha recta con la parte positiva del eje Y.

12. Establecer una propiedad comun de las coordenadas de todos los puntos
que estan: a) enelplano XY; b) enel plano XZ; <¢) enelplano YZ.

13. Establecer propiedades comunes de las coordenadas de todos ios puntos
que estdn: a) sobre el eje X ; b) sobreeleje Y; c) sobreeleje Z.

14. ¢Cudl es el lugar geométrico de los puntos cuya coordenada z es igual
a —57?

15. ¢(Cual es el lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera
que su coordenada x es siempre igual a 4?

16. ¢Cudl es el lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera
que su coordenada y es siempre igual a 2 y su coordenada z siempreigual a 3?

17. Demostrar que los puntos Pi (x, y, z) VY (i, —y, —z) son simé-
tiicos con respecto al eje X.

18. Establecer y demostrar teoremas an&logos al del ejercicio 17 para la
simetria de dos puntos con respecto al eje Y y al eje Z.

19. Se ha formado un paralelepipedo recto rectangular haciendo pasar pla-
nos paralelos a los planos coordenados por cada uno de los puntos Pi (1, 2, 2)
y P2(3, 6, 7). Hallar las coordenadas de los otros seis vértices y las longitudes
de las aristas.

20. Hallar la longitud de la diagonal P1P: del paralelepipedo recto rectan-
gular del ejercicio 19.

108. Distancia entre dos puntos dados en el espacio. En éste y
los articulos siguientes, tendremos ocasion de emplear el concepto de
‘proyeccion ortogonal de un punto sobre un plano y sobre una recta en
el espacio. La proyeccion ortogonal de un punto P sobre un plano
es el pie de la perpendicular trazada de P al plano. La proyeccion
ortogonal de un punto P sobre una recta | es el punto de interseccion
de | y el plano que pasando por P es perpendicular a I. La proyec-
cion de un segmento rectilineo sobre un plano (o una recta) se deduce
inmediatamente de estas definiciones. Asi, si P'i y P2 son las pro-
yecciones ortogonales respectivas sobre un plano (o una recta) de los
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extremos Pi y P2 de un segmento, entonces la proyeccién P1P2 sobre
ese plano (o recta) es el segmento Pi’Pz".

Consideremos (fig. 156) dos puntos dados cualesquiera en el espa-
cio Pi(x1, yi, si) y Pi(xi, 42} Zz). Vamos a determinar la distancia
d = |PiP2|. Por cada uno de los puntos Pi y P2 hagamos pasar
planos paralelos a los tres planos coordenados. Estos planos forman
un paralelepipedo recto rectangular que tiene a P1Pi por diagonal y
a PiVi, PiVi y Pi1Vs por aristas. Estos planos dan también las
proyecciones ortogonales de Pi y P2 sobre los planos y ejes coorde-
nados. Asi, P'1y P2 son las proyecciones ortogonales respectivas

z

Fig. 156

de Pi y P2 sobreel plano XY,y P'1P 2 es la proyeccién P1P2 sobre
el plano X Y. También Ai, Bi y C1 son las proyecciones ortogona-
les respectivas de Pi sobre los ejes X, Yy Z, vy B2, C2 son
las proyecciones respectivas de P2 sobre los ejes X, Yy Z. Para
simplificar la figura , algunas de las proyecciones y lineas proyectantes
se han omitido.

Es muy sencillo demostrar, mediante una doble aplicaciéon del
teorema de Pitagoras, que el cuadrado de la longitud de la diagonal
de un paralelepipedo recto rectangular es igual a la suma de los cua-
drados de las longitudes de sus aristas. Por tanto, podemos escribir

d2= P1P2= PiV\ + pTf? + PiFa2. (1)

Evidentemente, por la definicion de las coordenadas de un punto
en el espacio, las coordenadas de Ai y A2 son(®i, 0, 0) y
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(xi, 0, 0), respectivamente. Por tanto, por el teorema 1 del Ar-
ticulo 3, tenemos

Pi Vi = Ai Az
Analogamente, tenemos

Pi V2 = Bi B2

PI' Fs = ClC2= 22 - 21.

Sustituyendo estos valores en la ecuacién (1), tenemos

d2- (Z2 — xi)2+ (y2— yi)2+ (z2— zi)2,
de donde,
d= V (x2— x\)2+ {y¢ — yi)2+ (z2— Zi)2

De aqui el siguiente

Teorema 1. La distancia d entre los dos puntos Pi(xi, yi, zi) y
P2 (x2, y2, zs) esta dada por la formula

d= V(x2—xi)2+t (y2—yi)2-+(z2—zi)2.

NOTAS. 1. Si los puntos P1y P2 estan sobre el plano XY, las coordena-
das zi y z2 son ambas cero, y la férmula dada en el teorema 1 se reduce a la
formula dada en Geometria analitica plana, en el teorema 2 del Articulo 6.

2. Por medio del teorema 1y las definiciones de las coordenadas de un pun-
to, podemos determinar facilmente la distancia de cualquier punto del espacio a
cada uno de los planos y ejes coordenados, y al origen. Asi, (fig. 156) las
coordenadas del punto B1 son (0, y1, 0) . Por tanto, para la distancia de P1
al eje Y, tenemos

iPi£l] =V (0 - xi)2-fGLl- yi)2+ (0- zij2= V *i2+ zi2.
Ejemplo. Demostrar que el punto P1(2, 2, 3) equidista de jos puntos

P2(l, 4,-2) vy P3(3, 7, 5).
Solucién. Segun el teorema 1anterior, tenemos

IpTp'zl= V (1-2)2+ (4 - 2)2+ (- 2- 3)2= \/30
y N —
IP1P31= V(3 —2)2+ (7- 2)2+ (5- 3)2= v730.
Por tanto, |P1P2| = IPiP3[ EIl estudiante debe trazar la figura correspon-

diente al ejemplo.

109. Division de un segmento en el espacio en una razén dada.
Ahora consideraremos la division de un segmento dado en el espa-
cio en una razéon dada. Esto es, simplemente, una ampliacion del
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problema andlogo en el plano, que se ha estudiado en el teorema 3 del
Articulo 7.

Teorema 2. Si Pi(xi, yi, zi) y P2(x2, y2, zd son los extremos
de un segmento dirigido P1P2, las coordenadas (x, y, z) de un punto

P que divide a este segmento en la razon r = Pi P :PP2 son

_ Xi+ rxe yi + ry2 zZi+ rz2
1+r ! Y™ 1+r 1+ r
Demostraciéon. Sean P'i, P1ly P'2 (fig. 157) las proyecciones

respectivas de los puntos Pi, P y Pi sobre el plano XY,y Ai, A
y Ai sobre el eje X. Las rectas proyectantes P1P1', PP" y P¢P-

son paralelas y estan todas en el mismo plano ; por tanto, por Geo-
metria elemental, estas rectas interceptan segmentos proporcionales
sobre las dos transversales PiPi y P'iP'i, y tenemos

_ PiP  P'iP1
r= (1)

Anéalogamente, considerando las rectas paralelas AiP\ , AP"y ~2P ;2,

tenemos

Ai A X —xi
” (2)
P'P’t A A2

De las relaciones (1) y (2), resulta

X —Xi
r_

X2 — X
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de donde,
Xi + rxez
X~ 1+r '

Por un procedimiento semejante obtenemos los valores de las coor-
denadas y y z.

NOTA. A este teorema se aplican las mismas observaciones hechas para el
teorema analogo en el plano (teorema 3, Art. 7).

Para el caso particular en que P es el punto medio del segmento
de recta dirigido P1P2, r —1, y tenemos :

Corolario. Las coordenadas del -punto medio del segmento dirigido
cuyos extremos son los puntos (xi, yi, zi) y (X2, y*, z2) son

Xl + X2 Vi + y2 Zl + 22
y= ~2— ' Z= 2

Ejemplo. Hallar las coordenadas de los puntos de triseccion yel punto
medio del segmento Pi (1, —3, 5) y P2(—3, 3, —4).

z

Solucién. Sean Ai y A2 (fig. 158) los puntos de triseccion y M el punto

PAXI J
medio de Pi P2. Para Ai tenemos r= - = ~Y, y para A2 tenemos
A xP2
r = = 2. Por tanto, para el punto Ai, por el teorema 2 anterior,
A2P:2
_xi+ rx*_ 1+ VA-3) _ _ 1 -3 + K(3) _ ,
1+r 1+ W, 3 1+
, = 2+ H (- 4) =,

1+Vz
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Anéalogamente, para el punto A2. tenemos

X = 1+12+‘2~ _ i3, . -3+12_|_(2’3) . 5+f+(2'4) —

Las coordenadas del punto medio M, son

-3+3 ,Q 7Ttmfj=S_i
2 2 2

EJERCICIOS. Grupo 50

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar la distancia entre los puntos Pi (—1, —2, 2) y Pi(2, 4, —1).

2. Demostrar que los puntos Pi(—2, 4 —3), P2(4, -3,-2) vy
P3(—3, —2, 4) son los vértices de un tridngulo equilétero.

3. Hallar el perimetro del tridngulo cuyos vértices son A (—2, —3, —2),
B(- 3,1 4) ycC(2 3 - 1).

4. Calculando ciertas distancias, demostrar que los tres puntos
(2, 0, —1), (3, 2, —2)y (i, 6, —4) son colineales.

5. Determinar la forma que toma la formula de la distancia entre dos pun-
tos (teorema 1, Art. 108) cuando Pj y P2 estdn en un plano paralelo al pla-
no XY y s k unidades de él.

6. Determinar la distancia desde un punto cualquiera P (x, y, 2) a cada
uno de los planos y ejes coordenados, y al origen (véase la nota 2 del teorema 1,
Art. 108) . Ordénense los resultados en una tabla y obsérvese la simetria en las
letras x, y vy z.

7. Hallar la distancia del punto (—2, 6, 3) a cada uno de los planos
coordenados y al origen.

8. Hallar la distancia del punto (3, —4, 2) a cada uno de los ejes coor-
denados.

9. Demostrar que el cuadrado de la distancia de cualquier punto al origen
es igual a la suma de los cuadrados de sus distancias a los planos coordenados.

10. Los puntos extremos de un segmento son Pi(—4, 1, 3) y
P3(5, —2, 1). Hallar las longitudes de sus proyeccionessobre losejes coor-
denados.

11. Hallar las longitudes de las proyecciones del segmento del ejercicio 10
sobre los planos coordenados.

12. Las longitudes de las proyecciones de un segmento sobre los ejes coor-
denados son 2, 2 y — 1, respectivamente. Hallar la longitud del segmento.

13. Los puntos extremos de un segmento son Pi(xi, vyi, z1) vy
P2 (xz2, z2) » Demostrar que la longitud de su proyeccién sobre el plano XY

esigual a \/ (xz —xi) 2+ (y2—yi) 2« Sugestion. Usese la figura 156 del
Articulo 108.

14. Uno de los extremos de un segmento de longitud 3 es el punto
(3, 2, 1). Si las coordenadas x y ydel otro extremo son 5 y 3, respectiva-
mente, hallese la coordenada z. (Dos soluciones.)

15. Hallar la ecuacién algebraicaque expresa el hecho de que la distancia
del punto (x, y, z) al punto (2, 1, 4) es igual a 5 (Qué representa esta
ecuaciéon?
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16. Determinar la ecuacién algebraica que expresa el hecho de que el punto
(x, y, z) equidista de los dos puntos (3, 0,-1) y(—2, 2, 1) ;Qué
representa esta ecuacion?

17. Deducir las formulas para calcular los valores de y y z, y dibujar las
figuras correspondientes, relativas al teorema 2 del Articulo 109.

18. Los puntos extremos de un segmento son Pi(—2 1, 4) vy
P2(3, 2, — 1) . Hallar las coordenadas del punto P que divide a este segmento
en la razéon PiP :PP2= 3.

19. Hallar las coordenadas de los puntos de triseccién y el punto medio del
segmento cuyos puntos extremos son (5, — 1, 7) y (—3, 3, 1).

20. Los extremos de un segmento son Pi(3, 2, 6) yP2(8, 3, 8). Hallar
las coordenadas del punto P que divide a este segmento en la razén

PVP : PPl = - 2.

21. Los extremos de un segmento son Pi (5, 1, 2) y P2(1, 9, 6). Halla»,
la razén PiP PP2 en la cual el punto P (2, 7, ?) divide a este segmento.

22. EIl punto P estd sobre el segmento cuyos extremos son (7, 2, 1) y
(10, 5 7). Silacoordenada y de P es 4, héallense sus coordenadas x y z.

23. Los vértices de un triangulo son los puntos (8, 0, 1), (2, 3, 6) y
(—1 —3, 2). Hallar las coordenadas de su centro de gravedad. (Véase el
ejercicio 19 del grupo 2, Art. 7.)

24. Los vértices de un triangulo son los puntos (xi, yi, z1), (Xz, t/2, z2)
y (xsi y3, z3) . Demostrar que las coordenadas de su centro de gravedad son
(Yi[xi X2 + xs], We[yl+ 2+ t/3], ¥[zi + Z2+ Z3]). Usese este resul-
tado para comprobar el ejercicio 23. (Véase el ejercicio 20 del grupo 2, Ar-
ticulo 7.)

25. Demostrar que los tres segmentos que unen los puntos medios de las
aristas opuestas de cualquier tetraedro pasan todos por un punto P que los
biseca. EIl punto P se llama centroide o centro de gravedad del tetraedro.

110. Cosenos directores de una recta en el espacio. Vimos
Geometria analitica plana que la direccién de una recta en el plano se
determina por medio de su &ngulo de inclinacién o de su pendiente
(Art. 8). En este articulo veremos como se determina la direccion de
una recta en el espacio.

Si dos rectas estan en el mismo plano se dice que son coplanarias.
Tales rectas pueden cortarse 0 no ; si no se cortan, se dice que son
paralelas. Por tanto, para que dos rectas cualesquiera en el espacio
se corten o sean paralelas, es necesario que sean coplanarias. Conse-
cuentemente , dos rectas cualesquiera en el espacio que no sean copla-
narias no pueden ni cortarse ni ser paralelas; se llaman entonces recias
que se cruzan. Hasta aqui se ha definido el angulo entre dos rectas
dirigidas sobre el supuesto de que las dos rectas o se cortan o son
paralelas (Art. 8). Es evidente, entonces, que debemos definir lo
que entendemos por angulo formado por dos rectas que se cruzan. Se
llama angulo de dos rectas que se cruzan al formado por dos redas cua~

en
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lesquiera que se cortan y son paralelas, respectivamente, a las rectas dadas
y tienen él mismo sentido.

La direccidon de una recta cualquiera en el espacio se determina por
los angulos que forma con los ejes coordenados. Sea | (fig. 159) cual-
quier recta dirigida en el espacio. Si | no pasa por el origen O, sea |1
la recta que pasando por O es paralela a | y del mismo sentido.
Entonces los angulos a, @y y formados por las partes positivas de
los ejes X, Yy Z y la recta I' se llaman angulos directores de la

recta dirigida I. Un &ngulo director
puede tener cualquier valor desde 0o
hasta 180° inclusive. Evidentemente,
si la recta | es de sentido opuesto, sus
angulos directores son los angulos
suplementarios respectivos.
En la resolucion de nuestros pro-
blemas, veremos que generalmente es
Y maés conveniente usar los cosenos d
los dngulos directores en lugar de los
angulos mismos. Estos cosenos,
eos a, eos |3, eos y, se llaman cose-
Fig. 159 nos directores de la recta dirigida |I.
Como eos (jt —9) = —eos 9, se si-
gue que si | es de sentido opuesto sus cosenos directores son —eos a ,
—eos Py —eos ye Por tanto, cualquier recta del espacio, no diri-
gida, tiene dos sistemas de cosenos directores, iguales en valor abso-
luto , pero opuestos en signo.

Vamos a determinar los cosenos directores de una recta cuya posi-
cion en el espacio estd dada por dos de sus puntos. Sea | [fig. 160 (a) ]
una recta que pasa por los puntos Pi(zi, yi, 21) y P2(E2, y2, 22).
Primero consideraremos el caso en que | tiene el sentido indicado en la
figura. Por cada uno de los puntos Pi y P2, hagamos pasar planos
paralelos a los coordenados, formando asi un paralelepipedo recto
rectangular cuya diagonal es P1P2, y cuyas aristas paralelas a los ejes
X, Y y Z son, respectivamente, P1Vi, P:1V2y PiV3. Si cada aris-
ta tiene el mismo sentido que el eje a que es paralela, los angulos
directores son

a = angulo P2P:1 Vi, @= angulo P2P1F2,
Y= éangulo P2P1Vs.

Ahora consideremos [figs. 160 (&), (c) y (&)] los tres triangulos
rectangulos formados por los dos puntos Pi, P2 y cada uno de los
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vértices Vi, Vi y Vs. Para cada uno de estos tridngulos sea
d= |P\Pi|, en que d se determina como en el teorema 1 del Ar-
ticulo 108. También , como se vio en el Articulo 108,

Pi Vi = x2—xi, PiVi=yi—yi, PiVi=1z22—1zi.

Por tanto, de los tres tridngulos, tenemos, para los cosenos direc
tores,

€0s a = --—--- a7———, eos p - —----d!---- (1)
0
a Pi
(a) )
Fig. 160
Si la recta | se considera dirigida en el sentido de a Pi, entonces
los tres cosenos directores son
Xl — X2 a N —t 21— 22 n
€0S @ = -—----j--—, €0S P = - , €0sy = —/N—"» ( f

Los resultados precedentes conducen al siguiente

Teorema 3. Los cosenos directores de la recta determinada por los
dos puntos Pi(xi, yi, zi) y P2(x2, y2, 2) y dirigida en el sentido
de Pi a P2, son

eos a = d , €0sy =

siendo d la distancia entre Pi y P2.

NOTA. EI estudiante debe observar particularmente que d es un namero
positivo y que el signo de cada coseno director se determina por el signo del
numerador que es la longitud de un segmento de recta dirigido (la proyeccién
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de P1P2 sobre el eje coordenado correspondiente). Este numerador se obtiene
siempre restando la coordenada del origen de la coordenada correspondiente del
extremo del segmento. (Véase el teorema 1, Art. 3.)

Si elevamos al cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua-
ciones (1) y (2), y sumamos, obtenemos

(ra- X2+ (Yy2—yX2+ Q —¢i)2

d2

eos2a + e0s2|3+ eos8y =

Pero, por el teorema 1, Articulo 108,
d2= (x2— xi)2+ (22 - 21)2+ («2 — Z1)2.
Por tanto , tenemos el siguiente importante resultado ,

eos2a + eos2@-f-eos2y = 1, (3)
que dice :
Teorema 4. La suma de los cuadrados de los cosenos directores de
cualquier recta es igual a la unidad.

NOTA. Por la ecuacién (3) se ve que los &ngulos directores de una recta no
son todos independientes. En efecto, fijados dos de ellos, el tercero y su suple-
mento quedan determinados.

Por la ecuacién (3) vemos también que no todos los cosenos direc-
tores de una recta pueden ser nulos. Como tendremos ocasion de refe-
rirnos a este hecho, lo anotaremos como un corolario al teorema 4.

Corolario. De los cosenos directores de una recta uno, cuando
menos, es diferente de cero.

Ejemplo. Hallar los cosenos directores dela recta | (fig. 161) que pasa por
los puntos Pi(2, 1, —2) y P2(—2, 3, 3) y esta dirigida de Pz a Pi.
Solucién. La distancia entre
Pi y P2 es

d=al(2+2)2+ (1-3)“+ (—2—3)?
=3VI.

Entonces, como | estd dirigida de P2 a
Pi, tenemos

2— (=2
eos a = d
3V I 15
1-3 2 —
eos 6=
3V I~ 15 ’
-2-3 .
eosy = I VI.
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111. Nameros directores de una recta en el espacio. En lugar de
los cosenos directores de una recta | conviene, a veces, emplear tres
numeros reales, llamados numeros directores de |, que sean propor-
cionales a sus cosenos directores. Asi, a, by c son los nimeros
directores de una recta |, siempre que

eosa eos@ eosy’

en donde eos a, eos @y eosy son los cosenos directores de |I. Evi-
dentemente , si r A 0, cualquier grupo de tres niumeros, ra, rb y re,
puede servir como sistema de nameros directores. Del nimero infinito
de sistemas de numeros directores de cualquier recta, elegimos gene-
ralmente , por simplicidad, el compuesto por enteros de valor numé-
rico minimo.

Como tendremos que usar frecuentemente los nimeros directores
de una recta, es conveniente introducir una notacién especial para
ellos. Si tres nimeros reales cualesquiera, a, by c, representan los
nuameros directores de una recta, indicaremos esto encerrandolos entre
paréntesis rectangulares, asi: [a, b, c]. Los paréntesis rectangula-
res sirven para distinguir los nimeros directores de una recta de las
coordenadas de un punto que se encierran en paréntesis ordinarios.

Los cosenos directores de una recta pueden determinarse facilmente
a partir de sus numeros directores. En efecto, igualemos cada una de
las razones de (1) a algin ndmero k diferente de cero, de modo que

a=keosa, b—keos (3, c=keosy. (2)

Si elevamos al cuadrado ambos miembros de las ecuaciones (2), y
sumamos, obtenemos

a2+ b2+ c2= k2(eos2a + eos2 @3+ eos2y),
la cual, por el teorema 4, Art. 110, se reduce a
a2+ b2+ c2= k2,
de manera que k=% V a2+ b2+ ¢.
Por tanto, de las ecuaciones (2), tenemos el

Teobema 5. Si [a, b, c] son los nimeros directores de una recta ,
sus cosenos directores son

a , b
gos a = +* — ] ,eosB:i_ ______ .
Va2+ b2+ c2 Va2+ b2+ c2
c
gos y =

Va2+ b2+ ¢2'
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en donde se escoge el signo superior o el inferior segin que la recta esté
dirigida en un sentido o en el sentido opuesto.

Por el corolario al teorema 4, Articulo 110, y por las ecuacio-
nes (2) anteriores, tenemos el siguiente

Corolario 1. De los nimeros directores de una recta uno, cuando
menos , es diferente de cero.

Por el teorema 3, Articulo 110, tenemos :

Corolario 2. Un sistema de numeros directores para la reda que
pasa por los puntos Pi (xi, yi, zi) y P2(x2, ya, z2) esta dado por

[x2- xi, y2—yi, z2—7zi].

Ejemplo. Los nameros directores de una recta | son [2, —2, —1]. Ha-
Ilar los cosenos directores de | si la recta esta dirigida de tal manera que el
angulo (3 es agudo.

Solucién. Por el teorema 5 anterior, los cosenos directores de /, cuando la
recta no estd dirigida, son

2

eos a = = — o = + }$ eosfH= =FYi eosy = = }i.
V2* + (-2)2+(—1)2

Como | esta dirigida de tal manera que fSes agudo, eos 3 es positivo. Por
tanto, tomando los signos inferiores para los cosenos directores, tendremos

eosa = —%, eos|3=y3 eosy =

EJERCICIOS. Grupo 51

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar los cosenos directores de la recta que pasa por los puntos
Pi(2, 5, —1), P20, —2, 4) y que estd dirigida de Pi a ¢(V

2. Hallar los cosenos directores de la recta que pasa por los puntos
Pi(—9, 2, 1), Pj(—7,0, 2) y que estd dirigida de P2 a Pi.

3. Dos de los cosenos directores de una recta son }i y —}i. Hallarel
tercer coseno director.

4. Hallar los cosenos directores de una recta si los angulos directotes a y 3
son 60° y 30°, respectivamente.

5. Hallar los cosenos directores de una recta si a = 45°, y = 60° y @ es

agudo.
6. Hallar los cosenos directores de una recta si f3 = 45° y a=y.
7. Hallar los cosenos directores de una recta que forma angulos iguales con

los ejes coordenados.

8. Hallar el valor coman de los angulos directores de la recta del ejercicio 7.
(Dos soluciones.)

9. Por medio de los cosenos directores, demostrar que los tres puntos
“4, 3 1), (—1, 2, —3) y (— 11, 0, — 11) son colineales.
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10. Si dos de los angulos directores de una recta son cada uno de 60°, hallese
el tercer angulo director.

11. Hallar los angulos directores de la bisectriz del &ngulo formado por
las partes positivas de los ejes X y Y, y después determinar sus cosenos
directores.

12. Demostrar que si una recta estd en el plano XY, la relacién del teore-
ma 4 (Art. 110) se reduce a eos3 a + e0s23 = 1. (Véase el ejercicio 19 del gru-
po 14, Art. 37.)

13. Determinar a qué se reduce la relacién del teorema 4 (Art. 110) para
una recta que estd: a) enel plano XZ; b) enel plano YZ.

14. EI segmento dirigidoPi P 2tiene por cosenos directores %y —}s.
Si la distancia de ?i a Pj es 3 y las coordenadas de Pi son (7, 4,1), hallar
las coordenadas de P 2.

15. EI segmento dirigido Pi P2 tiene por cosenos directores K — %y
Si la distancia de Pxa Pj es 7 y las coordenadas de P. son (8, —2, 12),

calcular las coordenadas de P 1.

16. Hallar los cosenos directores de una recta cuyos numeros directores
son [2, 4, —1].

17. Los numeros directores de una recta son [— 1, — 1, 3]. Hallar los
cosenos directores de la recta si estd dirigida de tal manera que el angulo a es
agudo.

18. Los nUmeros directores de una recta son [5, —1, 2]. Hallar los
angulos directores de dicha recta si esta dirigida de tal manera que el angulo y
es agudo.

19. Sea P un punto cualquiera distinto del origen, contenido en una recta |
que pasa por el origen. Demostrar que un sistema de nimeros directores para |
estd dado por las coordenadas de P.

20. Construir la recta que pasa por el origen y tiene por numeros directo-
res [1, —5, 4].

21. Una recta / pasa por los puntos Pi y Pj. Demostrar que un sistema
de nGmeros directores de | esta dado por las longitudes de las proyecciones del
segmento P 1P 2 sobre los ejes coordenados.

22. Obtener el lesultado del ejercicio 19 como un caso particular del ejer-
cicio 21.

23. Construir la recta que pasa por el punto (6, —9, 2) y que tiene por
numeros directores [4, 2. — 1].

24. Hallar un sistema de nimeros directores para la recta del ejercicio 7.

25. Por medio de nameros directores demostrar que los tres puntos
2, 1, 4), (4, 4,-1) vy (6, 7, —6) son colineales.

112.  Angulo formado por dos rectas dirigidas en el espacio.
Vamos a determinar el &ngulo 6 formado por dos rectas cualesquiera
dirigidas, li y U, en el espacio. Sean I'i y I'% (fig. 162) dos rectas
trazadas por el origen y paralelas, y del mismo sentido, a Zi y 12,
respectivamente. Por definicion (Art. 110), el angulo formado por
las rectas dirigidas li y h es el angulo B. Sea Piixi, yi, zi) un
punto cualquiera, distinto del origen, sobre I'i, y P2(x2, y2, z)
otro punto cualquiera, distinto del origen sobre Vi. También, sea
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IOPi | = di, 10P21=di y IPiPil=d. Por la ley de los cosenos
(Apéndice IC, 11), tenemos, para el triangulo OPi P2,

dS + ds -d?2

€0s 2didi (1)

Por el teorema 1 del Articulo 108, tenemos

di2= xi2+ 212+ ¢i2, di2- X2+ 22+ 722,
d2= (xj —xif + (y2—yiY + (z22—21)2.

Fig. 162

Si sustituimos estos valores en el numerador del segundo miembro de
la ecuaciéon (1), y simplificamos, obtenemos

_ Xis24-yiyz 4 zizi
eos 6 = di di (2)

Sean cu, (3x yx los angulos directores de li y, por tanto, de I'i,
y o2, P2, 72 los angulos directores de h y, por tanto, de Vi. Por
el teorema 3 del Articulo 110, tenemos'

eos ai X yi eos Vi 1
di di YU g
Xi 22 22
di di @ 808 Y2

Sustituyendo estos valores en la ecuacion (2), obtenemos la relacién
buscada

e0s 0 = eos ai eos a? + eos (3i eos |32 + eos yi eos 72 (3)
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Esta igualdad nos dice :

Teorema 6. EI angulo 6 formado por dos rectas dirigidas cua-
lesquiera en el espacio, cuyos angulos directores son ai, (3i, yi y
ai, p2, Y2; respectivamente, se determina por la relacion

€0s 6 = eos ai eos a2 + eos [3i eos 02 + eos yi eos yi.

Del teorema 6 se deducen los dos siguientes corolarios :

Corolario 1. Para que dos rectas sean paralelasy del mismo sen-
tido es condicion necesaria y suficiente que sus &ngulos directores corres-
pondientes sean iguales; para que sean paralelas y de sentidos opuestos
es necesario y suficiente que sus angulos directores correspondientes sean
suplementarios.

Corolario 2. Para que dos rectas dirigidas sean perpendiculares
es necesario y suficiente que la suma de los productos de sus cosenos
directores correspondientes sea igual a cero.

Ahora vamos a obtener los resultados del teorema 6 y sus dos
corolarios en funcién de los nameros directores de las dos rectas.

Sean [ai, h,ci]y [a2, £, @] los numeros directores de las dos
rectas h y U, respectivamente. Por el teorema 5 del Articulo 111,
tenemos

eos ai =

N T , eospi= + —m " ,
V Q2+ 612+ Ci2 V ar + bi2+ ci2

eos VI = .:.—G - ,

V ai2 + g2+ Q2

y
@ n 62
cos c12 = * "=T, COS [2= = R —_
V a2+ b2+ 2 Va2 + &+ @&
c2
€0s v2 =

+ n
V a2+ bji2+ c2
Sustituyendo estos valores en la relacion del teorema 6 , obtenemos :

Teorema 7. EI angulo 6 formado por dos rectas dirigidas cua-
lesquiera en el espacio, cuyosnUmeros directores son [ai, bi, ci]y
[&z, b2, ], respectivamente,esta determinado por la relacién

aia2.+ bib2+ cicz
eos 9 = * . o mm = T —" -
V ai2 + bi2+ ei2V a2 + b2+ c22

Nota. El doble signo indica que hay dos valores de 6, suplementarios
entre si. Un valor especifico de 0 puede obtenerse siempre considerando los dos
sentidos de las rectas. Esto se ilustra en el ejemplo que damos a continuacién.
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Del teorema 7 se deducen los dos corolarios siguientes :

Corolario 1. Para que dos rectas dirigidas sean paralelas es nece-
sario y suficiente que sus numeros directores correspondientes sean pro-
porcionales .

Corolario 2. Para que dos recias dirigidas sean perpendiculares
es necesario y suficiente que la suma de los productos de sus nameros
directores correspondientes sea igual a cero.

Ejemplo. Hallar el éarea del tridngulo cuyos vértices son los puntos
Pi(l, - 1, 2), P2(4, 5 -7) y P3(- 1 2, 1).
Soluciéon. El tridngulo es el de la
4 figura 163. Sea el angulo P2P1P3 = 0
IP1P2| = di y |PiPs|= d2. El area del
tridngulo es (Apéndice IC, 12)
K = Vidi (2 sen 6. (4)

El sentido de los lados del &ngulo 6
correspondiente al vértice Pi es el indicado
en la figura. Para obtener los signos co-
rrectos de los cosenos directores de estos
lados, restamos las coordenadas de P 1de las
coordenadas correspondientes de P2y P3
(nota, teorema 3, Art. 110) . Por tanto,
por el corolario 2 del teorema 5, Art. 111,
los nameros directores de

PiP2son[4- 1 5+ 1 - 7- 2],
0 sea, [3, 6, -9] 6 [1, 2, -3],

Fig. 163
y los de PiP3 son [—1—1 2+ 1 1—2], osea [--2, 3, —1].
Por tanto, por el teorema 7 6 por el teorema 6, tenemos
1(- 2)+ 2m3+ (- 3) (- 1) = -2 + 6+ 3=
Cs V o 12+ 22 + (- 3)A/ (—2)2+ 32+ (—I1)2 VI4 VT4 2
Como 6 es agudo, sen 6 =\/ 1— €0s2 8 = -—---

Por el teorema 1 del Articulo 108,

di = V 32+ @+ (—9)2= V"i26 = 3 %/Ti

d2=V (- 2)2+ 32+ (- 2= V 14

Sustituyendo estos valores en la relaciéon (4) , tenemos, para el area buscada,
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113. Nuameros directores de una recta perpendicular a dos dadas.
En este articulo vamos a considerar un artificio para obtener los
numeros directores de una recta perpendicular a dos rectas dadas
que nos va a ser muy util al trabajar con planos y rectas en el es-
pacio .

Sean [ai, bi, ci]y [ai, bi, a] los numeros directores dados de
dos rectas no paralelas, li y 12, respectivamente. Queremos deter-
minar los numeros directores [a, b, ¢] de una recta cualquiera |
perpendicular a ambas h y h . Tal recta existe. En efecto, si liy k
se cortan, | puede representar una cualquiera de las rectas paralelas
perpendiculares al plano determinado por h y l2. Si h y h se cru-
zan, entonces | puede representar una cualquiera de las rectas per-
pendiculares al plano determinado por dos rectas que se cortan y son
paralelas respectivamente a 11y 12.

Como | es perpendicular a 11 y 12, tenemos, por el corolario 2
del teorema 7, Articulo 112, las dos relaciones siguientes

aia+ bib+ ac =0, \

/

(13

El sistema (1) consta de dos ecuaciones con tres incognitas,
a, by c. Podemos resolver este sistema para dos cualesquiera de
estas incognitas en funciéon de la tercera por la regla de Cramer
(Apéndice IB, 6) siempre que el determinante del sistema sea dife-
rente de cero Este determinante puede ser uno cualquiera de los tres
determinantes

ai  bi ai ci bi ci
ai & d C & Q@

Uno, por lo menos, de estos determinantes es diferente de cero.
En efecto, si fueran todos nulos, tendriamos, respectivamente,

die2 =aibi, dic2= wuici, bicc—e62ci,
de donde,
ai__ bhi a
az & G1

y por el corolario 1 del teorema 7, Articulo 112, esta Ultima rela-
cion implica que 11 y 12 sean paralelas, lo que contradice la hipotesis.
Por tanto, podemos suponer que el primero de los determinantes (2)
es diferente de cero, y resolver el sistema (1) para ay &en térmi-
nos de c.
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Esto nos da

— CGiC i bi < ai — dC cr ai
— c2c e b* ¢ o . a2z — cic c2  a
ai bi ai bi ai bi ai h
az h a2 & az &2 a2 b

Ahora bien, ¢ no puede ser cero. Porque, si ¢ = o0, las dltimas rela-
ciones indican que a y b son ambas iguales a cero, lo que esta en
contradiccién con el corolario 1 del teorema 5, Articulo 111. Como
los nimeros directores de una recta no son Unicos, podemos, por
simplicidad, escoger el sistema en que c = 1. Entonces los numeros
directores de | son

bi ¢ cl ai
b2 c - - 2 az
ai 6i ai  bi
a2 & az b2

Para mayor simplicidad , multipliguemos este sistema por el denomi-
nador que es diferente de cero. Esto nos da, finalmente, el sistema
de numeros directores
bi ci ci ai ai bi
a— ) = , €=

&2 c2 Cc2 az 02

Este resultado nos dice :

Teorema 8. Si [ai,bi,ci]ly [a2, b2, @]son jos numeros direc-
tores dados de dos rectas no paralelas, li y 12, respectivamente, los
nameros directores [a, b, c] de cualquier recta 1 perpendicular a ambas
11y bk estan dados por los determinantes

bi ClI Cl ai | ai  bi
b2 @ Q a2 a2 b2

NOTA. En la préctica, los tres determinantes del teorema 8 pueden obtenerse
simplemente escribiendo primero los dos sistemas dados de nimeros directores
en tres columnas:

ai bi ci
(2 b2 c2

El primer determinante se forma de las segunda y tercera columnas, el segundo
de las tercera y primera columnas y el tercero de las primera y segunda columnas.

Nos referiremos en adelante a este esquema como el artificio de los nameros
directores.
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Ejemplo. Hallar un sistema de numeros directores para una recta cual-
quiera | que sea perpendicular al plano quecontiene el tridangulo cuyos vértices
son Pj (2,- 1, 1), P2(- 32, 2) y P3(3, 3, - 2).

Solucién. Por el corolario 2 del teorema i. Articulo 111, dos sistemas de
nimeros directores para los lados P\ P2y P:1Ps son, respectivamente,

[-3-2, 2+ 1, 2-1],0sea, [-5, 3,1]
[3-2, 3+ 1 -2-1], osea [1, 4,- 3].

Por tanto, por el artificio de los nimeros directores, los nameros directores
de i son

Los resultados de este capitulo son de importancia fundamental en
el estudio de la Geometria analitica del espacio. Por esto se reco-
mienda al estudiante que haga un cuadro resumen con todos ellos.

EJERCICIOS. Grupo 52

1. Hallar el coseno del &ngulo formado por las dos rectas dirigidas cuyos
cosenos directores son

UVb,rylb, — Voy —Mv-~i4, *avris, }HiV 14,
2. Hallar el &ngulo formado por las dos rectas dirigidas cuyos cosenos
directores son n, — /7, /7Ty — %, Vi, %.

3. Si las dos rectas del teorema 6, Articulo 112, estdn en el plano XY,
demuéstrese que la relacién se reduce a eos 6 = eos ai eos 02 + eos 3j eos P2.
(Ver el ejercicio 20 del grupo 14, Art. 37.)

4. La recta li pasa por los puntos (—6, — 1, 3), (—3, 2 7), vy la

recta /2 pasa por los puntos (4, 2, 1), (3, —2, 5). Hallar el angulo agudo
formado por 11y 1|2.
5. Los numeros directores de las rectas 1i y 12 son [2, — 1,2] vy
[6, 2, —3], respectivamente. Hallar el angulo obtuso formado por h y /2
6. Por dos métodos diferentes demostrar que los puntos (3, —5, 2),
(—5 2, 3) y (2, 3, —5) son los vértices de un tridngulo equilatero.

7. Demostrar que los puntos (4, 0, 1), (5, 1, 3), (3, 2, 5 vy (2,1 3)
son los vértices de un paralelogramo.

8. Hallar el angulo agudo del paralelogramo del ejercicio 7.

9. Hallar los &ngulos del tridngulo cuyos vértices son(4, 1, 0) ,
2, - 1,3 vy (1 -3, 2).

10. Demostrar que los puntos (2, 1, 3), (3, 3, 5 y (0, 4, 1) son los
vértices de un tridngulo rectangulo, y hallar sus dngulos agudos.

11. Hallar el éarea del tridngulo cuyos vértices son (1, 0, 1), (2, —2, 3)
y (7, - 2, 4).

12.. Hallar el area del triangulo cuyos vértices son (6, 2, 1), (4, — 1, 3)
y (-2, 1, 0).
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13. Hallar el volumen del prisma de altura 4 y cuya base es el tridngulo de
vértices (3, 0, 0), (0, 2, 0) y (0, O, 0).

14. Hallar el volumen de la pirdmide de altura 6 ycuya base es el triangulo
de vértices (0, 0, 0), (0, —7,0) y (—3, 0, 0).

15. Hallar un sistema de nimeros directores para cualquier recta perpen-
dicular a cada una de las rectas que tienen [1, —4, 2] vy [2, 3, — 1] por na-
meros directores respectivos.

16. Hallar un sistema de numeros directores para cualquiera de tas rectas
perpendiculares a los lados del tridngulo cuyos vértices son (—5, 1, 2),
(3, 0, 2) y (1. - 8, 9).

17. Hallar las relaciones que deben satisfacer las coordenadas de un punto
P(x, vy, z) si debe estar sobre la recta que pasa por los puntos (1, 4, 1) y
(2, - 3, 5).

18. Hallar las relaciones que deben satisfacer las coordenadas de un punto
P(x, vy, z) si debe estar sobre la recta que pasa por el punto (4, 11, —2) vy
que tiene por nameros directores [2, 3, — 1],

19. Un punto P estd sobre la recta que pasa por los puntos (4, 2, 2) y
(—2, 0, 6). Silacoordenaday de P es 1, hallensesusotras coordenadas.

20. Una recta | pasa por los puntos (1, —4, 3) y (4, — 11, 6). Hallar
las coordenadas del punto en que | corta al plano XY.

21. Los numeros directores de una recta | son [5, —3, 4], y la recta pasa
por el punto (5, — 1, 1). Hallar las coordenadas del punto en que | corta al
plano YZ.

22. Los numeros directores de dos rectas li y /j son [—1 —6, 7] y
[3, 2, —4], respectivamente. EI angulo formado por |i y una recta | es
de 60°. Hallarlos nimeros directores de / si sesabe que es perpendicular a /2-

23. Hallarel punto de interseccion de la recta que pasa por los puntos
(3, —5, 2), (11, —3, 6) y la que pasa por los puntos (5 —3, 2),
9, -5,6).

24. Una recta I\ pasa por los puntos (2, 1, —1), (5, —1, 3) y otra
recta |2 pasa por el punto (—4, 2, —6) y por el punto P cuya coordenada X
es 2. Hallar las otras coordenadas de P si 11 es paralela a 12.

25. Hallarel punto de interseccion de la recta que pasa por los puntos

(7, 3, 9), (1,1, 1) y la que pasa por los puntos (2, 3, 3), 6, 1, 7).



CAPITULO XIV

EL PLANO

114. Introduccién. En el capitulo precedente, consideramos el
punto en el espacio y obtuvimos algunas propiedades fundamentales
del puntoy de la recta en la Geometria de tres dimensiones. Ahora
vamos a comenzar el estudio sistematico de las ecuaciones de las figu-
ras en el espacio. A medida que progresemos en nuestro estudio,
veremos que una sola ecuacién representa, en general, una superficie.
Una curva en el espacio, en cambio , se representa analiticamente por
dos ecuaciones rectangulares independientes. Desde este punto de
vista, parece mas simple considerar primero el problema general de las
superficies. Comenzaremos naturalmente con la mas sencilla de todas
las superficies, el plano.

115. Forma general de la ecuaciéon del plano. Vamos a obtener
la ecuacién de un plano cualquiera partiendo de sus bien definidas pro-
piedades (Art. 22). En Geometria elemental, se dice que una recta
es perpendicular a un plano si es perpendicular a cualquier recta del
plano que pase por su pie. En vista de nuestra definicion de angulo
formado por dos rectas que se cruzan (Art. 110), diremos ahora que
una recta es perpendicular a un plano si es perpendicular a toda recta
del plano, sin considerar si la recta del plano pasa por el pie de la
perpendicular o no. Hay un namero infinito de rectas perpendiculares
a un plano ; cada una de tales rectas se llama normal al plano.

Sea Pi(xi, yi, z\) un punto fijo cualquiera y n una recta fija
cualquiera en el espacio. Sean [A, B, C] los numeros directores
de n. Queremos hallar la ecuacion del plano Gnico que pasa por el
punto Pi y es perpendicular a la recta n.

Sea P(x, y, z) un punto cualquiera, diferente de P i, sobre el
plano (fig. 164), Sea | la recta que pasa por los puntos Pi y P,y
gue, por tanto, esta contenida en el plano. Entonces | y n son
perpendiculares entre si. Por el corolario 2 del teorema 5, Articulo 111,
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los nameros directores de | son [x —x\, y —yi, z—zi]. Por tanto,
por el corolario 2 del teorema 7, Articulo 112, tenemos

A(x —xi) + B(y —yi) + C(z—zi) = o0, (1)

y esta es la condicion que debe satisfacer cualquier punto del plano.
La ecuacidon (1) puede escribirse en la forma

Ax + By + Cz —(Axi + By\ + Czi) = 0,

y como la expresidn encerrada entre paréntesis es una constante y
por tanto , puede reemplazarse por
z el término constante —D , resulta

que la ecuacion es de la forma

Ax + By + Cz+ D = 0. (2)

Reciprocamente, si Pz(x2, yi, zj)
es un punto cuyas coordenadas sa-
tisfacen la ecuacién (2) y, por
tanto, a la ecuaciéon (1), se veri-
fica que
A(x2—xij) + B(y2 —y\)

+ C(z2—2ZI) = o,
Fig. 164 y como esta igualdad establece que
la recta Z, que pasa por los pun-
tos Pi y P2 es perpendicular a la normal n y, por tanto, esta sobre
el plano, resulta que el punto P2 que estd sobre |' estd también so-
bre el plano. Por tanto, la ecuacién (2) es la ecuacién del plano.
Se le llama forma general de la ecuacién del plano.
Este resultado se expresa en el siguiente
Teorema 1. La ecuacion general de un plano es de la forma
Ax --By 4-Cz D = 0,
en donde A, B, Cy D son constantes, y [A, B, C] son los nime-
ros directores de su normal.
Vamos a establecer ahora el reciproco del teorema 1 :
Teorema 2. Toda ecuacion lineal de la forma
Ax+ By+ Cz+ D = o0,

en la que por lo menos uno de los tres coeficientes A ,B y Ces diferente
de cero, representa un plano cuya normal tiene pornUmeros directo-
res [A, B, C].
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Demostracion. La ecuacién
Ax+ By+ Cz+ D=0 (2)

tiene un ndmero infinito de soluciones. En efecto, por hipotesis, uno
por lo menos de los tres coeficientes A, B y C es diferente de cero,
Si suponemos que A ~ 0, podemos escribir

B C D
X=~Ay~AZ~ A
Ahora estamos en libertad de asignar cualquier par de valoresayy az
y calcular el valor correspondiente de x ; cada terna tal de valores
representa una soluciéon de la ecuacién (2) y, en consecuencia, las
coordenadas de un punto que esta sobre el lugar geométrico de la
ecuacion (2). Sean Pi{x\, yi, zj) y Pifa, y2, z2) dos de estos
puntos. Tendremos :
Axi + Byi+ Czi+ D =0, (3)
Ax2+ Byj+ Czi+ D = 0. (4)
Restando la ecuacion (4) de la ecuacién (3), resulta
A(x1 —™*2) + B(yi - yi) + C(zi —z2) =o0. (5)
Sea | la recta que pasa por Pi y Pi. SeaPj(xs)ys, Zz) otro
punto cualquiera, diferente de Piy Pt, de la recta |. Entonces,
como un plano contiene a todos los puntos de la recta que pasa por dos
de sus puntos, podemos demostrar que la ecuacion (2) representa
un plano demostrando que las coordenadas de Ps satisfacen a esta
ecuacion.

Por el corolario 2 del teorema 5, Articulo 111, los nimeros direc-
tores de |, obtenidos a partir de Pi y P2, son

[X1— X2, 21— 22, Zi — 2217,
y , obtenidos a partir de Pi y Ps, son
[xi —xs, yi —vys, zi- 23]e

Como estos son numeros directores para la misma recta |, debemos
tener (Art. 112),

Xi —xt = k*1—*3), yi—y2=k(@i—23),
Zi—2 = k(zi —z3); k o.

Sustituyendo estos valores en la ecuacidon (5), obtenemos

Ak{x1— *3) + Bk{y1—13) + Ck(zi —z3) = 0,
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de donde , como k 0, resulta :
A(xt —X3) + B(yi — y-i) + C{z\ - =) = 0. (6)
Si restamos la ecuacion (6) de la ecuaciéon (3), obtenemos
Ax3+ Byj + Czj + D= o0,

lo que demuestra que el punto P 3 estd sobre el lugar geométrico de la
ecuacion (2). Por tanto, la ecuacion (2) representa un plano. Ade-
m s, las ecuaciones (5) y (6) muestran que la normal a este plano
tiene por nameros directores [A , B, C]. Esto completa la demos-
tracion .

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto
Pi(—2, —1, 5) y es perpendicular a la rectal determinada por los puntos
Pt(2, - 1, 2) y P3(- 3, 1 - 2).

Soluciéon. Por el corolario 2 del teorema 5, Articulo 111, los ndmeros
directores de | son [—3 —2, 1+ 1, —2 —2], o sea, [5, —2, 4]. Como |
es perpendicular al plano, los nameros directores de su normal son también
[5, —2, 4] . Por tanto, por pasar el plano por el punto Pj (—2, —1, 5],
tenemos que la ecuacidon buscada del plano es

5(x + 2) —2(y+ 1)+ 4(z - 5)=0
0 sea,
5x —2y + 4z — 12 = 0.

Ejemplo 2. Hallar la ecuacion del plano que pasa por los tres puntos no
colineales Px{2, -1, 1), P2(-2, 1 3) y P3(3 2, -2).

Solucién. Como se nos han dado tres puntos del plano, nos queda por
determinar simplemente los nimeros directores de la normal al plano. Los nu-
meros directores del segmento P1P2 son [-2 —2, 1+ 1, 3 — 1], o sea,
[2, —1, — 1], y los del segmento P1P3 son [3 —2, 2+ 1, —2 —1], o
sea, [1, 3, —3]. Como estos segmentos estan en el plano, son ambos per-
pendiculares a su normal. Por tanto, por el artificio de los nimeros directores
(Art. 113) , los numeros directores de la normal son

- -1 - 2 2 -1
= 6, = 5,
3 -3 - 1 3
Consecuentemente, usando las coordenadas del punto Pi (2, —1, 1), hallamos

que la ecuacion buscada es
6(* - 2)+ 5(y+ )+ 7(z- 1)=0

0 sea,
bx + by + 7z— 14 = 0.

116. Discusion de la forma general. En el articulo anterior hemos
obtenido que la forma general de la ecuacién de cualquier plano, es

Ax+ By+ Cz+ D=0, (1)
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en donde [A, B, C] son los nimeros directores de la normal. Como
por lo menos uno de los coeficientes A, B y C es diferente de cero,
supongamos que A o . Entonces podemos escribir la ecuacion en la
forma

X+ A y+ A Z+n = o (2)

La ecuacion(2) contiene tres constantes arbitrarias independientes.
Por tanto , analiticamente, la ecuacion de cualquier plano queda perfec-
tamente determinada por tres condiciones independientes. Geométrica-
mente , un plano también queda determinado por tres condiciones
independientes; por ejemplo, tres puntos dados no colineales deter-
minan un plano dnico.

Ejemplo 1. Hallar la ecuacién del plano determinado por los tres puntos
no colineales 2,- 1, 1), P2{- 2, 1, 3) y P3(3, 2, -2).

Solucién. Este problema es idéntico al ejemplo 2 del Articulol15, pero
vamos a emplear un método diferente para su solucién.

La ecuacion buscada es lineal de la forma (1) anterior; hay que encontrar los
valores de los coeficientes. Como los puntos Pi, P2y P3 estan sobre el plano,
sus coordenadas deben satisfacer su ecuacién, y tenemos, respectivamente,

2A- B+ C+D =0, 1
- 2A +B+ 3C + D =0, (3)
3 A +2£—2C +D= 0. J

Podemos resolver este sistema para tres cualesquiera de las literales en términos
de la cuarta, siempre que esta UGltima no sea igual a cero. Si D 0, la solu-
cion del sistema (3) es

A= B—4~d.C= ) —

Sustituyendo estos valores de A, B y C en la forma general (1), obtenemos
—\ Dx — Dy —~_z + D =0.
7 14 2

Dividiendo toda la ecuacion por D 0, y simplificando, obtenemos como
ecuacién del plano

6* + 5y + 7z — 14 = 0.

Una de las partes mas importantes de la Geometria analitica es la
construccion de figuras a partir de sus ecuaciones. La construccién de
una superficie se facilita considerablemente por la determinaciéon de sus
intersecciones con los ejes coordenados y de sus trazos sobre los planos
coordenados.
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Definiciones. Llamaremos intercepcion de una superficie sobre
un eje coordenado a la coordenada correspondiente del punto de inter-
seccion de la superficie y el eje coordenado .

La traza de una superficie sobre un plano coordenado es la curva
de interseccion de la superficie y el plano coordenado.

Vamos a ver ahora cémo se obtienen las intercepciones y trazas
de cualquier plano a partir de su ecuacion. La interseccion de un
plano y el eje X es un punto que esta sobre el eje X . Ambas coor-
denadas y y z de tal punto son cero. Por tanto, haciendoy = z —0
en la ecuacion (1) y despejando x, hallamos la intercepcion de este

plano sobre el eje X que es —m~ -. Andalogamente, las intercepciones

sobre los ejes Y y Z son —— y —~ | respectivamente.

La interseccion de un plano y el plano XY es una recta que esta
en el plano XY . La coordenada z de cualquier punto del plano XY
es igual a cero. Por tanto, haciendo z = 0 en la ecuacién (1), obte-
nemos la ecuacién

AX By D = 0.

Esta ecuacioén sola, sin embargo, no es suficiente para identificar la
traza del plano (1) sobre el plano XY . Debemos indicar también
que la traza estd sobre el plano XY empleando la ecuacion 2 = o .
Por tanto, la traza del plano (1) sobre el plano XY estd represen-
tada analiticamente por las dos ecuaciones

Ax + By D=0, 2=0.
Tenemos aqui el primer ejemplo del hecho de que una curva en el espa-
cio se representa analiticamente por dos ecuaciones independientes.

Andalogamente, haciendo y = 0 en la ecuacion (1), hallamos que las
ecuaciones de la traza del plano (1) sobre el plano XZ son

Ax+ Cz+ D=0, y=0;

y , haciendo x = 0 en la ecuaciéon (1), hallamos que las ecuaciones
de la traza sobre el plano Y Z, son

By f~-Cz-fD =0, x=0.
Ejemplo 2. La ecuacion de un plano es
4x + By + 3z — 12 = 0, 4)

Hallar sus intercepciones con los ejes coordenados y las ecuaciones de sus trazas
sobre los planos coordenados. Construir la figura.
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Solucién. Haciendo y —z = 0 en la ecuaciéon (4) y despejando x, halla-
mos que la intercepcion con el eje X es 3. Similarmente hallamos que las in-
tercepciones con los ejes Y y Z son 2 y 4, respectivamente.

Haciendo z = 0 en la ecuacién (4) , hallamos que las ecuaciones de la traza
sobre el plano XY son

2x + 3y —6=0, z = 0.
Andalogamente, se halla que las ecuaciones de las otras dos trazas son
4x + 3z —12 =0, y = 0, sobreelplanoXZ;
2y +z —4 =0, x =0, sobreelplanoYZ.

Lasintercepciones y trazas aparecen enla figura 16J. Evidentemente, las
trazas limitan aquella porcién del piano situada en elprimer octante. Como un

z

(0,0,4)

Fig. 165

plano es ilimitado en extensién, podemos trazar solamente una parte de él. La
porcién que aparece en la figura 165 serd suficiente, en general, para nuestros
propésitos.

EJERCICIOS. Grupo 53

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (5, —1,3) vy cuya
normal tiene por numeros directores [1, —4, 2],

2. Un plano pasa por el punto (3, 3, —4), y los cosenos directores de su
normal son %s, — ois, — ™s. Hallar la ecuacién del plano.

3. EIl pie de la perpendicular trazada desde el origen a un plano es el
punto (1, —2, 1). Hallar la ecuacién del plano.
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4. Desde el punto (5, 4, — 7), se ha trazado una recta perpendicular a
un plano. Si el pie de esta perpendicular es el punto (2, 2, — 1), héllese la
ecuacién del plano.

5. Hallar la ecuacién del plano que contiene al punto (6, 4, —2) y es
perpendicular a la recta que pasa por los puntos (7, —2. 3) y (1, 4, —5),

En cada uno de los ejercicios 6 y 7, hallar la ecuacién del plano que pasa por
los tres puntos dados. Usese el método del ejemplo 2 del Articulo 115.

6. (-3, 2,4), (1, 5 7), (2, 2, - 1).
7. (1, 4, -4), (2, 5 3), (3 0, -2).

8. Resolver el ejercicio 6 por el método del ejemplo 1 del Articulo 116.

9. Un plano pasapor el punto(5, — 1, 3), ydos de losadngulos direc-
tores de su normal son a = 60° y 3= 45°. Hallese laecuaciéon del plano. (Dos
soluciones.)

10. Hallar la ecuaci6on del plano que pasa por el punto (—4, 2, 9) y es
perpendicular al eje Z.

11. Hallar la ecuaciéon del plano que pasa por el punto (3, —5,7) vy es
paralelo al plano X Z,

12. Hallar la ecuacion del plano perpendicular al segmento A (3, 2, - 7)
y B (5, —4, 9) en su punto medio.

13. Demostrar que los cuatro puntos (2, 1, 3),(3—5- 1),
(—6, 7,7, —9) y (—2, 4 —3) son coplanares.

En cada uno de los ejercicios 14-19, partiendo de la ecuacién dada del plano,
héllense sus intercepciones con los ejes coordenados y las ecuaciones desustrazas
sobre los planos coordenados. Construyase la figura en cada caso.

14, x+ y+ z —1=0. 17. X+ y+ z =0.
15. x+2y —z —2=0. 18. X+ 3y - 6=
16. 5x - 3y + 15z - 15 = 0. 19. 2y - 52+ 5=0

20. Hallar el volumen del tetraedro formado por los planos coordenados y
el plano 6x + 7y + 14z —42 = 0.

21. Si A, B, CyD son todos diferentes de cero, demuéstreseque el tetrae-
dro formado por los planos coordenados y el plano Ax + Bu+ Cz + D —0

tiene un volumen igual a 1 1.D3 .I
6 1| ABC 1
22. Construir el paralelepipedo rectangular formado por los planos coorde-
nados y por los planos x —4, y = 3y z = 2. Hallar su volumen.

23.Construir el prisma triangular formado por los planos coordenados y
por los planos x + 2y —4 =0y z —5 = 0. Hallar su volumen.

24. Construir el prisma formado por los planos coordenados y los planos
y+ 32z —6=0yx —7=0. Hallar su volumen.

25. Construir el prisma limitado por los planos z —y = 0, y +z =4,
z =0, x =0y x =5 Hallar su volumen.

117. Otras formas de la ecuacién del plano. Supongamos que el

plano
Ax+ By+ Cz+ D=0 (1)
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tiene por intercepciones respectivas con los ejes X , Y y Z a los nu-
meros a, by c diferentes de cero, es decir, que determina sobre
los ejes tres segmentos medidos en magnitud y signo por los nimeros
a, by c. Entonces los tres puntos {a, 0, 0), (0, b, 0) y (0, 0, ¢
estdn sobre el plano, y sus coordenadas satisfacen la ecuacion (1).
Por tanto , tenemos las tres ecuaciones

Aa+ D=0, Bb+ D=0, Ce+ D=0,
de donde,
A= - —, B = C= - —.
a

Sustituyendo estos valores de A, B y C en la ecuacién (1), y divi-
diendo por — D , obtenemos la ecuacién

i+ (2)

La ecuacion (2) se conoce como la forma simétrica de la ecuacién de
un plano o forma de las intercepciones, o forma segmentaria. Es una
forma restringida ya que no se puede aplicar, por ejemplo , a un plano
gue pasa por el origen. Este resultado conduce al siguiente

Teorema 3. EI plano cuyas intercepciones respectivas con los ejes
X, Y,y Z son los numeros a, b y c, diferentes de cero, tiene como
ecuacion

iL+yd T =1

Consideremos ahora que el plano (1) contiene a los tres puntos no
colineales Pi(xi, yi, zi), Pifa, yz2, 22) y Pj(x3, 23, 23). Enton-
ces deben cumplirse las tres condiciones siguientes

Axi1+ By\ +Czi+ D = O,

Ax2 -j- Byz Cz2+ D

0,

Ax3  Byi Czs 4" D

0.

Estas tres ecuaciones, juntas con la ecuaciéon (1), constituyen un
sistema de cuatro ecuaciones lineales homogéneas en A, B, Cy D.
Dicho sistema tiene una solucién diferente de cero, solamente en el
caso de ser cero el determinante del sistema (Apéndice IB , 6 ; teore-
ma) , es decir, el determinante de los coeficientes.



350 GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO

Segln esto debe verificarse la igualdad :
x Yy 2 1
Xi g9 v 1
22 gp 22 1

Xs y* zs 1

El estudiante debe demostrar que la ecuacién (3) es la ecuacion
del plano que pasa por los tres puntos Pi, P2 y Ps,por medio del
método empleado en la deduccién del teorema 13, Articulo 35. Tene-
mos entonces el siguiente

Teorema 4 La ecuacion del plano que pasa por lostrespuntos
dados no colineales, Pi(xi, yi, zi), P2(x2,y2, z2) yPs(x3, y3, 2),
en forma de determinante es

Xy z 1

xi yi zi1
o

X y2 8 =
X y3 B1

NOTA. La ecuaciéon (3) se conoce también con el nombre de forma de los
tres puntos de la ecuacion de un plano.

118. Posiciones relativas de dos planos. En este articulo vamos
a considerar las posiciones relativas que pueden ocupar dos planos
cualesquiera cuyas ecuaciones, en su forma general, son :

Ax+ By + Cz4-D = 0, (1)
A'x+ B'y+ C'z+ D1= 0. (2)

El angulo formado por dos planos se define como el angulo que
forman sus normales respectivas. Por tanto, hay dos valores para
este angulo , suplementarios entre si. Si los nineros directores respec-
tivos de las normales a los planos (1) y (2) son [A, B, C] vy
[A", B’, C] , resulta, como una consecuencia directa del teorema 7
del Articulo 112, el siguiente

Teorema 5. EIl angulo 6 formado por los dos planos

Ax+ By+ Cz+ D=0 y Ax+By+ Cz+ D'=0
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esta determinado por la formula

AA'+ BB'+ CC'

gose —+ m, o= — m
V A2+ B2+ C2 V A2+ BR+ CR2

Si los planos (1) y (2) son paralelos, sus normales son paralelas.
Luego , por el corolario 1 del teorema 7, Articulo 112, una condicidn
necesaria y suficiente para el paralelismo de dos planos estd dada por
las relaciones

A=T®"' B=kB' C=kC" (3)
en donde k es una constante diferente de cero.

Si los planos (1) y (2) son perpendiculares, sus normales son
perpendiculares. Por tanto, por el corolario 2 del teorema 7, Articu-
lo 112, una condicion necesaria y suficiente para la perpendicularidad
estd dada por la relacién

AA' + BB' + CC' = 0. (4)

Dos planos son idénticos o coincidentes solamente en el caso de ser
paralelos y tener un punto comun. Supongamos que los planos (1) y (2)
son paralelos y que tienen el punto Pi(xi, y], zi) comin. Por ser
paralelos se deben cumplir las relaciones (3), y podemos escribir la
ecuacion (1) en la forma

kA'x + kB'y + kC'z+ D —O0. (5)
Multiplicando la ecuacién (2) por k, obtenemos
kA'x \-kB'y + kC'¢ + kD' = 0. (6)

Como el punto Pi estd sobre ambos planos, sus coordenadas
(xi, yi, zj) deben satisfacer a las ecuaciones (1) y (2), y, por tan-
to, también a las ecuaciones (5) y (6), de las cuales tenemos, res-

pectivamente ,
kA'xi + kB'yi + kC'zi + D =0, (7)

kA’xi + kB'yi + kC'zi + kD' = 0. (8j

Como los primeros miembros de ambas ecuaciones (7) y (8) son
constantes e iguales a cero, son iguales entre si, de donde

D = kD1

Combinando este Gltimo resultado con las relaciones (3) anteriores,
tenemos, como una condicion necesaria y suficiente para la coinciden-
cia de los planos (1) y (2), las relaciones

A =kA', B=kB', C=kC' D=kD' (k~ 0). (9)
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Un resumen de los resultados anteriores viene dado en el siguiente

Teorema 6. Dados dos planos
Ax+ By+ Cz-fD=0 y Ax+ By+ Cz+ D'=0,
son condiciones necesarias y suficientes para

a) Paralelismo, que A = kA', B=kB', C=kC', (k* 0);

b) Perpendicularidad, que AA'+ BB'+ CC'= 0;

¢) Coincidencia, que A = kA', B = kB', C=kC;, D = kD7,
(k*0).

NOTA. EI estudiante debe comparar este teorema con el teorema 6 del Ar-
ticulo 30.

Ahora estamos en posibilidad de considerar los casos especiales de
la forma general de la ecuacién de un plano,

Ax+ By + Cz+ D - 0, (1)

en la que uno, por lo menos, de los coeficientes A, B y C es dife-
rente de cero.

Consideremos primero el caso en que (7= 0, de manera que la
ecuacion (1) toma la forma especial

Ax + By + D = 0. (10)

Los nameros directores de la normal al plano (10) son [A, B, 0],
Los nimeros directores del eje z son [0, 0, 1], y el eje z es normal
al plano X Y. El plano (10) y el plano XY satisfacen la condicion de
perpendicularidad dada en el apartado (b) del teorema 6, ya que

A (0) +B(0) + 0(1) = 0.

Anéalogamente, podemos demostrar que los planos Ax + Cz+ D =0
y By + Cz+ D = 0 son perpendiculares a los planos XZ y Y Z, res-
pectivamente . Se desprende en cada caso, también, que el plano es
paralelo al eje coordenado a lo largo del cual se mide la variable que no
aparece en la ecuacion. Este resultado se expresa mediante el siguiente

Teorema 7. Unaecuacién lineal que contiene Gnicamente dos varia-
bles representa un plano perpendicular al plano coordenado de esas dos
variables, y es paralelo al eje coordenado a lo largo del cuél se mide la va-
riable que no aparece en la ecuacion, y reciprocamente.

NOTA. Por lo estudiado en la Geometria analitica plana, el lector puede
pensar que la ecuaciéon (10) representa una linea recta. Debe observar, sin
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embargo, que aqui y en nuestro estudio posterior de la Geometria analitica de
tres dimensiones, una sola ecuacién en una, dos o tres variables, si tiene un
lugar geométrico, representa en el espacio una superficie y no una curva.

Consideremos ahora la ecuacidn lineal homogénea en dos variables,
es decir, una ecuacion en la cual falte el término constante. Enton-
ces, para D = 0, la ecuacién (10) toma la forma

Ax + By = 0. (11)

Este plano pasa por el origen, y como es perpendicular al plano XY,
debe pasar también por el eje Z. Analogamente, podemos demostrar
que los planos Ax+Cz = 0 y By+Cz = 0 pasan por los ejes Y y X,
respectivamente. Por tanto , tenemos el siguiente

Corolario . Una ecuacion lineal homogénea en dos variables repre-
senta un plano que pasa por el eje coordenado a lo largo del cual se mide
la variable que no aparece en la ecuacion, y reciprocamente.

Finalmente , consideremos la ecuacion lineal en una variable sola-
mente . Supuesto B = C = 0, la ecuaciéon (1) toma la forma

Ax + D = 0. (12)

Los nameros directores de la normal al plano (12) son [A, 0, 0] o
[1, 0, 0]. Los nimeros directores del eje X son [1, 0, 0]. Por
tanto, el plano (12) es perpendicular al eje X y, en consecuencia,
es paralelo al plano YZ. Analogamente, podemos demostrar que el
plano By + D = 0 es perpendicular al eje Y y paralelo al plano XZ ,
y que el plano Cz+ D = 0 es perpendicular al eje Z y paralelo al
plano XY . Por tanto, tenemos el siguiente

Teorema 8. Una ecuacion lineal en una sola variable representa
un plano perpendicular al eje coordenado a lo largo del cual se mide esa
variable y paralelo al plano de las dos variables que no figuran en la
ecuacién, y reciprocamente.

Corolario . Las ecuaciones x = 0, y =0y z=0 representan,
respectivamente, a los planos coordenados YZ, XZ y XY, y recipro-
camente .

El estudiante debe tabular los resultados de los teoremas 7y 8 y
sus corolarios y observar la simetria en las letras x, y y z. (Véase el
ejercicio 6 del grupo 50, Art. 109.)

Ejemplo 1. Hallar la ecuaci6n del plano que pasa por el punto
P (2, 1, —3) y es paralelo al plano 5* —2y + 4z —9 = 0.
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Solucion. Por el teorema 6 del Articulo 118, la ecuacion buscada es
5x —2y + 4z + k =0, (13)

en donde k es una constante cuyo valor debe determinarse. Como este plano
pasa por el punto P las coordenadas (2, 1,—3) deben satisfacer la ecua-
cién (13), y tenemos

5.2- 2.1+ 4(-3)+ A=0,
de donde k = 4. Por tanto, la ecuacion buscada es
5x —2y + 4z + 4 = 0.

Ejemplo 2. Hallar la ecuacién del plano perpendicular al plano XY y que
pasa por los puntos Pi (1, 5,-3) y P2(—5 —4, 11).

Soluciéon. Como el plano buscado es perpendicular al plano XY, su ecua-
cién, por el teorema 7 del Articulo 118, debe ser de la forma

Ax + By + D = 0. (14)

Como el plano (14) pasa por los puntos Pi y P2, las coordenadasdeestos
puntos deben satisfacer a la ecuacion (14) , y tenemos las dos ecuaciones

A +5B+D =0, (15)
- 5A - AB + D=0. (16)

La solucion de las ecuaciones (15) y (16) para A y B en términos de D da
A — D, B = —YiD. Sustituyendo estos valores en la ecuacién (14) y divi-
diendo por D 0, hallamos la ecuacion buscada

3% - 2y+ 7=0.

Ejemplo 3. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto
P (5, 2, —3) y es perpendicular a cada uno de los planos 2x —y + 2z —9 =0
y je+ 3y —5z + 3 =0.

Solucién. Podriamos usar el método del ejemplo 2, pero aqui seguiremos
otro método.

Primero vamos a hallar los nimeros directores de la normal al plano buscado.
Esta normal esperpendicular a cada una de las normales alos planos dados.  Por
tanto, por elartificio delos nimeros directores (Art.113), sus numerosdirec-
cores son

-1 2 1 2 2 2 -1
= 12,
3 - 51 -5 1 1 3
Por tanto, la ecuacion del plano que pasa por el punto P (5, 2, —3) vy tiene
una normal cuyos nimeros directores son [1, —12, —7] es
1 (ic- 5)- 122(t/- 2)- 7(z+3)=0
0 sea

X —12y —7z —2 = 0.
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EJERCICIOS. Grupo 54

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar la ecuacién del plano cuyas intercepciones respectivas con los ejes
X, YyZson -5 3y1l

2. Laecuacion de un plano es 2x —3y + 9z = 1. Escribir la ecuacién en
la forma simétrica.

3. Escribir en forma de determinante la ecuacion del plano que pasa por los
tres puntos (6, 2, 0), (4, —1, 2) y (3, 4, —1). A partir de ella hallese la
forma general de la ecuacion del plano.

4. Si de los cuatro puntos (xi, yi, zi), (x2<tl2, Z2), (x3>4y3. Z3) y
(Xi, ila: Z4) no hay tres que sean colineales, demuéstrese que una condici6n
necesaria y suficiente para que sean coplanares estd dada por el determinante

*1 thiz:1 1
X2 w2z 1
X3 y3Z3 1
Xi ydza 1

(Véase el corolario del teorema 12. Art. 34.)

5. Demostrar que los cuatro puntos (1, 0, —4), (2, —1, 3)
(—2, 3,5) y (—1, 2, 4) son coplanares.

6. Hallar el &ngulo agudo formado por los planos 3x +y —z + 3 =0y
X —y+ 4z —9 = 0.

7. Hallar el &ngulo agudo formado por el plano 5x + 4y —z+8 =0 vy
el plano XY.

8. Deducir el apartado (a) del teorema 6 directamente del teorema 5 del
Articulo 118.

9. Deducir el punto (6) del teorema 6 directamente del teorema 5 del Ar-
ticulo 118.

10. Obtener el corolario del teorema 8, Articulo 118, considerando las co-
ordenadas de un punto que esta en un plano coordenado.

11. Construir las figuras respectivas para ilustrar cadauno de losplanos
especificados en los teoremas 7 y 8 yen sus corolarios (Art. 118).

12. Si dos planos son paralelos, demuéstrese que sus trazas sobre cualquiera
de los planos coordenados son dos rectas paralelas.

13. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto (3, —2, 6) y es
paralelo al plano 4y —3z + 12 —O.

14. Hallar la ecuacion del plano perpendicular al plano XY y que pasa por
los dos puntos (2, —2, 11) y (—7, —8, —3).

15. Hallar la ecuacion del plano  perpendicular al plano 4x—3y+2z—9=0

y que pasa por los dos puntos (2, — 6, 4) y (3, —7, 5.
16. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (4, —2, 1) y es
perpendicular a cada uno de los planos

X —3y+ 4z —9=0vy 2x+ 2t/ —z + 11=0.

17. Hallar la ecuacién del plano perpendicular al plano XZ y que pasa por
los dos puntos (4, —7, 2) y (12, — 11, 7).
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18. Hallar la ecuaciéon del plano perpendicular al plano3* —2y + 5z — 1=10
y que pasa por los dos puntos (4, —2, 2) y (1, 1, 5).
19. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto (3, — 1, 0) yes

perpendicular a cada uno de los planos
4 —y —z—1=0 y 2*+ y+ 3z —6=0.

20. Hallar laecuaciéndel plano que pasa por el eje Y y por el punto
8, 4, - 6).

21. Hallar la ecuacién del plano perpendicular al plano YZ y que pasa por
los dos puntos (2, —1,4) y (1, 3, —7).

22. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el eje Z y por elpunto
4, -1,7).

23. Un plano pasa por el punto (3, 1, —1), es perpendicular al plano
2x —2y + z + 4 =0, y su intercepcién con el ejeZ es igual a —3. Hallese
su ecuacion.

21. Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos (1, 3, 0) y
(4, 0, 0) y forma un angulo de 30° con el plano x+y-\-z—1=0. (Dos soluciones.)

25. Un plano es paralelo a cada una de las rectas que tienen por nimeros
directores respectivos [1, —3, 2] y [3, 7, — 1]. Hallar la ecuacién del plano
si, ademas, pasa por el punto (5, 1, —1).

26. Determinar el valor de k para que los dos planos kx —2y + 2z —7 =0
y 4x + ky —6z + 9 = 0 sean perpendiculares entre si.

27. Hallar laecuaciéndel plano que pasa por los puntos (1,0, —1) y
(2, 0,2) y forma un angulo de 60° con el plano 2x —2y + z + 6 =0. (Dos
soluciones.)

28. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto (—2, 3, —1) y es
paralelo a las dos rectas que tienen por numeros directores respectivos
[2, -3, 01y [-1 2 3],

29. Un plano pasa por los puntos Pi(xi, yi, zi) y P27x2, y2<z2) y es
perpendicular al plano Ax + By + Cz D = 0. Demostrar que su ecuacion
puede escribirse en la forma

X y 1 1
XIyi ozt 1
X2 12 z2 1
A B C O

30. Un plano pasa por el punto Pi(xj, yi, z1) y es perpendicular a cada
uno de los planos Ajx + Biy + Ciz + Di =0y Ajx + B2y + C2Z+ D2=0.
Demostrar que la ecuacidn puede escribirse en la forma

X y 1 1
xi yi ozi 1
Ai B1 Ci 0
A2 B% C2 0
119. Forma normal de la ecuacion del plano. Sean el origen O

y el punto P1(xj, y\, 21) los extremos de un segmento dirigido de
longitud dada p y cuyos angulos directores son a, (3, y (fig. 166).
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Adoptaremos el convenio de que el segmento OPi esta dirigido de
O a Pi y que su longitud p es un nimero positivo. Vamos, pues, a
obtener la ecuacién del Unico plano que pasa por Pi y es perpendicu-
lar a OP\.

Sea P(x, y, z) un punto cualquiera del plano, diferente de P\.
Tracemos el segmento PiP. Por el teorema 3 del Articulo 110, las
coordenadas del punto Pi son

Xi = peosa, 21=peosf3, zi=peosy.
Por tanto , por el corolario 2 del teorema 5, Articulo 111, un sistema

de nameros directores para PiP es [x —peosa, y—p eos @,
Z —p eos y]e También un sistema de nimeros directores para OPI es

z

Fig. 166

Leos a, eos 3, eos y ]. Ahora bien, si el punto P esta sobre el plano
los segmentos OPi y PiP son perpendiculares entre si. Por tanto,
por el corolario 2 del teorema 7, Articulo 112, las coordenadas del
punto P deben satisfacer la condicién necesaria y suficiente expresada
por la relacidn

eosa(x —peosa) + eos B3(y —peos (3)+ eosy(z—peosy) =0,

que es la ecuacion buscada del plano. Desarrollando el primer miem-
bro, obtenemos

Xxeosa+ yeos @+ zeosy —p(eos2a + eos23+ eos2y) = 0,
la cual, por el teorema 4 del Articulo 110, se reduce a
xeosa+ yeos@+ zeosy —p = 0.

Esta ecuacién se llama forma normal de la ecuacion del plano, y de
aqui el teorema siguiente.
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Teorema 9. La forma normal de la ecuacion de un plano es
xeosa+ yeos[3+ zeosy —p = 0,

en donde p es un ndmero 'positivo numéricamente igual a la longitud de
la normal trazada por él origen al plano,y a, @y y son los angulos
directores de dicha normal dirigida del origen hacia el plano.

Vamos a considerar ahora el paso de la forma general de la ecuacion
del plano
Ax + By + Cz+ D =0, (1)

a su forma normal,
Xxeosa + yeos3+ zeosy —p = 0. (2)

Si las ecuaciones (1) y (2) representan el mismo plano, entonces,
de acuerdo con el apartado (c) del teorema 6, Articulo 118, se deben
cumplir las cuatro relaciones siguientes entre sus coeficientes corres-
pondientes :

eos a = kA , (3)
eos 3= IcB, (4)
eosy = kC, (5)
—p =kD, (6)

en donde k es una constante diferente de cero.
Si elevamos al cuadrado ambos miembros de cada una de las ecua-
ciones (3), (4) y (5), y sumamos, obtenemos

eos2a + eos2[3+ eos2y —k2(A2+ B2+ C2),
la cual, por el teorema 4 del Articulo 110, se reduce a

1= k2(A2+ B2+ C2),
de donde,

jo= ¢ 1
VA2+ B2+ C2'

Por tanto, si multiplicamos la ecuacion (1) por este valor de k, se
deduce, de las relaciones (3), (4), (5) y (6), que la forma nor-
mal de la ecuacién (1) estd dada por

kAx + kBy + kCz + kD = 0, (7)

en donde k = + !
V a2+ b 2+ c5°
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Como la normal al plano es una recta dirigida y tiene , por tanto ,
un sistema unico de cosenos directores, es evidente que no podemos
usar ambos signos de | en la ecuaciéon (7). Para determinar el signo
que se ha de usar, adoptamos ciertos convenios que establecemos a
continuacion en el siguiente

Teorema 10. La forma general de la ecuacién de un plano
Ax+ By+ Cz+ D =0, (1)
puede reducirse a la forma normal,
Xxeosa+ yes3+ zesy —p = 0,

dividiendo cada término de (1) por r = + V A2+ B2+ C2, en don-
de el signo que precede al radical r se escoge como sigue:

a) Si D 0, r esdesigno contrario a D .

b) Si /=0y C5¢(0,ryC son del mismo signo.

c) Si T)=C =Qy~£>74;0,vy~B> son del mismo signo.

d) /SI'D =C =B =0, entonces A~ 0, y ry A son del mismo
signo.

NOTA. EI estudiante debe comparar este teorema con el teorema 8 del Ar-
ticulo 32.

Ejemplo. La ecuacién de un plano es 2x —y + 2z —6 = 0. Reducir dicha
ecuacion a la forma normal, y hallar la longitud y &angulos directores de la
normal.

Solucién. Para la ecuaci6on dada, A =2, B = —1 C—2y D ——6.
Por tanto, r = + VA I+ B*+C!=+23. Como D es negativo, dividimos
la ecuacion dada por 3. Esto nos da la forma normal

éx — 1—u-\--i—§—t2 =0.
3 3 3

Luego la longitud de la normal es 2 y sus angulos directores son
a = are eos % = 48° 117,
@B« are eos (- H) = 109°28'
Y = are eos 2j = 48° |17
El estudiante debe dibujar la figura correspondiente a este ejemplo.
120. Aplicaciones de la forma normal, a) Distancia de un punto

aunplano. Sea 5 (fig. 167) el plano y Pi(xi, yi, Zi) el punto.
Vamos a determinar la distancia d de Pi a 5.
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Supongamos que la forma normal de la ecuacion de 5 es
X eosa+ yeos @+ zeosy —p = 0. (1)

Sea 5' el plano que pasa por Pj y es paralelo a 5, y sea p' la longi-
tud de la normal trazada desde el origen a 5. Como se ha convenido,
p y p' seconsiderardn como nimeros positivos.

Como se indic6 en el problema analogo de la distancia de un punto
a una recta en Geometria analitica plana (Art. 33), hay seis casos
posibles para las posiciones relativas de Pj, 5 y el origen. Solamente
uno de estos casos aparece en la figura 167. Para llegar a un resultado

Fig. 167

comin a todos los casos, emplearemos distancias dirigidas. Segun
esto, vamos a asignar la direccion positiva a la normal ON trazada desde
el origen al plano 5. La distancia d ser4 considerada siempre como diri-
gida del plano 5 hacia el punto Pi y, por tanto, serd positiva o negativa
segln que esta direccién sea igual o no a la direccion ON. Entonces,
para cada uno de los seis casos posibles de posicién de Pi, 5y O,
tenemos, como en el Articulo 33, ya sea la relacion

pl=p+d (2)
o la relacion
p'=—(p + d). (3)
Por ejemplo, larelacion (2) es verdaderapara elcaso representado
en la figura 167 en donde los angulos directoresdela normala5' son

idénticos a los angulos directores correspondientes de la normal a 5.
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Por tanto, por el teorema 9 del Articulo 119, la forma normal de la
ecuacion del plano 8' es

xeosa+ yeos(b5+2 eosy —P' =0,
la cual, en virtud de la relacion (2), puede escribirse en laforma
xeosa+ yeos3+ zeosy —(p +d) = 0. (4)

Si, en cambio, el punto P\ estd localizado  del ladoopuesto del
origen, es decir, de tal manera que el plano 8'que pasa por él y es
paralelo a 6 esté de lado opuesto del origen con respectoa 8 .enton-
ces se verifica la relacion (3). Pero en este caso los angulos directores
de la normal a 8 son jt —ce, t—@ y Jt —y, de manera que la
forma normal de la ecuacion del plano b' es ahora

£eos(Jt—a)+ yeos(ji—@) + s eos(dt —y)—P = 0,
la cual, en vista de la relacion (3), puede escribirse en la forma
—Xxeosa—yeos@—zeosy+ (P+ d) =0.

Pero esta Gltima ecuacién es idéntica a la ecuacion (4). Anéloga-
mente , podemos demostrar que para los cuatro arreglos restantes la
ecuacion (4 representa al plano 8'.

Como el punto P\ estd sobre 8;, sus coordenadassatisfacen a la
ecuacion (4), y tenemos

xieosa+ 21e0s 3+ zieosy —(p + d) = 0,
de donde
d=Xeosa+ 2l eos @+ z\eosy —p. (5)

Comparando este resultado con la ecuacién (1), vemos que la
distancia dirigida d puede obtenerse, en magnitud y signo, sustitu-
yendo las coordenadas del punto Pi en el primer miembro de la forma
normal de la ecuacion de 8.

Si el plano 8 no pasa por el origen, una investigacion de los seis
arreglos posibles muestra que la distancia dirigida d es positiva o
negativa segin que el punto Piy el origen estén de lados opuestos
0 del mismo lado del plano 8. Si el plano 8 pasa por el origen, el
signo de 8 debe de interpretarse de acuerdo con las convenciones esta-
blecidas en el teorema 10 del Articulo 119.

Como la ecuacién de un plano se da usualmente en la forma general

Ax+ By+ Cz+ D=0,
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el resultado de la ecuacion (5) puede expresarse en la forma

N AxifByi+ Czi+ D
+ VA2+ B2+ C2

Un resumen de los resultados precedentes lo establece el teorema
siguiente.

Teorema 11. La distancia dirigida d del punto Pi(xi, yi, zi) al
plano Ax + By + Cz + D = 0 se obtiene por la formula

~_ Axi+ Byi+ Czj+ D
+ VA2+ B2+ C2 °

en donde el signo del radical se elige de acuerdo con el teorema 10, Ar-
ticulo 119.

Si el plano no pasa por el origen, d es positiva 0 negativa, segun que
el punié Pi y el origen estén de lados opuestos o del mismo lado del
plano.

Si el plano dado pasa por el origen, el signo de d se interpreta de
acuerdo con las convenciones adoptadas en el teorema 10, Articulo 119,
para la direccién de la normal al plano y usadas para la determinacion
del signo radical.

NOTAS. 1. EI estudiante debe comparar este teorema con el teorema 10 del
Articulo 33.

2. Si se requiere solamente la distancia de un punto aun plano, tomamos
el valor absoluto de d.

Ejemplo 1. Hallar la distancia dirigida del punto P (- 3, —4, 2) al pla-
no 3x+ 12y —4z —39 = 0. Interpretar el signo de esta distancia.
Solucién. Por el teorema 11 anterior, la distancia buscada es

d=3(- 3)+ 12(-4) -4(2) - 39_ - 104 = _
V 32+ 12 +42 13

El signo negativo indica que el punto y el origen estan del mismo lado del plano.
b) Ecuaciones de los planos bisectores de los angulos diedros suple-

mentarios formados por dos planos que se cortan. Supongamos que los
dos planos son

Aix + Biy + Ciz + Di

0
Aix + Biy + c2z+ Di = 0.

Las ecuaciones de los planos bisectores se determinan por el mismo
método empleado en el problema analogo de la Geometria analitica
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plana, a saber, la determinacion de las ecuaciones de las bisectrices
de los angulos suplementarios formados por dos rectas que se cortan
(apartado [6], Art. 33). Por tanto, se deja al estudiante como
ejercicio la demostracién de que las ecuaciones de los planos bisec-

tores son . . . . .
Aix + Biy + Ciz+ DI Aix + By + Cz + Di
tVii2+ Bi2+ G227 £V AZ+ B2+ C2

Aix 4Bw+ CZ+ Di _ Ajx+ B¥ + Ca +Di
+VAIil+ Bi2+ Ci2 + VA2+ B2+ C '’

en donde los signos de los radicales se escogen de acuerdo con el teore-
ma 10, Articulo 119. La distancia entre estos dos planos puede
calcularse por medio del teorema 11, Articulo 120.

Ejemplo 2. Hallar las ecuaciones de los planos bisectores de los angulos
diedros suplementarios formados por los dos planos bx —7y + 6z —22 = 0
y2x + 6y - 3z+ 14=0.

Soluciéon. Las formas normales de las ecuaciones de los dos planos dados son

bx —7y + 6z —22 2x + by —3z + 14
----- =0 Yy s . = 0

V 36+ 49 + 36 -V 4+ 36+ 9

Por tanto, la ecuacion de uno de los planos bisectores es

6x —7y + 6z —22 _ 2x + 6y —3z + 14
n -7
0 sea,
64* + 17y + 9z = 0,
y la ecuacion del otro es

bx —7y + bz —22 _ _ 2x+ 6y —3z + 14
1n -7
0 sea,
20* - 115y + 75z - 308 = 0.

EJERCICIOS. Grupo 55

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. La normal a un plano tiene una longitud de 5y dos de sus angulos
directores son a —45°, 0 = 60°. Hallar la ecuacion del plano. (Dos solu-
ciones. )

En cada uno de los ejercicios 2-5, redlGzcase la ecuaciéon dada a la forma
normal, y hallense la longitud y los angulos directores de la normal.

2. 8+ 4y- z+ 18=04. 3x+ 4y - 122=0.
3. 6%+ by+ 7z- 22=05. 3x - 4y - 10 = 0.
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6. Obtener la forma normal de cada uno de los planos especificados en los
teoremas 7y 8 y sus corolarios (Art. 118) . Tabular los resultados.

7. Hallar la ecuacién del plano cuya distancia del origen es 5y cuya nor-
mal tiene por nimeros directores [—2, 6, 3]. (Dos soluciones.)

8. Hallar el valor de k para que la distancia del origen al plano

3x —by + kz + 14=0
sea igual a 2.
9. Hallar la forma normal de la ecuacién del plano que es paralelo al plano
4x + y —8z + 11 = 0 y que pasapor el punto (3, —2, —1).
10. Hallarla distancia del origen a cada uno de los planos paralelos

4x - 4y + 7z - 18 =0y 4x - 4y + 7z + 27 = 0.

De aqui hallar la distancia entre estos dos planos.

11.La ecuacion de un plano 8 es 2x —y + z — 18 = 0, y lascoordenadas
de un punto Pson (2, 1, 6). Hallar laecuacién del plano quepasa por P y
es paralelo a 8. Después hallar la distancia de P a8.

En cada uno de los ejercicios 12-14, hallese ladistancia del punto dado al
plano dado, e interprétese el signo de la distancia.
12, je+ 2y - 2z+ 12=0; (3, - 2, 7).
13. 4x - 3y + 12z =0; (-5 - 10,- 3).
14, By + 12z + 26=0; (3,2 - 1).

15. Hallar la distancia entre los planos paralelos 8* —4y + z -9 =0 vy
8* —4y + z —36 = 0 calculando la distancia de un punto de un planoal otro.
16. Hallar la distancia entre los planos paralelos
6x + 3y —2z + 14=0y bx+ 3y —2z — 35 =0.
17. Demostrar que la distancia d entre los planos paralelos
AX By + Cz Di= 0 yAx + By + Czf D2 —0

V i’+B'tCc 1’

estd dada por la formula

Usese este resultado para comprobar el ejercicio 16.

18. La base de un tetraedro es el triangulo cuyos vértices son (1, —2, 1),
(—4, 2. —1) y (—5, 5 3). Sielcuarto vértice es el punto (4, 2, —3),
héllese la longitud de la altura trazada desde el vértice a la base.

19. Hallar el volumen del tetraedro del ejercicio 18.

20. Hallar la ecuacién del plano que es paralelo al de la ecuacién

2x —y+ 2z —9 =0

y estd a 2 unidades de él. (Dos soluciones.)
21. Hallar el valor del coeficiente k en la ecuacién kx —2y + bz + 14 = 0
de un plano, para que la distancia del punto (1, 1, 1) al plano sea igual a —3.
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22. Si ladistancia de un plano al origen es p ysus intercepciones conlos
ejes coordenados son a, b y ¢, demuéstreseque -i—= — |- —|—2—
p2 a2 b c2
23. Deducir las ecuaciones de los dos planos bisectores de los angulos
diedros suplementarios formados por los dos  planos

Aix £ Bjy 4" Ciz Di =0 y A”x B2y +~C2Z2"- D2 = 0.

En cada uno de los ejercicios 24 y 25, hallense las ecuaciones de los planos
bisectores de los angulos diedros suplementarios formados por los dos planos cu-
yas ecuaciones se dan.

24, X —4y + 82 —9 =0y 2*+ y—2z2+ 6 =0
25. 7x —4y + 4z + 18=0 y bx + 7y —ez —22 = 0.

26. Hallar e identificar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que su distancia del plano 2x —y + 2z —6 = 0 es igual al
doble de su distancia del plano x + 2y —2z + 3 =0. (Dos soluciones.)

En los ejercicios 27-31, los vértices de un tridngulo T son Pi(xi, yi, zi),
P2{x2, y2, z2) y Pa(x3, y3, z3), su area es A y los angulos directores de la
normal asu plano son a, @y 7.

27. La proyeccion ortogonal de T sobre el plano XY es otro tridngulo
cuyos vértices son (xi, yi, 0), (X2. 2, 0) y (*3, 3. 0). Por tanto, por
el teorema 12 del Articulo 34, el area proyectada es

x i yi 1
A=Y x2 yz 1
X3 1

Demostrar, analogamente, que las areas proyectadas sobre los planos XZ y YZ
son, respectivamente,

1 11 1 y1 z1 1
= X2 Z2 1 y Ax =Yl y2 Z2 1
xs Z3 1 B z3 1

En todos los casos se toma el valor absoluto del determinante.

28.Por medio del teorema 6, Articulo 112, demostrar que los angulos for-
mados por el plano de T y los planos XY, XZy YZ son vy, 3y a, respec-
tivamente. Demostrar, por tanto, que

Az =\A eos7 |, Ay = |A eos G|, Ax = |A eos a |.

29. Partiendo del resultado del ejercicio 28 y el teorema 4, del Articulo 110,
demostrar que A2 = AX + AN+ A2

30. Mediante los resultados de los ejercicios 27 y 29 demostrar que el area
de T estd dada por

ylz|12 Zl 12 X1y 12
=V2y) y2 221 4 *2 z2 1 , X i 1
ys 23 1 *3 73 1 X3 ya 1
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31. Sea Pi(x4, yi. Z4) un punto cualquiera no contenido en el plano
de T. Por medio del teorema 4, Articulo 117, y por el teorema 11, Articu-
lo 120, demostar que la distancia d del punto P4 al plano de T estd dada por

xi yi zi 1
Xi yi zi 1
Xl y2 z2 1
Xs yz z3 1
1yi2112 XUzt 12 Xl oy 12
Jom oz 1 . X2 z2 1 4 X2 o |
ys zs 1 X3 z3 1 X3 yz |

en donde se debe tomar el valor absoluto del numerador.

32. Por medio de los resultados de los ejercicios 30 y 31, demostrar que el
volumen de un tetraedro cuyos vértices son Pj(xi, yi, zi), P2(*2, y2. Z2),
Pz{xz, ys3, Z3) y Pi(x4 yi, z4) estd dado por

Xi yi z1 1

=x X2 y2 22
y X3 ¥3 i '
Xe yi 24 1

debiéndose tomar el valor absoluto del determinante.

33. Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son (—4, 6, 3),
8 -3 5), (4 0 - 1)y (5 3 9.

34. Usar el resultado del ejercicio 32 para resolver el ejercicio 4 del grupo 54,
Articulo 118.

35. Usar el resultado del ejercicio 30 para resolver el ejemplo del Ar-
ticulo 112.

121. Familias de planos. De la misma manera que en Geometria
analitica plana consideramos familias de curvas, podemos considerar
familias de planos. En el Articulo 116 vimos que un plano y suecua-

cion estan cada uno perfectamente determinados por tres condiciones
independientes. Segun esto, un plano que satisfaga menos de esas
tres condiciones no estd determinado, es decir, no es Gnico. La ecua-
cion de un plano que satisface solamente dos condiciones independien-
tes contiene una sola constante arbitraria independiente o parametro
y, por tanto , representa una familia de planos monoparamétrica.

Un ejemplo de familia de planos con un solo pardmetro es la

ecuacion
Ax + By+ Cz+ 2= 0, (1)

en donde A, By C son constantes fijas y elparametro E puede
tomar todos los valores reales. Esta ecuacion representa a la familia de
planos que son paralelos al plano dado

Ax + By + Cz+ D = 0.
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Una familia de planos particularmente til es el sistema de planos
que pasan por la interseccion de dos planos dados cuyas ecuaciones
pueden tomarse en las formas

A\x + Biy + Ciz+ Di

0, (2)
0. (3)

Aix + Biy + Ciz+ Di

Cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan ambas ecuaciones (2) y
(3) esta sobre su recta de interseccion. Evidentemente, las coorde-
nadas de tal punto satisfacen también la ecuacion

ki(Aix + Biy + C\Z + Di)-\-kj (Aj% + Bjy + Cjz+ D2) =0 ,(4)

en donde h y fe son constantes arbitrarias que pueden tomar todos
los valores reales exceptuando el caso en que ambas sean cero simulta-
neamente. Ademas, como la ecuaciéon (4) es lineal, representa todos
los planos que pasan por la interseccion de los planos dados (2) y (3).
Procediendo como en el caso de una familia de rectas que pasan por la
interseccionde dos rectas dadas (Art. 36), vamos aeliminar el pla-
no (3) de lafamilia (4) con elfin deobtener laecuaciénmas simple

Aix + B\y + Ciz + Di + k(Aix + Biy + Ciz+ Dj) =0, (5)

en donde el parametro k puede tomar todos los valores reales. Se dice
que la ecuaciéon (5) representa un haz de planos, y a su recta comun
de interseccion se le llama eje o arista del haz.

Ejemplo. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto P (2, 5 —1)
y por la recta de interseccion de los planos
4x+ y—2z—8=0 y 3x—y+ 4z —4=0.

Solucién. Por la ecuacién (5) anterior, el plano buscado es un elemento
del haz de planos que tiene por ecuacion

4* + y —27 —8+ k{3x —y + 4z —4) = 0. (6)

Como el plano buscado pasa por el punto P, las coordenadas (2, 5—1) de P
deben satisfacer la ecuacion (6) , y tenemos

4.2 + 5—2(—1)-8 + /t(3.2 —5+ 4(—1)—4) =0,

de dondek — 1. Sustituyendo este valor de k en la ecuaciéon (6) y simplifican-
do, tenemos, como ecuacién del plano que se busca

x + 2z —12 = 0.

El estudiante debe dibujar la figura para este ejemplo.
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En el Articulo 115, vimos que la ecuacion de cualquier plano que
pasa por el punto Pi(xi, yi, Zi) es

A(x —Zi) + B(y —yi) + C(z —zi) = 0. (7)

Por tanto , esta ecuacién representa a la familia de planos que pasan
por el punto dado, Pi(xi,yi, zi). Tal sistema se llama una radiacion
de planos, teniendo al punto P\ como vértice de la radiacion. Como
uno, por lo menos, de los coeficientes A, B y C es diferente de cero,
la ecuaciéon (7) contiene solamente dos constantes arbitrarias inde-
pendientes ; representa, por lo tanto, una familia de planos bipa-
ramétrica.

Como con esto se concluye nuestro estudio del plano, se recomienda
al estudiante que haga un resumen de los resultados de este capitulo.

EJERCICIOS. Grupo 56

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Determinar el valor del pardmetro fe de tal manera que un plano de la
familia kx —3y + fez —22 = 0 pueda pasar por el punto (3, —4, 2). Hallar
la ecuacién del plano.

2. Determinar el valor del parametro fe de tal manera que un plano de la
familia 2x + fey —fez + 7 = 0 sea perpendicular al plano 3x + by — 12 = 0.
Hallar la ecuacién del plano.

3. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto (4, —1, 1) y es
paralelo al plano 4x — 2y + 3z —5 = 0.

4. Hallar la ecuaciéon del plano paralelo al plano x + 3y —2z 4- 14 =0
y tal que la suma de sus intercepciones con los :jes coordenados sea igual a 5.

5. Hallar 1aecuacién del plano que es paralelo al que tiene por ecuacién

X —2y+ 22+ 12=0

y cuya distancia del origen es igual a 2. (Dos soluciones.)
6. Hallar la ecuacién del plano que es paralelo al que tiene por ecuacion

X + 3y —2z+ 2- 0

y cuya intercepcion con el eje Z es 4.

7. EIl volumen del tetraedro formado por un cierto plano y los planos coor-
denados es 12. Hallar la ecuacion del plano sabiendo que es paralelo al de ecua-
cién 3x + 2y + 4z + 6 = 0. (Dos soluciones.)

8. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto (3, —1, 4) y tam-
bién por la recta de interseccién de los planos

X+ 2y —z=4y 2x —3y + z = 6.

9. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta de interseccién de los
planos 3x + y —2z + 2 = 0yjc —3y—z + 3 =0y es perpendicular al pla-
no XY.
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10. Hallar la ecuacién delplano que pasa por la recta de interseccion de los
planos 2x —y + 3z =2y 4x+ 3y —z = 1y esperpendicular al plano

3* —4y —2z7 = 9.

11. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta de interseccién de los
planos 2x —y —z =2 y x+ y—3z+4 = 0 y tal que su distancia alorigen
sea igual a 2. (Dos soluciones.)

12. La distancia de un plano al origen es igual a 3. Si el plano pasa también
por la interseccién de los planos x + y+ z —11 =0y x —4y + 5z — 10 = 0.
hallese su ecuacién. (Dos soluciones.)

13. Un plano es paralelo al de ecuacion 2x + 2y + z —1=0, vy el punto
(2, 2, 2) esequidistante de ambos planos. Hallese la ecuacion del plano.

14. La distancia de un plano al punto (1, 0, 2) es 1. Si el plano pasa por
la interseccion de los planos 4x —2y —z+3 =0y 2x —y+z —2 =0, héa-
llese su ecuacion. (Dos soluciones.)

15. Un plano pasa por el punto (5, 2, — 1) y su traza con el plano XY es
larecta x —2y + 2 =0, z = 0. Hallese su ecuacion.

16. Un plano pasa por el punto (1, 6, —2) y tiene lamisma traza sobre
el plano XY que el plano 3x —y — 8z + 7 = 0. Hallesesu ecuacidn.

17. Hallar la ecuacién del plano que pasa por la recta de interseccion de los
planos x —y + 2z+4 =0y 2x + y+ 3z —9 = 0 y es paralelo a la recta cu-
yos nimeros directores son [1, 3, —1].

18. La ecuacién de un planoes Ax + By+ Cz + D=0. Hallar las con-
diciones que deben satisfacer sus coeficientes para que pertenezca al haz de
planos representado por la ecuacion

Aix + B-jy + Ciz + Di + ft(A2X+ B-jy+ C2Z+ Dz2)= 0.
19. Demostrar que los tres planos
2X —y+ 2z —8 =0, 8X —y+ 13z —21=0 y 4x+ y+ 92 —5=0
pertenecen al mismo haz.
20. Demostrar que una condicion necesaria y suficiente para que los tres

planos Aix + Biy + Ciz + Di = 0, i =1, 2, 3, tengan uno y solamente un
punto comun es

Ai Bi Ci
A2 B2 C2 ™0
Az B3 Cs

21. Demostrar que los tres planos
3c+ 2y —z —3=0, 2x —3y — 3z —4 =0y x Ty— 2z+7 =0

tienen solamente un punto comudn, vy hallar sus coordenadas.
22. Supongamos que los tres planos
Aix + Biy + Ciz + Di =0,- 1, 2, 3

tienen uno y solamente un punto P en comin.Demostrar que laradiaciénde
planos cuyo vértice es P tiene por ecuacion

Ai* + Biy + Ciz +Di + fci (A2* + Biy + C2Z+ D?2)
J-n2(r3* + Bsy -c32 -i-p3) = 0

en donde ki y kz son los pardmetros.
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23. Demostrar que los cuatro planos 4x+3y—4z—8=0, 2x—8y+7z+5 =0,
X —3y —2z —3 =01y 3x+ y+ z—2= 0 pertenecen a la misma radiacién
y hallar las coordenadas de sus vértices.

24. Un plano pasa por los dos puntos (3, 0, —1), (2, —3, —3) ¥y
pertenece a la radiaciéon determinada por los planos 2x —3y + 2z —9 = 0,
jc+4dy —z+3=0 y 3x —2y —2z —6 = 0. Hallar la ecuacién del plano
por el método paramétrico y comprobar el resultado por otro método.

25. Hallar la ecuacién del plano de la radiacién del ejercicio 24 que pasa por
el punto (1, 1, —3) y es perpendicular al plano * + y —2z + 12 = 0.



CAPITULO XV
LA RECTA EN EL ESPACIO

122. Introduccion. En el capitulo anterior hicimos un estudio del
plano como la mas sencilla de todas las superficies. Podriamos conti-
nuar nuestro trabajo estudiando superficies mas complicadas antes de
considerar las curvas en el espacio. Pero la linea recta en el espacio,
considerada como la interseccién de dos planos diferentes, se presenta
tan naturalmente después del estudio del plano, que dedicamos com-
pleto el presente capitulo a su estudio. EI siguiente capitulo lo reser-
varemos para tratar el problema general de las superficies.

123. Forma general de las ecuaciones de la recta. Sea | la recta
de interseccion de dos planos diferentes cualesquiera, cuyas ecuacio-
nes, en la forma general, son

Aix + Bxy *+ Ciz + Di =o,
} (1)

Aix + Biy + Ciz+ 02= 0.

Cualquier punto cuyas coordenadas satisfagan ambas ecuaciones del
sistema (1) estad sobre cada uno de los planos y, por lo tanto, esta
sobre su interseccion Z Reciprocamente, cualquier punto que esté so-
bre | debe estar sobre cada uno de los planos, y sus coordenadas
deben satisfacer, por lo tanto, ambas ecuaciones. Segln esto, las
dos ecuaciones del sistema (1), consideradas simultdneamente, son
las ecuaciones de una recta en el espacio. EI sistema (1) es llamado,
apropiadamente, forma general de las ecuaciones de la recta.

En seguida observemos el hecho importante de que las ecuaciones
de cualquier recta particular en el espacio no son Gnicas. En efecto,
podemos considerar, como en el Articulo 121, que la recta |, repre-
sentada por el sistema (1), es la arista del haz de planos

A\X + Biy + Ciz + Di + k(AiX + Bty + Ciz + Di) = 0, (2)
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en donde el parametro k puede tomar todos los valores reales. Por
tanto, las ecuaciones de dos planos diferentes cualesquiera de la fami-
lia (2) pueden servir como ecuaciones de la recta |I. Geométrica-
mente , también , una recta estd completamente determinada por dos
planos diferentes cualesquiera que pasen por ella.

124. Forma simétrica de las ecuaciones de la recta; ecuacion
la recta que pasa por dos puntos, y ecuaciones paramétricas de la recta.
Para muchos problemas, la forma general de las ecuaciones de una
recta no es tan conveniente como otras ciertas formas que vamos a
deducir a continuacion. Vamos a basarnos en que una recta queda
perfectamente determinada por uno de sus puntosy su direccion, o
por dos cualesquiera de sus puntos. La deduccién de las ecuaciones se
basard en lo dicho en el Articulo 25 sobre la ecuacién de una recta,
dado uno de sus puntos y la pendiente. Definiremos a la linea recta
como una curva del espacio caracterizada por la propiedad de que sus
nimeros directores sean idénticos a (o proporcionales a) los ndmeros
directores correspondientes de cualquier segmento de la recta.

Sea Pi(xi, 2/, Zi) un punto dado cualquiera de la recta | cuyos ni-
meros directores son [a, b, ¢c]. Sea P(x, y, z) un punto cualquiera
de | diferente de Pi. Entonces, por el corolario 2 del teorema 5,
Articulo 111, un sistema de nameros directores para | estd dado por
[x —xi, y —y\, z— zi]. Por tanto, por nuestra definicion de linea
recta, las coordenadas de P deben satisfacer las relaciones

X —Xi = ka, y —yi= kb, z—1zi —kc, (1)

en donde k es una constante diferente de cero. Estas relaciones son,
por tanto, las ecuaciones de la recta | que pasa por un punto dado y
tiene una direccion dada.

Si los nameros directores [a, b, c] de | son todos diferentes de
cero, se acostumbra escribir las ecuaciones (1) en la forma simétrica

X - Xi —vi z—21
a ’ b ! c (2)

Si a, [3, y son los angulos directores de I, entonces (Art. 111)
la forma simétrica (2) puede escribirse también en la forma

X — Xi y —vi z—1i
€o0s a eos |3 eos y

) (3)

siempre que ningun coseno director sea igual a cero.

de
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Cada una de las formas (1), (2) y (3) consta de tres ecuacio-
nes, pero en cada caso solamente dos de estas ecuaciones son inde-
pendientes .

Si uno o dos de los nameros directores [a, b, c] de | son cero, no podemos
usar ni la forma (2) ni la (3) . En tales casos, debemos emplear las relacio-
nes (1). Por ejemplo, digamos que a —0, pero 6 y a son ambos diferentes
de cero. Entonces por las relaciones (1), tenemos, para las ecuaciones de I.

x = xi, y—yi = kb, z —2Zi = kc

las cuales, de acuerdo con la forma simétrica (2) , pueden escribirse como

Para a —0, la recta | es perpendicular al eje X y, por tanto, es paralela al
plano Y Z. Debe estar, en consecuencia, sobre un plano paralelo al plano Y Z.
Esto se indica analiticamente por la ecuaciéon x -- xi. EIl estudiante debe obte-
ner y discutir las ecuaciones de una recta para todas las combinaciones posibles
de uno o dos numeros directores iguales a cero.

Vamos a hacer un resumen de los resultados precedentes en el si-
guiente

Teorema 1. La recta que pasa por el punto dado Pi(xi, yi, zi)
y cuyos nimeros directores son [a, b, c] tiene por ecuaciones

X —xi = ka, y—yi=Kkb, z—zi=kc,

en donde k es una constante diferente de csro.
Si los numeros directores [a, b, c] son todos diferentes de cero,
estas ecuaciones pueden escribirse en la forma simétrica

X=Xty yj z— 27
a b c

NOTA. Esimportante para el estudiante observar que los nimeros directores
de una recta pueden obtenerse directamente de la forma simétrica, solamente si
el coeficiente de cada una de las variables x, y y z es la unidad positiva.

Ejemplo. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (—3, 2, 1)
y es perpendicular al plano 4x + 3y — 12 = 0.

Solucién. Por el teorema 2 del Articulo 115, los nameros directores de la
recta son [4, 3, 0]. Por tanto, por el teorema 1 anterior, las ecuaciones de
la recta son

El estudiante debe dibujar la figura para este ejemplo. Debe demostrar tam-
bién que la recta es perpendicular al eje Z y que estd en un plano paralelo al
plano XY.
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En seguida deduciremos las ecuaciones de la recta | que pasa por
ios puntos dados Pi(xi, 1, Zi) y Pi{xi, 22, zi). Por el corolario 2
del teorema 5, Articulo 111, un sistema de nameros directores para |
estd dado por [ —xi, yi —y\, 2 —zi]. Por tanto, por el teore-
ma 1 anterior, las ecuaciones de | son

X —x\ = k{xi —xi), y —2 = k(yi - y{), z—1z2\ = k(zi —zi), (4)

en donde k es una constante diferente de cero.

Si todas las coordenadas correspondientes de Pi y P2 son diferen-
tes entre si, es decir, X\ £2, yi 2l >si ~ 2, podemos escribir las
ecuaciones (4) en la siguiente forma

X—xi _y- U z—1zi,

X2—xi M —y\ 2 —7zi

Vamos a hacer un resumen de los resultados precedentes en el si-
guiente

Teorema 2. La red a que pasa por los dos puntos dados
Pi(xi, yi, zi) yP. (X ya, z2) tiene por ecuaciones

X — Xi =k(x2—xi),y — vyi=k(y2- vyi), z—1zi=k(z2—zi),

en donde k es una constante diferente de cero.
Si las coordenadas de Pi y P2 son tales que xi X, yi "™ y?,
zi 22, estas ecuaciones pueden escribirse en la forma

X—Xi _y—yi _ z—1zi
X2- Xi yl —yi - 2—1zi'

Consideremos ahora la recta | que pasa por el punto dado
Pi(xi, 21, zi) y tiene los angulos di-

rectores dados a, 3 y. Sea P(x, vy, z)

un punto cualquiera de |, y t la lon-

gitud del segmento de recta variable

PPi. Vamos a considerar a t positi-

VO 0 negativo segun que P esté de un

lado o del otro de P i, como aparece

Y en la figura 168. Segun esto, la va

riable t puede tomar todos los valores

reales incluyendo el valor cero cuando

P coincide con Pi. Evidentemente,

Fig. 168 para cada valor asignado a t, la posi-

cion de P queda perfectamente defi-

nida con respecto al punto fijo Pi.



LA RECTA EN EL ESPACIO 375

Por el teorema 3 del Articulo 110, tenemos las relaciones
X —Xi — Vi 7 —1zi
eosa:—z—, eosB:X—Z—, eosy:—o-—,

de donde
X = Xxi+icosa, y=yi+ teos|3, 2= zi+ icosy- (6)

Observando las ecuaciones (6), vemos que, asignando un valor par-
ticular a i, los valores de x, y y z quedan determinados. Pero estos
son las coordenadas de un punto P de j. Se sigue por esto (Art. 89)
que las ecuaciones (6) son las ecuaciones paramétricas de la recta I,
siendo la variable auxiliar t el parametro. De aqui el siguiente

Teorema 3. La rectaque pasa por el punto Pi(xi, yi, zi) y tiene
los angulos directores a, (3, y, tiene por ecuaciones paramétricas

X=xi+ teosa, y=yi+ teos|3, z=1zi+ teosy,

en donde el pardmetro t representa la longitud dirigida de Pi a un punto
cualquiera P(x, y, z) de la recta.

Nota. Anotamos previamente que una recta en el espacio se representa ana-
Iiticamente por dos ecuaciones independientes. Aqui observamos que una recta
en el espacio se representa por tres ecuaciones paramétricas. Pero si eliminamos
al pardmetro t entre estas tres ecuaciones, obtenemos las dos ecuaciones inde-
pendientes usuales.

EJERCICIOS. Grupo 57

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Las ecuaciones de una recta | son
3Xx —2y + 4z —9 =0 y x+ y —2z+ 5=0.

Obtener otro par de ecuaciones para I. Comprobar el resultado hallando las co-
ordenadas de dos puntos que estén sobre | partiendo de las ecuaciones dadas y
demostrando entonces que estas coordenadas satisfacen al nuevo par de ecua-
ciones.

2. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (2, —1,4) vy
tiene por nameros directores [3, — 1, 6] .

3. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (4, 0, i) y es
paralela a la recta cuyos numeros directores son [1, — 1, 3].

4. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (—3, 2, 7) y es
perpendicular al plano 2x —3y + z = 0.

5. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (—2, 4,3) vy
cuyos nimeros directores son [2, 0, —3].

6. Una recta pasa por el punto (6, 3, —2) y es perpendicular al plano
4y 7z —9 = 0. Hallar sus ecuaciones.
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7. Dos de los angulos directores de una recta son a = 45°, f5 = 60°. Si la
recta pasa por el punto (4, — 1, 4), hallense sus ecuaciones. (Dos solu-
ciones.)

8. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (3, —2,7) vy
corta al eje X perpendicularmente.

9. Una recta es perpendicular al plano XY y contiene al punto
(3, —4, — 14) . Hallar sus ecuaciones.

10. Los nameros directores de una recta son [0, 0, 1] yla recta pasa por
el punto (—2, 1, 7). Hallar sus ecuaciones.

En cada uno de los ejercicios 11-16, una recta pasa por el punto
Pi(*i> yi, zi) y tiene por nimeros directores [a, b,c]. Hallar las ecuaciones
de la recta cuando sus numeros directores son los que se indica. Interpretar los
resultados analitica y geométricamente.

11. a= 0, 670, c 0. 14. a=0, b =20 1c¢ 70
12. a 0, b =0, c O 15. a= 0, b 0, ¢ =0
13. a 0, b 90, c O 16. a 0O, 6=0, ¢ =0
17. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (—7, 3, - 5) vy

es perpendicular a cada una de las dos rectascuyosnimeros directores son
4 -2 381y, 2,-2].
18. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (—6, 5 3) y

es paralela ala recta * =1—"=li-i-L.
-2 2 6

19. Hallar las ecuaciones de las recta que pasa porel punto (3, —3,4) vy
es perpendicular acada una de las rectas

2*+ 4 _y—3_z+2 I X —=3_2y—17 3—z
4 - 1 5 7 1 2 - 3

20. Hallar elangulo agudo formado por las rectas

x —1 'y 2z + 3 * + _
-7 3 - - 4 7 3 ~—2 = 4

21. Demostrar que si una recta estd en el plano XY, sin ser perpendicular
ni al eje X ni al Y, y contiene al puntoPi (xi,yi, 0), sus ecuaciones pueden

escribirse en la forma —-—-— = JLZ_2l,z = 0. (Ver el ejercicio 21 del
€os a eos 8

grupo 14, Art. 37.)
22. Hallar las ecuaciones: a) del eje X; 6) delejeY; c¢) delejeZ.

En cada uno de los ejercicios 23-26, hallar las ecuaciones de la recta que pasa
por los dos puntos dados.

23. (0,0,0), (2, - 1,5). 25.  (1.-7,2), (1,-7, -3).
24, (5,0,7), (5 -3, 11). 26. (2,3, -4), (-5, 3, -4).

En cada uno de los ejercicios 27-32, hallar las ecuaciones de la recta que pasa
por los puntos Pi(*i, yi, zi) y P2(x2, t/2, Z2), cuando las coordenadas
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correspondientes de Pj y P2 estdn relacionadas como se indica. Interpretar los
resultados analitica y geométricamente.

27. xi=x2, yily y2. zithz2. 30. xi=jc2> yi=y2 zi~z2.
28. yi="'y2. zinz2- 31. xi=*2, yi?ziy2, zi = z2.
29.  Ninji-2, yinNil2. zi = z2- 32. *1Mx 2. yi=y2, zi= z2.

33. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto
(6, — 4, 2) y tiene por angulos directores a = 60°, (@ = 135°. (Dos solu-
ciones.)

34. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto
(5, —3, 0) y tiene por nimeros directores [2, —2, 1],

35. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los dos pun-
tas (1, 2, —3) y (2, 6, 5).

36. Demostrar que si una recta pasa por el punto Pj (xi, yi, zi) y tiene
por numeros directores [a, b, c], sus ecuaciones paramétricas pueden escribirse
en la forma

X = xi + at, y=yi+ bf. z =2+ ct

en dondet es el pardmetro. (Qué relacion guarda este pardmetro con elparé-
metro f del teorema 3, Articulo 124?

37. Escribir las ecuaciones paramétricas de una recta que estd situada:
a)en el plano XY ; b) enel plano XZ; c¢) enelplano YZ.

38. Las ecuaciones paramétricas de una recta son

X =2+ 4t, ,y = t—4, z =7 —8f.

Reducir estas ecuaciones a la forma simétrica. Hallar las coordenadas de dos
puntos de la recta y construir dicha recta.

39. Reducir la forma simétrica del teorema 1 a la forma paramétrica del teo-
rema 3, Articulo 124.

40. Reducir la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos dada en el teo-
rema 2 a la forma paramétrica del teorema 3, Articulo 124.

125 Planos proyectantes de una recta. Supongamos las ecua-
ciones de una recta | dadas en la forma general

AX + B\ly 4-c\z + Di =0, Aix+ B?y+ Czz+ D2 =20. (1)

Hemos visto (Art. 123) que la recta | puede representarse también
por dos planos diferentes cualesquiera de la familia de un haz de
planos

A\x + Bly + c\z + Di + k{ A~ + Biy + Ciz+ D2) = 0. (2)

Dado que hay un namero infinito de pares de planos que definen a la
recta | como su interseccion, es natural que escojamos aquellos
planos que sean mads Utiles para nuestros propoésitos. Estos son
los planos que pasan por | y son perpendiculares a los planos
coordenados; llamados, apropiadamente, los planos proyectantes de
la recta.
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Por el teorema 7 del Articulo 118, un plano perpendicular a un
plano coordenado se representa por una ecuacién lineal que contiene
solamente dos variables, las variables del plano coordenado par-
ticular. Por tanto, para obtener un plano proyectante determinado
de la recta (1), asignamos un valor tal al parametro k en la ecua-
cion (2) de manera que la ecuacion resultante contenga solamente las
dos variables deseadas. Este procedimiento consiste, evidentemente,
en la eliminacion de una de las variables de las dos ecuaciones de la
recta (1).

Ejemplo 1. Hallar las ecuaciones de los tres planos proyectantes de la recta
I: 2+ 3y —z =4, x —y + z = 4. Construir la recta por medio de estos
planos proyectantes.

Solucién. Para eliminar la variable z basta sumar las ecuaciones dadas.

Esto nos da
3x+2t/ = 8, (3)

que es la ecuacion del plano proyectante de la recta dada sobre el plano XY .
La variable y puede eliminarse multiplicando la segunda ecuacién de la recta
por 3 y suméandola a la primera ecuacién. Esto nos da

5x + 2z = 16, (4)

que es la ecuacién del plano proyectante sobra el plano X Z .
Andalogamente, eliminando la variable x, obtenemos

5y —3z + 4 =0, (5)

para ecuacién del plano proyectante sobre el plano Y Z .
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Dos cualesquiera de los tres planos proyectantes son suficientes para determi-
nar la recta I. Usemos, por ejemplo, los planos proyectantes (3) y (4) para
construir la recta I, tal como se ve en la figura 169. Dos de los puntos de I,
Pi y £%2, determinados por estos planos, estan sobre los planos coordenados;
estos puntos se llaman puntos de penetraciéon o trazas de la recta I.

El método para localizar cualquier punto P de la recta | también estd indi-
cado en la figura 169. Esto se logra haciendo pasar un plano 8 paralelo al pla-
no YZ. EI plano 8 corta a los planos proyectantes en dos rectas, h y 12; el
punto P es entonces el punto de intersecciéon de h y 12. Este método es de con-
siderable importancia para localizar cualquier punto sobre una curva del espa-
cio; seréd considerado més adelante en el Capitulo XVII.

Las ecuaciones de dos de los planos proyectantes de la recta (1)
pueden escribirse en la forma

y
z=nx+ c./

mx + b,\

(6)

Se les llama forma proyeccién de las ecuaciones de una recta. Esta
forma es Gtil para ciertos tipos de problemas ; el siguiente ejemplo es
una ilustracién de esto.

Supongamos que las ecuaciones de una recta | se nos dan en la
forma general (1). Queremos demostrar que | esta en un plano par-
ticular cuya ecuaciéon puede escribirse en la forma

AsX + Buy + Czz + Dz = 0. (7)

Un método, por supuesto, es obtener las coordenadas de dos de los
puntos de | y demostrar que satisfacen a la ecuacion (7). Un segundo
método consiste en demostrar que | es perpendicular a la normal al
plano (7) y que uno de sus puntos esta sobre ese plano. Un tercer
método consiste en demostrar que la ecuacion (7) se convierte en una
identidad en x cuando y y z son reemplazadas por sus valores dedu-
cidos de la forma proyeccion (6) de I. Un cuarto método es demos-
trar que el plano (7) es un miembro de la familia de planos (2). En el
siguiente ejemplo vamos a aplicar el tercer método.

Ejemplo 2. Demostrar que la recta
3X j-4y —2z + 7=0, x —y —3z+ 3 =0, (8)

estd contenida en el plano
X+ 6y + 4z + 1= 0. 9)

Soluciéon. Eliminando las variables z y y sucesivamente de las ecuacio-
nes (8), hallamos que las ecuaciones de la recta en funcién de los planos pro-
yectantes (forma proyeccién) son
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Sustituyendo estos valores de y y z en la ecuacién (9), obtenemos
X-3X--"-+2x+"-+1 =0,

una identidad para todos los valores de x. Esto muestra que las coordenadas de
todos los puntos de la recta (8) satisfacen a la ecuacion (9) del plano.

Los planos proyectantes de una recta son una simple ilustracidon de
un concepto importante en el estudio y construccidn de las curvas
generales en el espacio. Este tema sera considerado mas ampliamente
en el Capitulo XV I11I.

126. Reduccion de la forma general a la forma simétrica. Es claro
que la forma simétrica de las ecuaciones de una recta es, frecuente-
mente , mas conveniente que la forma general. Por ejemplo, dada
una recta, por su forma simétrica, es posible obtener inmediatamente
los nimeros directores de la recta y las oordenadas de uno de sus
puntos. Ademas, la forma simétrica da también, inmediatamente,
las ecuaciones de los planos proyectantes; dada la formageneral, es
necesario, casi siempre, eliminar una o mas variables. Por esto,
vamos a considerar ahora el problema de reducir la forma general a la
forma simétrica. Este método quedara mejor explicado por medio de
un ejemplo.

Ejemplo 1. Las ecuaciones de una recta son
X+ 3y—z —4=0,2x—y+z+b=0 (1)

Hallar la forma simétrica.
Solucién. Del sistema (1) , despejando x en funcién de y se obtiene

r _ + 2
3
y despejando x en funcién de z, resulta

_ 2z + 14
* - 7 v
lgualando estos resultados, tenemos
2y + 2 _ 2z + 14
— 3N 7
Como en la forma simétrica los coeficientes de las variables deben ser unitarios
y positivos, vamos a escribir estas ecuaciones en la forma
= yj-1.2z+7
- 0p’
o, para mayor claridad, en la forma
y+ 1_z+ 7
T3 7

X_
2
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La forma simétrica muestra que los nameros directores de la recta (1) son
[2, —3, — 7] y que el punto (0, — 1, —7) esta sobre ella.

Se pueden obtener formas simétricas de la recta (1) despejando y en funcién
de x y z, o z en funcién de x y y. En cada caso se obtendran los mismos nu-
meros directores, pero las coordenadas del punto seran diferentes.

La reduccién puede efectuarse también hallando las coordenadas dedos pun-
tos de la recta (1) y aplicando la formula de las ecuaciones de la recta que pasa
por los dos puntos.

Cuando se necesita obtener solamente los nimeros directores de una
recta partiendo de su forma general, es conveniente emplear el artificio
de los nimeros directores (Art. 113). Esto se ilustra en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2. Demostrar que la recta
X —y + 2z —8=0, x+ 2y + 8z —20 =0, (2)

es paralela al plano
3x - 2y + 8z - 5=0. 3)

Solucién, Como la recta (2) esta en cada uno de los planos que la definen,
es perpendicular a cada una de las normales de estos planos. Los numeros direc-
tores de estas normales son [1, — 1, 2] y [1, 2, 8]. Por tanto, por el artifi-
cio de los niumeros directores, los nameros directores de la recta (2) son

2 1 1 -1
= - 12, - - 6,
2 8 8 1 1 2
o sea [4, 2, — 1], Los numeros directores de la normal al plano (3) son
[3, —2, 8]. Entonces, como
4.3+ 2(-2)-1.8=0,

se sigue que la recta (2) es perpendicular ala normal al plano (3) y, por tanto,
es paralela al plano.

EJERCICIOS. Grupo 58

Dibujar una fig'ura para cada ejercicio.

En cada uno de los ejercicios 1-5, hallar los planos proyectantes de la recta
cuyas ecuaciones se dan. Usense estos planos proyectantes para construir la recta.

*+y+2z=6 3X—y—z =2

2x —y + 4z =8, x+ 3y —b5z = 9.
3X -)-2y —z = 4, 4r —y -7z = 14
X —y—z =2, 3x+ 2y -f-z = 6.
4x + 3y —2z = 12, x —?y + 10z = 5.

a A~ W N
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6. Las ecuaciones de una recta son
4x + 2y —3z + 8 = 0, 2x —y + 2z —11 = 0.

Hallando las coordenadas de dos de los puntos de esta recta, demuéstrese que esta
en el plano 2x + 7y — 12z + 49 = 0.
7. Las ecuaciones de una recta son

* —4y + 52 - 3=0, a+ 3y —3z+ 2 =0.

Poniendo  estas ecuaciones en funcién de los planos proyectantes,demuéstrese
que esta recta estd en el plano 3x + 2y —z + 1= 0.
8. Las ecuaciones de una recta son

5x —4y,+ 2z —9 = 0, 2x + y + 2z —4 = 0.

Empleando el haz de planos que tiene aesta recta por eje, demuéstrese que esta
en el plano x —6y —2z —1=0.

9. Demostrar que la recta *—~4t— =y ~l’\ ) esta en el plano
X —2y —3z —8 = 0.

10. Las ecuaciones de una recta | son

4x —2y + 7z —2 =0, 3x+ y —z+ 4=0,

y la ecuacién de un plano 8 es6jc—8y + 23z —14 = 0. Obtenerlas ecuaciones
paramétricas de | y sustituir estos valores de x, y y z en la ecuaci6on de 8.
Demostrar que la ecuacion resultante es una identidad en el parametro t y, por
tanto, que | estd en 8.

11. Demostrar que la recta 7x —y—z + 8 = 0, 3x + —2z —3 = 0,
estd en el plano 5x — 17y + 4z + 25 =0 empleando las ecuacionesparamétricas
de la recta.

12. Si una recta es paralela a uno de los planos coordenados, demuéstrese
que tiene solamente dos planos proyectantes diferentes.
13. Hallar la ecuacidén del plano determinado por la recta

2v+ 2t/ —z + 3=0, X —y+ 2z + 2=0,

y el punto (3, —1, 2).
14. Hallar la ecuacién del plano determinado por la recta
x+4_y—1_ 32 —2
2 -1 6
y el punto (2, 0, —4).
15. Las ecuaciones de una recta son
4x + 3y —z —11 =0, x —3y+ 2z+ 1=0.

Hallar las coordenadas de cada uno de sus puntos de penetracién o trazas en los
planos coordenados.

En cada uno de los ejercicios 16 y 17, reduzcase la forma general dada a una
forma simétrica de las ecuaciones de la recta.

16. x —y + 3z =4, 2x+ y+ 3z = 12
17. 9* + 2y —3z — 18, x —3y —5z = 15.
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18. Demostrar que la recta x + 3y + z + 9 = 0, 4x+ 3y —2z+ 12 =0,
es paralela al plano 2jc— 3y —4z + 6 = 0.

19. Demostrar que la recta x —2y —z + 7 =0, 2x 40y +z + 5 = 0Q,
es perpendicular al plano 4x + y + 2z —5 = 0.

20. Demostrar que las rectas 2x + y + z =0, x —4y -2z + 12=10, y

—= —----—-—son paralelas.

2 -3 3

21. Demostrar que las rectas 2x + y —2z + 10=0, y+ 2z —4 =0, y
-----—= M- — =" son perpendiculares.

4 -3 2

22. Hallar el dngulo obtuso que forman las rectas . n n 2’\ 3‘?

y X+ y—2z+ 11=0, 2* —y+ z —9 = 0.
23. Demostrar que las rectas 6* + 5y + 52 = 0, x + y+ 2z—1 =0, y

7* + 6y + 7z —2 = 0, 7x + 2y —21z —86 = 0, son paralelas.
24. Demostrar que las rectas 4jc+ y —z + 15=0, x —y —z +5=0, y
2x + y+ z+ 1=0, * —y-ij-2z—7 = 0, son perpendiculares.

25. Hallar el &ngulo agudo formado por las rectas 2x + y —4z —2 = 0,
4x —3y + 2z—4 =0, y x+ by-|-z+ 1=0, X y —z —1=0.

127. Posiciones de wuna rectay un plano. En este articulo consi-
deraremos primero las posiciones que pueden ocupar una recta | cuyos
nimeros directores son [a, b, c] y un plano 8 cuya ecuacién es
Ax+ By+ Cz+ D = 0.

La recta | y el plano 8 son paralelos si y solamente si | es per-
pendicular a la normal a 8. Por tanto, por el corolario 2 del teore-
ma 7, Articulo 112, una condicibn necesaria y suficiente para el
paralelismo de | y 8 est& dada por la relacién

Aa + Bb + Ce = 0. (1)

La recta | y el plano 8 son perpendiculares entre si si y solamente
si | esnormal a 8. Por tanto, por el corolario 1 del teorema 7, Ar-
ticulo 112, una condicidén necesaria y suficiente para la perpendicula-
ridad de | y 8 estd dada por las relaciones

A —ka, B =kb, C = ke, (2)

en donde k es una constante diferente de cero.
Un resumen de estos resultados lo expone el siguiente

Teorema 4. La condicién necesaria y suficiente para que la recta
cuyos numeros directores son [a, b, c] y el plano cuya ecuacién es
Ax+ By+ Cz+ D =0,

a) sean paralelos, es Aa+ Bb + Ce = 0;
b) sean perpendiculares, A = ka, B = kb, C= kc,(k ~ 0).
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Vamos a considerar ahora el caso (fig. 170) en que la recta | no
es ni paralela ni perpendicular al plano 8. Sea V la proyeccion de |
sobre 8. EI angulo formado por la recta | y el plano 8 se define
como el angulo agudo < formado por la recta | y su proyeccién I
sobre 5. Sea n lanormal a 5 en P, punto de interseccion de | y 8.
Entonces las rectas n, | y I1estdn en un mismo plano y el angulo ¢

Fig. 170

es el complemento de 8, el angulo agudo formado por n y I. Pero,
por el teorema 7 del Articulo 112, el angulo agudo 6 estd determi-
nado por la relacion

_|Aa_+ Bb + Cel tnx

eos 6= — = = - (3)

V A2+ B2+ C2V a2+ b*+ c3

Por tanto, como eos 8 —sen (90° — 8) = sen ¢, se sigue que sen 4
esta determinado por el segundo miembro de la ecuacion (3). De aqui
el siguiente

Teorema 5. EI éangulo formado por la recta cuyos numeros
directores son [a, b, c] y el plano Ax+ By + Cz+ D = 0 es el
angulo agudo determinado por la formula

| Aa 4- Bb + Ce|

sen 9 ;
V A2+ B2+ C2V a2+ b2+ e2

NOTA. EI teorema 4 puede obtenerse directamente del teorema 5. Esta
deduccion se deja como ejercicio al estudiante. (Ver los ejercicios 3 y 4 del
grupo 59 al final de este capitulo.)

Ahora vamos a considerar la determinacion de la distancia d
(fig. 171) de un punto dado Pi a una recta dada | en el espacio.
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Por el punto Pi hagamos pasar un plano 5 perpendicular a | y sea
P’ el punto de interseccion. Entonces la longitud del segmento P'Pi
es la distancia buscada d. Vamos a ilustrar el procedimiento con un
ejemplo numérico.

Fig. 172

Ejemplo 1. Hallar la distancia del punto Pi(b, —3, 3) ala recta I:
2x + 2y + z=0, 4x —y —3z —15 = 0.

Soluciéon. Por el artificio de los nimeros directores (Art. 113) hallamcs
que los numeros directores de | son [1, —2, 2]. Por tanto, la ecuacion del
plano 8 que pasa por Pi (6, —3,3) YV es perpendicular a I es

Kat- 6) —2(i/ + 3)+2(z —3) = 0,
0 sea,
* . 2y + 2z - 18 =0

Las coordenadas del punto P', interseccién de | y 8, son la solucién comun
(4, —5, 2) de las ecuaciones de i y 8. Por tanto, la distancia buscada es

d=|PPx|= V(6 - 4)2+ (-3+5)2+(3- 2)2= 3.

La distancia entre dos rectas paralelas puede hallarse como la
distancia de cualquier punto de una de las rectas a la otra recta.

Se demuestra en Geometria elemental que dadas dos rectas que se
cruzan puede trazarse una y solamente una perpendicular comun,
y que esta perpendicular es la distancia mas corta que existe entre las
dos rectas. Vamos a determinar esta distancia. Sean I\ y k (figu-
ra 172) dos rectas cruzadas cualesquiera, y AB su perpendicular
comun. Por 11 hagamos pasar un plano 8 paralelo a li. Sea Pi un
punto cualquiera de 12. Entonces la distancia de Pi a 8 es la distan-
cia buscada d = |AB \. Evidentemente, d es también la distancia
entre el plano 8 y el plano que pasando por 12 es paralelo ali,
Vamos a ilustrar la determinacién de d por un ejemplo numérico.
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Ejemplo 2.Hallar la distancia mas corta entre las dos rectas cruzadas

h: 2Xx —y+ 2z + 3=0, x+y+ 22+ 3=0;
0.

y h: X —y—z —1=0, 3x —z —7 =
Solucién. Por el Articulo 121, la familia de planos que pasanpor ij es
2x - y+ z+ 3+ k(x+y+ 2z+3) =0. (4)

Por el artificiode los niGmeros directores (Art. 113), los nimerosdirectores de
i2 son [1, —2, 3]. Por tanto, por el teorema 4anterior, paraque un plano
de la familia (4) sea paralelo a 12 debemos tener

1 2+ k)- 2(- 1+ k)+ 31+ 2k)=0,

de donde, h= — Sustituyendo este valor de k en la ecuacion (4), obtene-
mos que la ecuacién del plano que pasa por li y es paralelo a li, es

X —4y —3z —2 = 0. (5)
Las coordenadas de un punto P1de /2 son (0,6, — 7). La distancia buscada d

es la distancia de P1 al plano (5) . Por el teorema 11 del Articulo 120, esta dis-
tancia es
« 10-4.6-3 (-7)-2]| 5
d >/ 2b.
V 1+ 42+ 3a 2°

EJERCICIOS. Grupo 59

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Hallar el &ngulo que forman la recta x 12 U y el pla-

no 2x + 3y —z + 11 = 0.
2. Hallar el &ngulo formado por la recta

X —2t/+ z+ 4=0, x + 2y + 3z —4 =0,

y el plano 3* —7y + 8z —9 = 0.

3. Partiendo del teorema 5, obtener la condicién para el paralelismo de
una recta y un plano, dada por el teorema 4 del Articulo 127. (Ver el corola-
rio 2 del teorema 7, Art. 112.)

4. Partiendo del teorema 5, obtener la condicién para la perpendicularidad
de una recta y un plano, dada por el teorema 4 del Articulo 127. (Ver el coro-
lario 1del teorema 7, Art. 112))

6. Hallar la distancia del punto (— 1, 2, 3) a larecta

X —7_y +3_1z2
6 -2 37

6. Hallar la distancia del punto (7, 7, 4) a larecta

bx + 2y + z —4 =0, bx —y —2z —10 = 0.
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7. Demostrar que las rectas

X —2_y—2_8—z Xx —1_2 —y _z+ 3
1 -~ 4~ 4 73

son paralelas, y hallar la distancia entre ellas.

—44

8. Demostrar que las rectas x + 7y —z —16 =0, X —y + z —4 =10, y
x + Ny —2z =0, x —5y + 2z —4 = 0, son paralelas, y hallar la distancia

entre ellas.
9. Hallar la distancia més corta entre las dos rectas que se cruzan

* —1_y+2_2z2—3 ,x+2_y—2_2+1
2 1 - 1 —3 — 1 — 2

10. Hallar la distancia mas corta entre las dos rectas cruzadas

X+ y+ 2z —1=0, x —2y —z~\=0,

y 2x —y + 2z —3=0, X+ y+z—1=0.

11. Hallar la  ecuacién del plano que pasa porelpunto 3,—1,7) y es
erpendicular a larecta *~i~- = - —y = -2-
perp -3 - i/ 2

12. Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto (2, 4, — 1) y es

paralelo a cada una de las rectas

X _y —3_z2+2 x—1_ y+2_ z—7
1 -4 2 7 3 = 1 = - 1"
13. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (7, —2, 9) y es
perpendicular a cada una de las rectas
x — 2 y _z + 3 ~ jr+ 4 _y—2_ 2z
2 -2 3 7 1 5 ~NT!
14. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (5, 0, —3) y es
aralela a la recta x =V NNz
P 3 Q - 8 9

15. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (6, 4, —2) y es
paralela a cada uno de los planos x+2y —3z+8 =0y 2x - y+ z —7 = 0.

16. Hallar la ecuacion del plano que pasa por la recta x ) 2 =

y es paralelo a la recta — —- = — =iLl_Z.

17. Hallar la ecuacion del plano determinado por la recta

X y —6_ z+ 3

o2 -1
y el punto (4, —3, 2).

18. Demostrar que la recta _6_2 = —EI—GI* = *é ™y el plano

2x —3y + 6z + 3=U

son paralelos y determinar la distancia que hay entre ellos.

A =

—3 4
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19. Demostrar que las rectas

x + 1 y z —2 Xx —3_3—2y _1—z
2 ~ -1~ 4 7 2 2 " -4

son paralelas, y hallar la ecuacion del plano determinado por ellas.
20. Demostrar que las rectas

x —1_y—4_2z —5 X —2_y—8_z —11
2 " T " 2 y —1 — 3 —4

se cortan, y hallar la ecuacion del plano determinado por ellas.
21. Demostrar, analiticamente, que si dos planos paralelos son cortados
por un tercer plano, las rectas de interseccién son paralelas.

22. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto (6, — 1, 3) y «s
perpendicular ala recta 2jc+ 2y + z —4 = 0, x —3y + 4z + 2 = 0.

23. Hallar laecuacion del planoque pasa por elpunto (2, 2, — 4) y es
paralelo acada una delas rectas x +y — z + 11=0, x—y+ 2z — 7= 0, y
2x —3y —2z +8=0, x+ 2y + z —9=0.

24. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (5, 1, — 1) y es
paralela a cada uno de los planos 3x —y + 2z —5=0y 2x + 2y —3z+ 9= 0.

25. Hallar las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (1, 6, — 5) y es
perpendicular a cada una de las rectas 3x —2y + 3z + 9=0, x+ y—2z+ 13=0,
y 2*+2y —5z+ 10=0, x—y—z+ 3=0.

26. Hallar la ecuaciéon del plano determinado por la recta

2Xx —y —z+8 =0, x+ by —2z —7 =0,

y el punto (1, —2, 2).
27. Hallar la ecuacion del plano que pasa por la recta

5x —3y + 2z+ 1=0, x + 3y- z+ 11 =0,
y es paralelo a la recta de ecuaciones
X+ 4y —3z —2 =0, 3x —y + 4z —9 = 0.
28. Demostrar que la recta
3X —y —z+ 1=0, 7x —2y —3z + 3 =0,

y el plano x + y —3z + 8 = 0son paralelos, y hallar la distanciaque hay
entre ellos.

29.Demostrar que las rectasx —2y + 2z —4=0, x + 4y + 82 + 8 = 0,
y *i+y+ 5z —5=0, x+ 8y+ 12z —12 = 0, son paralelas, y hallar la
ecuacion del plano que determinan.

30. Determinar la distancia d del plano 8: 3x —12y + 4z —3 = 0 al
punto Pi(3, — 1, 2) por el siguiente procedimiento. Hallense las coordenadas
del punto P', pie de la perpendicular trazada de Pi a 8. Luego determinese d
como la longitud del segmento P'Pj.



CAPITULO XVI

SUPERFICIES

128. Introducciéon. EI presente capitulo lo dedicaremos al estudio
de la ecuacion rectangular en tres variables,

F{x,y,z) = 0. (1)

En primer lugar vamos a extender al espacio tridimensional algunos de
los conceptos fundamentales relativos a la ecuacion

f(x, y) =0,

como representacion analitica de un lugar geométrico, estudiados en
el Capitulo I1.

Vimos en en el Capitulo X1V que todo plano se representa analiti-
camente por una Unica ecuacion lineal de la forma

Ax+ By+ Cz+ D = 0.

De una manera mas general, veremos que, si existe una representa-
cion analitica de una figura geométrica considerada por nosotros como
una superficie, tal representacién consistira en una Unica ecuacion
rectangular de la forma (1). Por ejemplo, se puede demostrar facil-
mente , por medio de la formula de la distancia entre dos puntos (teo-
rema 1, Art. 108), que la superficie esférica de radio r y con centro
en el origen se representa, analiticamente, por la ecuacion

X2+ y2+ 2= r2.

De acuerdo con lo anterior, vamos a establecer la siguiente
Definicion. Se llama superficie al conjunto de puntos, y sola-
mente de aquellos puntos, cuyas coordenadas satisfacen una sola ecua-
cion de la forma (1).
El lector debe notar cuidadosamente lo que implica esta definicion.
Como de ordinario , las coordenadas de un punto estan restringidas a
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valores reales. La definicion establece que, si una ecuacion de la
forma (1) representa un lugar geomeétrico, ese lugar geométrico es
una superficie. Y reciprocamente, si una superficie puede represen-
tarse analiticamente, tal representacion es una sola ecuacion de la
forma (1).

Aunque la ecuacién (1) contiene tres variables, la ecuacién de una superficie
puede contener solamente una o dos variables. Por ejemplo, vimos anterior-
mente que una ecuacion de la forma x —k. en que k es una constante cualquie-
ra, representa un plano paralelo al plano YZ. Ademés, veremos mas adelante
que una ecuacion de la forma

*2+ y2= 4, (2)

considerada en el espacio, representa un cilindro circular recto. Al trabajar en
tres dimensiones, el lector debe cuidarse de referirse a la ecuaciéon (2) como una
circunferencia. Con el fin de evitar tal ambigtiedad, generalmente es mejor
referirse a la ecuacion (2) como a “la superficie x2+ y2= 4" o *“el cilin-
dro x2+ y» = 4",

Toda ecuaciéon de la forma (1) no representa necesariamente una superficie.

Por ejemplo, la ecuacién
X2+ y2+ 422+ 7 =0

tiene un ndmero infinito de soluciones o ternas de valores parax, Yy vy z.
en ninguna de las ternas son realeslos tres valores.Por tanto, en nuestra Geo-
metria real, decimos que esta ecuacién no representa ningin lugar geométricom
Podemos anotar también que la ecuacidn

X2 y2+ 4z22=0

tiene solamente una solucién real, quees x =y =z = 0,y, por tanto, su lu-
gar geométrico estd constituido por un solo punto, el origen.

Pero

129. Discusién de la ecuacién de una superficie. En la construc-

cion de curvas planas (Art. 19), vimos que era particularmente ven-
tajoso discutir la ecuaciéon de una curva antes de trazar su grafica
correspondiente. Analogamente, es ventajoso discutir la ecuacion de
una superficie antes de construirla. Limitaremos nuestra discusién a
los cinco pasos siguientes :

1. Intercepciones con los ejes coordenados.

2. Trazas sobre los planos coordenados.

3. Simetria conrespecto a los planos coordenados, ejes coorde-
nados y al origen.

4. Secciones por planos paralelos a los planos coordenados.

5. Extension de la superficie.

Los dos primerospasos fueron definidos y discutidos en el Articu-
lo 116.Por tanto, dedicaremos el resto de este articulo a una discu-
sién de los tres pasos restantes.
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En el Articulo 16 dimos las definiciones para la simetria de una
curva con respecto a una recta y con respecto a un punto. Estas defi-

niciones no cambian cuando la palabra ‘‘curva’’ es reemplazada por
la palabra  “superficie *”. Queda por defininir la simetria con respecto
a un plano.

Definicion . Se dice que dos puntos diferentes son simétricos con
respecto a un plano si y solamente si el plano es perpendicular al seg-
mento que los une en su punto medio.

Asi, los puntos Pi y P2 (fig. 173) son simétricos con respecto al
plano 8 siempre que el plano sea perpendicu-
lar al segmento P1P2 en su punto medio. El
plano 8 se llama plano de simetria.

Definicion. Se dice que una superficie
es simétrica con respecto a un plano de sime-
tria 5 si el simétrico de cada punto de la su-
perficie , respecto al plano 8, es también un
punto de la superficie.

Las pruebas para determinar la simetria de
una superficie a partir de su ecuaciéon pueden
obtenerse por los mismos métodos empleados para deducir las pruebas
analogas para las curvas planas (Art. 16). De acuerdo con esto, el
estudiante debe verificar los resultados dados en la siguiente tabla.

Si la ecuacion de la superficie La superficie
no se altera cuando las varia- es simétrica

bles x, y y z son reemplaza- con
das por respecto al
—X, Y, 2 plano Y Z
X, —Y, Z plano XZ
X, ¥, - 2z plano XY

- X, - Y,z eje Z

—X, Yy, —12 eje Y

X, —Yy, —z2 eje X

—X, —Yy, —12 origen

Los tres siguientes teoremas constituyen un resumen de estos resul-
tados .

Teorema 1. Si laecuacion de una superficie no se altera cuando se
cambia el signo de una de las variables, la superficie es simétrica con
respecto al plano coordenado a partir del cual se mide esa variable, y
reciprocamente.
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Teorema 2. Si la ecuacion de una superficie no se altera cuando se
les cambia el signo a dos de sus variables, la superficie es simétrica con
respecto al eje coordenado a lo largo del cual se mide la variable cuyo signo
no se cambid, y reciprocamente.

Teohema 3. Si la ecuacién de una superficie no se altera cuando
sus tres variables cambian de signo, la superficie es simétrica con respecto
al origen, y reciprocamente.

Supongamos que la ecuacion de una superficie es
F(.x, V, z) = 0. (1)

Se puede obtener una buena idea de la forma de esta superficie estu-
diando la naturaleza de sus secciones planas. Tales secciones pueden
determinarse convenientemente cortando la superficie por una serie de
planos paralelos a los planos coordenados. Por ejemplo, los planos
paralelos al plano XY pertenecen a la familia cuya ecuacion es z —k ,
en donde k es una constante arbitraria o parametro. Entonces, de la
ecuacién (1), tenemos que

F(x, y, h) —0, z=k, (2)

son las ecuaciones de la curva de interseccion del plano con la superfi-
cie, correspondiendo a cada valor asignado a k una curva determina-
da. Y como la curva (2) estd en el plano z = k, puede determinarse
su naturaleza por los métodos de la Geometria analitica plana.

El concepto de la extensién de una superficie es analogo al de
la extension de una curva plana ya estudiado en el Articulo 17.
Si se da la ecuacion de una superficie en la forma (1), se puede
ver de despejar una de las variables en funcién de las otras dos.
Si, por ejemplo, despejamos z en funcibn de x y y podemos
escribir la ecuaciéon en_la forma

2=/(*, y)- (3)

Una ecuacioén en la forma explicita (3) nos permite obtener los inter-
valos de variacion de los valores reales que las variables pueden tomar.
Esta informacién es util para determinar la localizacion general de la
superficie en el espacio coordenado ; también indica si la superficie es
cerrada o indefinida en extensién.
130. Construccion de una superficie. En este articulo vamos a

ilustrar la discusion de la ecuacion de una superficie y la construccion

de la misma mediante varios ejemplos.
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Ejemplo 1. Discutir la superficie cuya ecuacion es
X2+ y2- 4z = 0. (1)

Construir la superficie.

Solucién. 1. Intercepcionesm Las Unicas intercepciones con los ejes coor-
denados estan dadas por el origen.

2. Trazas. La traza sobre el plano XY es un solo punto, el origen. La
traza sobre el plano XZ es la pardbola x2 = 4z, y = 0. La traza sobre el pla-
no YZ esla pardbola y2 = 4z, x = 0.

3. Simetria. La superficie es simétrica con respecto al plano YZ, al pla-
no XZ vy al eje Z.

4. Secciones. Los planos z —k cortan a la superficie (5) en las curvas

X2+ y2 =44 : =Kk,

que constituye una familia de circunferencias, para todos los valores de k > 0.
Los planos y = k cortan a la superficie (1) en las parébolas

X2= 4"z — y = k;
y los planos x = k cortan a la superficie (1) en las parabolas

y2=4(z-1t) "’ *- k-

5. Extensién. La ecuaciéon (1) muestra que las variables x y y pueden
tomar todos los valores reales, pero la variable z esta restringida a valores posi-
tivos. Por tanto, ninguna parte de la superficie aparece abajo del plano XY,
sino que se extiende indefinidamente hacia arriba del plano XY.

En la figura 174 se ha trazado una parte de la superficie. Todas las secciones
paralelas al plano XY son circunferencias cuyo radio crece a medida que se alejan
del plano X Y. La parte que estad en el
primer octante aparece en linea gruesa.

Esta superficie se llama paraboloide de
revolucion.

Ejemplo 2. Discutir la superficie
cuya ecuacion es

x2+ z- 2=0. (2)

Construir la superficie.
Solucién. 1. Intercepciones. Las

intercepciones con el eje X son + V 2.
Con el eje y no hay intercepcién. La
intercepcion con el eje Z es 2.

2. Trazas. Las trazas sobre el pla-
no XY son las rectas x = \/ 2,z =0,
y x = —V 2,z =0. La traza sobre
el plano XZ es la pardbola x2= —(z —2), y = 0. La traza sobre el pla-

no yZ eslarecta z =2, x =0.
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3. Simetria. La superficie es simétrica con respecto al plano YZ.

4. Secciones. Si cortamos la superficie (2) por los planos z = k se obtie-
nen las rectas x = #&=*/2 —k, z = k, siempre que k <2. Los planos y = k
cortan a la superficie en las pardbolas x2= —(z —2), y = k. Los planos
x = h cortan a la superficie en lasrectas z = 2 — k2, x = k.

5. Extensién. Por la ecuacién (2) vemos que no hay restricciones para
los valores que x y y pueden tomar. Pero la variable z no puede tomar valores
mayores de 2. Por tanto, la superficie estd en su totalidad abajo o en el plano
z = 2 y es indefinida en extensién.

Fig. 175

En la figura 175 aparece una parte de la superficie. Dicha superficie es, evi-
dentemente, un cilindro cuyas generatrices son paralelas al eje Y y cuyas seccio-
nes paralelas al plano XZ son parabolas congruentes. En vista de esta Gltima
propiedad, la superficie se llama cilindro parabdlico.

EJERCICIOS. Grupo 60

En cada uno de los ejercicios 1-24, estudiar y trazar la superficie cuya
ecuacion se da.

1. x2+ y2+ z2= 4 12. y2+ Z2=09.

2. 4x2+ 4y2+ z2= 4. 13. 9x2+36y2+ 16z2 = 144.
3. x2+ y2 =25 14. 9x2- 4y2+ 3z2 = 36.

4., x2+ y2- 922 = 9. 15. Jx2- 6y2+ 2z2= 6.

5. 9x2- 4y2- 4z2 = 36. 16. y2—4z + 4 = 0.

6. *2+ 4z2 = 16. 17. x2- 4x + 2y + 12=0.
7. y2- z22= 25 18. 3x2+ z2- 12x —6y + 12 = 0.
8. x2+ z2—9y —0. 19. x2 —4y2+ z2= 0.

9. x2+ y2- z2=0. 20. x2- 2y2- 222+ 2x = L.
10. — X =0 21. y2—x3=0,

11. X2+ y2+ 22+ 2x - 4z + 1 =0.

22. 22+ 4x —4z = 4
23. x2- 3y2- 4z2=0.
24. x2- y2- 2z =0.
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25. Explicar como se deducen los teoremas 1, 2 y 3 del Articulo 129.

26. Demostrar que si una superficie es simétrica con respecto a dos de los
planos coordenados también lo es con respecto al eje coordenado contenido en
ambos planos.

27. Demostrar que si una superficie es simétrica con respecto a cada uno de
los planos coordenados también lo es con respecto al origen.

28. Por medio de un ejemplo, demostrar que el reciproco del teorema del
ejercicio 27, no es necesariamente verdadero.

29. Demostrar que si una superficie es simétrica con respecto a cualquiera de
los planos coordenados y al eje coordenado perpendicular a ese plano, también
lo es con respecto al origen.

30. Demostrar que la ecuacion y2—z2 =0 representa dos planos que se
cortan. Trazar estos planos.

131 Ecuacion de la superficie esférica. En nuestro estudio ana-
litico de la esfera, s6lo nos interesa su superficie. Por esto, algunas
veces, usaremos como sindnimos los términos esfera y superficie esfé-
rica. El estudiante debe observar en este articulo la estrecha analogia
que existe entre las caracteristicas de la superficie esférica y los resul-
tados previamente obtenidos para la circunferencia en la Geometria
analitica plana (Capitulo 1V).

La superficie esférica se define como el lugar geométrico de los pun-
tos del espacio que equidistan de un punto fijo. La distancia constante
se llama radio y el punto fijo centro. De esta definicion y del teore-
ma 1 del Articulo 108 obtenemos el siguiente teorema (ver el teorema 1
del Articulo 39).

Teorema 4. La ecuacion de la superficie esférica cuyo centro es el
mpunto (h, k, 1) y cuyo radio es la constante r es

(x_h)2+ (y-k)2+ (z-1)2=r2. (1)

Corolario . La superficie esférica cuyo centro es el origen y cuyo
radio es la constante dada r tiene por ecuacion

X2+ y2+ z2= r2.

La ecuacién (1) del teorema 4 se conoce como forma ordinaria de
la ecuacion de la esfera. Si desarrollamos esta ecuacion y ordenamos
los términos, obtenemos una ecuacién de la forma

tf + y2+ 22+ Gx+ Hy + Iz + K = 0. (2)

La ecuacion (2) es la llamada forma general de la ecuacion de la
esfera. Contiene cuatro constantes arbitrarias independientes; por
tanto, unasuperficie esférica queda perfectamentedeterminada
porcuatro condiciones independientes. Asi, por ejemplo, cuatro
puntos no coplanares determinan una superficie esférica.



396 GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO

132. Coordenadas esféricas. En este articulo vamos a considerar
un nuevo sistema de coordenadas en el espacio que esta estrechamente

asociado con la superficie esférica.
Sea P(x, y, z) (fig. 176) un punto cualquiera'de una superficie
esférica de centro el origen y radio r. La ecuacion de la superficie es,

evidentemente,
X2+ y2+ z2= r2. (1)

La porcién de la esfera comprendida en el primer octante aparece en la
figura 176. Por el punto P y el eje Z pasa un plano que corta al

plano XY en larecta I. Denotemos por O el &ngulo formado por | y
la parte positiva del eje X , y por el formado por el radio OP y la
parte positiva del eje Z. Designemos por P', A, B y C, respecti-
vamente , las proyecciones del punto P sobre el plano 17 y sobre los

ejes X, Yy Z. Sea |OP'"|=|CP\=s.
Del tridngulo rectdngulo OPC tenemos

s=rsen <t

De los triangulos rectdngulos OAP', OBP'y OP'P , tenemos, res-

pectivamente ,
X = s e0os 6 = r sen €e0s 6,

y =ssen 6 =r sen +sen 6,
z= P'P = rsen (90° —<f) = r eos
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Evidentemente, de las relaciones

X =rsen keos 9, y=rsen¢sen 0, z=reos |, (2)

es posible localizar cualquier punto P sobre la superficie esférica (1)
cuando se conocen los valores de r, €y 8. Por esto estas cantidades
se llaman coordenadas esféricas del punto P y se escriben asi: (r, < 8).
De una manera mas general, si dos rectas cualesquiera, intersectantes
y perpendiculares en el espacio, tales como los ejes X y Z, y su
interseccion O, se toman como elementos de referencia, entonces con
las coordenadas esféricas (r, <€ 6) se puede localizar cualquier punto
en el espacio. Tenemos asi un nuevo sistema llamado sistema de coor-
denadas esféricas.

Considerado como un punto de la superficie de la Tierra, P se
localiza por su latitud, el complemento del &ngulo <€, y su longitud 6
medida a partir del eje X como una recta en el plano del meridiano
principal. De acuerdo con esto, las coordenadas ¢y 8 se llaman,
respectivamente, colatitud y longitud del punto P . La coordenada r
se llama radio vector del punto P .

La longitud 6 puede medirse, como en Trigonometria, tomando
la parte positiva del eje X como lado inicial (Apéndice IC, 1). Para
que las coordenadas esféricas (r, <€, 6) representen un punto Unico
en el espacio, restringimos sus valores a los intervalos

fALO, O0.£<£<;n:, 0O<0<2jt.

Eliminando 4>y 6 de las relaciones (2), obtenemos la ecuacién (I).
Como el radio r de una esfera dada es una constante fija, vemos
que las relaciones (2) son las ecuaciones paramétricas de una superficie
esférica de centro el origen y radio r, siendo las variables €=y 8 los
parametros.

Las relaciones (2) pueden emplearse como ecuaciones de transfor-
macién entre los sistemas coordenados rectangular y esférico. Si des-
pejamos r, &y 6, obtenemos

femmmmm eem e 2
r=vil+y2+z‘, HS=aree 0 s yi+z, B:aretg-’y-, (3)

las cuales pueden emplearse también como ecuaciones de transforma-
cion entre los dos sistemas.
Los resultados precedentes se resumen en el siguiente

Teorema 5. Las coordenadas rectangulares (x, y, z) y las coor-
denadas esféricas (r, <= 6) de un punto en el espacio estan ligadas por
las relaciones

X =rsen<4e0s6, y=rsen<sen 8, z=r eos
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Las transformaciones entre los dos sistemas coordenados pueden efectuarse
por medio de estas ecuaciones y de las siguientes relaciones obtenidas
de ellas:

r=Vxz+ y2+ z2, <= are eos 8 = aretqs—x.

5_ 5— =
V X +y2+ 27
Z/as variaciones para r, ¢y 8 estdn dadas por los intervalos

r>0, Of<><Jt, 0<6 < 2jt.

EJERCICIOS. Grupo 61

Dibujar una figura para cada ejercicio.

1. Demostrar el teorema 4 y su corolario dados en el Articulo 131.

2. Hallar la ecuaciéon de la superficie esférica cuyo centro es el punto
(3, 2, —2) y que es tangente al plano x + 3y —2z + 1=0.

3. Hallar la ecuacion de la superficie esférica cuyo centro esta sobre el eje X
y que pasa por los dos puntos (3, —4, 2) y (6, 2, —1).

4. Hallar el centro y radio de la superficie esférica cuya ecuacién es

X2+ y2+ z2- 8 + 6y - 12z + 12 = 0.

5. Hallar el area de la superficie esférica cuya ecuacion es
9*2 + 92 + gz2 _ 36 + ny - 182 + 13 = 0.

6. La ecuacion de una superficie esférica es
X2+ y2+ z2+ 6y —4z + 9 = 0.

Hallar la ecuacién de la superficie esférica concéntrica con ella que es tangente
al plano 2x —3y + 2z + 4 = 0.

7. Obtener la ecuacion de la superficie esférica que pasa por cuatro puntos
dados no coplanares en forma de determinante. (Ver el teorema 3, Art. 41.)

8. Hallar la ecuacién de la superficie esférica que pasa por los cuatro pun-
tos (8,2, 2), (-4,3 -3), (-12 5 vy(@43 -17).

9. Demostrar que el plano tangente a la superficie esférica

X2+ y2+ z2=1r2

en el punto Pi (xi, yi, z1) tiene por ecuacién xix + yiy + zjz = r2.

10. Hallar la ecuacion de la superficie esférica que pasa por el punto
(—1, 6, —3) y es tangente al plano 4x + 4y + 7z —% = 0 en el pun-
to (7, 3, 8).

11. La traza de una superficie esférica con el plano XY es la circunferencia
x2+ y2—2x —4y —3 =0, z = 0. Hallar la ecuacién de la superficie si pasa
por el punto (3, 4, 2).

Los ejercicios 12-17 se refieren a las esferas

Si= x2+ y2+ z2+ Gix+ Hiy+ hz + Ki=0, i=1 2, 3, 4
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12. Demostrar que para todos los valores de k diferentes de —1, la ecua-
cion .Si + kS2 = 0 representa la familia de esferas que pasan por la interseccion

de las esferas Si = 0y = 0, con excepcién de la esfera S2 = 0.
13. Silas esfsras Si = 0y S2= 0, no son concéntricas, demuéstrese que la
ecuacion Si + kS2 = 0 representa un plano para k = — 1. Este plano se llama

plano radical de las dos esferas.

14. Si las esferas Si = 0 y S2 = 0 son tangentes entre si, demuéstrese que
para todos los valores de k diferentes de — 1, la ecuacién Si + kS2 = 0 repre-
senta a todas las esferas que son tangentes a las dos dadas en su punto comun,
con excepcion de la esfera S2 = 0.

15. Demostrar que el plano radical de dos esferas tangentes es su plano tan-
gente comun.

16. Si de las tres esferas, Si = 0, S2=0, S3= 0, no hay dosque sean
concéntricas, y sino tienen una linea de centros comin, demuéstreseque sus
tres planos radicales se cortan en una recta comdn. Esta recta se llama eje radical
de las tres esferas.

17. Si los centros de cuatro esferas no son coplanares, y si de las cuatro
esferas no hay dos que sean concéntricas, demuéstrese que sus planos radicales se
cortan en un punto comdn. Este punto se llama centro radical de las esferas.

18. Hallar laecuacién del plano radical de las dos esferas

X2+ y2+ z2- 2x + 4y —62 + 10=0
y X2+ y2+ 7-+ Sx —2y f-4z + 12 = 0.

19. Hallar las ecuaciones del eje radical de las tres esferas

X2+ y2+ z2- 2x - lz + 1 =0,
X2+ y2+ z2 —8x —4y —6z + 25 = 0,
y X2+ y2 + z2+ 6x + 2y + 6z+ 18 = O.

20. Hallar las coordenadas del centro radical de las cuatro esferas
+ y*+ z2=4, X2+ y2+ z2- 2x - 4y + 6z + 13=0,
X2+ y2+ 22+ 4x + 4y - 4z + 11 =0
y X2+ U2 + z2—4x —6y —82+ 25 = 0.

21. Hallar la ecuacién de la superficie esférica que pasa por la circunferencia
de interseccion de las dos superficies esféricas
X2+ y2+ z2- 2x + 2y - 4z +2=0
y X2+ y2+ z2—4x —2y —6z + 10 =0,

y quetambién pasa por el punto (—2, 4, 0).
22. Hallar la ecuacion de la superficie esférica que pasa por la circunferencia
de interseccion de las superficies esféricas

X2+ y2+ z2 —4x —8y + 6z + 12=0

y X2+ y2 + z2—4x + 4y —6z—12 = O,
y es tangente al plano x + 2y —2z = 3. (Dos soluciones.)
23. Eliminando los parametros 6 y 0, demostrar que
X = rsen$€0s8 y—rsen<tsen6 z =r eo0s +

sonlas ecuacionesparamétricas de la superficie esféricax2+ y2+ z2= r2
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21. Obtener las relaciones (3) a partir de las relaciones (2) del Articulo 132.

25. Trazar los dos puntos cuyas coordenadas esféricas son (1, 60°, 30°) y
(2, 45°, 120°) . Hallar las coordenadas rectangulares de cada uno de estos puntos.

26. Hallar las coordenadas esféricas de cada uno de los puntos cuyas coorde-
nadas rectangulares son (3, —4, 0) y (6, 3, 2).

27. La ecuacion rectangular de una superficie esférica es

X2+ y2+ z2= 4y,

Hallar su ecuacidn en coordenadas esféricas.

28. Transformar las siguientes ecuaciones rectangulares de superficies a co-
ordenadas esféricas: a) X + 4y = 0:b)y —2=0; ¢) x2 + y2=4"
d) x2+ y2+ 2z2=4; e) x2+ y2—z2=0.

29. Hallar eidentifica! la ecuacion rectangular de la superficie cuya ecuacién

en coordenadas esféricas es: a) r=3; b) 6= 7; c) r—2eos0 =0.
30. Transformarlas siguientes ecuacionesde coordenadas esféricas a rectan-
gulares: a) r = 4; b) rsen0sen0=7; ¢c) r =3e0s <

133. Ecuacion deuna superficie cilindrica. Se Ilama superficie
cilindrica a la generada por una recta que se mueve de tal manera que

z

Fig. 177

que se mantiene siempre paralela a una recta fija dada y pasa siempre
por una curva fija dada.

La recta movil se llama generatriz y la curva fija directriz de la
superficie cilindrica.

En nuestro estudio de la superficie cilindrica consideraremos que la
directriz es una curva contenida en uno de los planos coordenados. Por
ejemplo, sea C (fig. 177) una porcién de la directriz contenida en el
plano Y Z, y sean [a, b, c] los nimeros directores de la generatriz
de la superficie cilindrica. Podemos escribir entonces las ecuaciones de
la curva C en la forma

f(y,z)= 0,z = 0. o
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Sea P{x, y, z) un punto cualquiera de la superficie, y supongamos
que la generatriz que pasa por P corta a C en el punto P' (0, y', z').
Entonces, las ecuaciones de esta generatriz son

X _y—y _ z—1z2
a b c (2)

Ademas, como P' estd sobre C, sus coordenadas satisfacen a las
ecuaciones (1), y tenemos

f(y', *) =0, x1=0. )

Por la definicion de superficie cilindrica, el punto P puede estar sobre
la superficie si y solamente si sus coordenadas (x, y, z) satisfacen a
las ecuaciones (2) y (3) las cuales constituyen un sistema de cuatro
ecuaciones independientes. De estas cuatro ecuaciones podemos eli-
minar las tres cantidades x', y' y z' considerdandolas como pardme-
tros (véase el Articulo 95). EIl resultado es una sola ecuacion en las
tres variables x, y y z, y ésta es la ecuacion buscada de la superficie
cilindrica.

Ejemplo 1. Hallar la ecuacién de la superficie cilindrica cuya directriz es la

parabola
x2=4y, z=0 (4)

contenida en el plano XY, y cuyas gene-
ratrices tienen por numeros directores
1, 1 31,

Solucién. Supongamos que la genera-
triz que pasa por un punto cualquiera
P (x, y, z) (fig. 178) de la superficie cor-
ta a la directriz en el punto P'(x1 y', 0).
Entonces, las ecuaciones de esta genera-
triz son

X- X1_y-y =2 m

| 3

También, como P' estd sobre la parabo-
la (4), tenemos

0. )

Eliminando x', y', z' de las ecuaciones
(5) y (6) por sustitucién de los valores de x' y y' dados por las ecuaciones (5)

en la primera de las ecuaciones (6), obtenemos
9x2+ z2 —bxz —liby + 12z = 0, (7

que es la ecuacion buscada de la superficie. EIl estudiante debe observar que la
traza de la superficie (7) sobre el plano XY es la directriz (4) .
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Acabamos de considerar la determinacion de la ecuacion de una
superficie cilindrica a partir de las ecuaciones de su directriz y de los
nameros directores de sus generatrices. Para el problema inverso, a
saber, encontrar las ecuaciones de la directriz y los nimeros directores
de las generatrices de una superficie cilindrica, a partir de su ecuacion,
podemos proceder como se ilustra en el siguiente ejemplo. Mas ade-
lante (Art. 137, ejemplo 3), consideraremos otro método que es apli-
cable en algunos casos.

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuacién
X2+ y2+ 222+ 2x2 - 2yz =1 (8)

representa una superficie cilindrica, y hallar las ecuaciones de sudirectriz y los
nimeros directores de sus generatrices.

Solucién. De la definicion de superficie cilindrica se deduce que las sec-
ciones hechas por planos paralelos al plano de la directriz son curvas congruen-
tes con la directriz. Asi, las secciones de la superficie (8) hechas por los planos
z = k son las curvas

x2+ y2+ 2k2+ 2kx —2ky —1, z = fe
las cuales pueden escribirse en la forma

(x + fe)2+(y - f)2=1, z = fe 9)

Las ecuaciones (9) son todas circunferencias de radio 1,cualquieraquesea el
valor de fe. En particular, para fe = 0, tenemos la circunferencia

x2+y2=1 z =0. (10)

Por tanto, la superficie (8) es una superficie cilindrica circular cuya directriz
es la circunferencia (10) .

Evidentemente, la recta que une el centro (—fe, fe, fe) de cualquiera de las
circunferencias (9) y el centro (0, 0, 0) de la directriz (10) es paralela a
las generatrices. Como los nimeros directores de esta recta son [—1, 1, 1],
éstos son también los numeros directores de las generatrices.

El estudiante debe construir la superficie (8).

Si las generatrices de una superficie cilindrica son perpendiculares
al plano de su directriz, se llama recta y, en caso contrario, oblicua.
Las superficies cilindricas rectas son de gran importancia, como vere-
mos més adelante en el Capitulo XV II. Por el método empleado en
el ejemplo 1, podemos facilmente demostrar que la ecuaciéon de una
superficie cilindrica recta, cuyas generatrices son perpendiculares al
plano coordenado de su directriz, carece de la variable no medida en
ese plano coordenado. Ademas, el lugar geométrico plano de esta
ecuacion es la directriz. Por ejemplo, la superficie cilindrica recta
cuya directriz es la circunferencia y2+ z1= 9, * = 0, se representa
por la ecuacién y2+ z2= 9.
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Reciprocamente, por el método del ejemplo 2, acabado de explicar,
podemos demostrar que una ecuacién que carezca de una variable
representa una superficie cilindrica recta cuyas generatrices son per-
pendiculares al plano coordenado en el cual no se mide la variable
ausente, y cuya directriz es el lugar geométrico plano de esta ecuacién.
Por ejemplo, la ecuacion x2—y2 = 4 representa una superficie cilin-
drica recta cuyas generatrices son perpendiculares al plano XY y cuya
directriz es la hipérbola x2—y2= 4, 2= 0.

Vamos a resumir estos resultados en el siguiente

Teorema 6 . Una ecuacion representa una superficie cilindrica
recta, cuyas generatrices son perpendiculares al plano coordenado que
contiene a la directriz, si y solamente si carece de la variable no medida
en ese plano. EI lugar geométrico plano de esta ecuacion es la directriz.

Si la directriz de una superficie cilindrica es una circunferencia, la
superficie se llama circular. Analogamente, tenemos superficies cilin-
dricas parabdlicas, elipticas e hiperbdlicas. Puede también anotarse
que un plano es una superficie cilindrica cuya directriz es una recta.

134. Coordenadas cilindricas. En este articulo estudiaremos
coordenadas cilindricas, que, como las coordenadas esféricas (Ar-
ticulo 132), son muy datiles en cier-
tas partes de otras ramas de las z
Matematicas.

Sea P(x, vy, z) (fig. 179) un
punto cualquiera de la superficie
de un cilindro circular recto de
radio r cuyo eje es el eje Z. La
ecuacion de la superficie es, evi-
dentemente ,

X2+ y2=r2. (1)

Una parte de la superficie que

queda en el primer ootante se ha

representado en la figura 179. Por

el punto P y el eje Z hagamos

pasar un plano que cortard a la X

superficie en una generatriz cuyo Fig. 179
punto de interseccién con el plano

XY serd el punto P'. Sea | OP' \= r, y designemos por 6 el angulo
formado por OP' y la parte positiva del eje X . Entonces tenemos las

relaciones
X = rsen y —r sen )

as
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las cuales, evidentemente, permiten localizar cualquier punto de la
superficie cilindrica (1) cuando se conocen los valores de r, 8y z.
Por esto, estas cantidades se llaman coordenadas cilindricas del pun-
to P y se escriben (r, 8, z). De una manera mas general, si un
punto fijo (el origen O), una recta fija (el eje X) y un plano dado
(el plano XY) son tomados como elementos de referencia, entonces,
con las coordenadas cilindricas (r, 6, z), se puede localizar cual-
quier punto en el espacio. Tenemos asi el sistema de coordenadas
cilindricas.

El angulo 6 puede medirse . como en Trigonometria, con la parte
positiva del eje X como lado inicial. Para que las coordenadas cilin-
dricas (r, 0, z) representen un punto Unico en el espacio, restringimos
los valores de r y 8 a los intervalos

r>0, 0<0< 2jt.

La coordenada z no se sujeta a ninguna restriccion, sino que puede
tomar cualquier valor real.

Eliminando 8y z de las relaciones (2), obtenemos la ecuacion (1).
Por tanto, las ecuaciones (2) son las ecuaciones paramétricas de la
superficie cilindrica circular recta (1), siendo las variables 8 y z los
parametros.

Las relaciones (2) pueden emplearse como ecuaciones de transfor-
macion entre los sistemas de coordenadas rectangulares y cilindricas.
De las dos primeras de estas relaciones obtenemos, como en el sistema
de coordenadas polares de la Geometria analitica plana (Art. 81), las
relaciones

_ _ v _ y
r=v x2+ ¥12, 6—aretg7, sen6—V/X2+_ y‘5>

X
a5 8 A
V x-+ yﬂ)
las cuales pueden emplearse como ecuaciones de transformacion entre

los dos sistemas.
Vamos a hacer un resumen de los resultados anteriores en el si-

guiente

Teorema 7. Las coordenadas rectangulares (x, y, z) y las coor-
denadas cilindricas (r, 8, z) de un punto en el espacio estan ligadas
por las relaciones

X=res8, y=rsen8, z=12
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Se pueden efectuar las transformaciones entre los dos sistemas coordenados
por medio de estas ecuaciones y de las siguientes relaciones obtenidas de

ellas.
= ’__:-__ = X = y >
r=\V7ix2+ y2, 9=arctg < sen 6 VX2 + ;:2
X
eos e = \/x22+‘y- u
Las variaciones para r y 9 estdn dadas por los intervalos

r>0, O<0<2jt.

Nota. EI sistema de coordenadas cilindricas es, evidentemente, una exten-
sién al espacio del sistema de coordenadas polares del plano.

EJERCICIOS. Grupo 62

1. Demostrar el teorema 6 del Articulo 133.

En cada uno de los ejercicios 2-9 discutir y trazar la superficie cilindrica
recta cuya ecuacion se da.

2, y2+ z2= 4 6. y2 + z =2.

3. x2—4z = 0. 7. x2+ yj-2y =0.
i. 9x2+ 4y2 = 36. 8. + zK =

5. 9y2 —4z2 = 36. 9. x% +~tB4 =1

En cada uno de los ejercicios 10-14, se dan las ecuaciones de la directriz y los
nimeros directores de las generatrices de una superficie cilindrica. Hallar la
ecuacion de la superficie y efectuar su representacién gréafica.

10. y2=4x, z =0; [1, - 1, 1].

11. x2+ z2=1, y=0; [2,1, - 1].
12. x2—y2 =1, z =00, 2, - 1],

13. x2+ y=1 2z = 0; [2, 0, 1],

14. 4x2+ z2+ 4z =0, y=0; [4,1,0].

En cada uno de los ejercicios 15-17, demuéstrese que la ecuaciéndada repre-
senta unasuperficie cilindrica, y hallense las ecuaciones de sudirectrizy los nd-
meros directores de sus generatrices. Constriyase la superficiej

15. x2+ y2+ 522+ 2xz + 4yz —4 = 0.
16. 17x2 + 2y2+ z2 —8xy —6xz —2 = 0.
17. xz + 2yz —1=0.
18. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se

mueve de tal manera que su distancia del plano XY es siempre igual a la mitad
del cuadrado de su distancia del eje y. Construir la superficie.
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19. Un punto se mueve de tal manera que su distancia del eje Y es siempre
igual a su distancia del plano x —z = 1. Hallar e identificar la ecuacién de su
lugar geométrico.

20. Trazar los dos puntos cuyas coordenadas cilindricas son (1, 45°, —2) y
(2, 120°, 4). Hallar las coordenadas rectangulares de cada uno de estos puntos.

21. Hallar las coordenadas cilindricas de cada uno de los puntos cuyas coor-
denadas rectangulares son (3, 4, —7) y (5, —12, 8).

22. Transformar las siguientes ecuaciones rectangulares de superficies a co-
ordenadas cilindricas: a) 2x = y; b) x2+y2—=2y=0; c) jc2+y2+z2=4;
d) x2—zs=4; e y2= 4z

23. Transformar las siguientes ecuaciones de superficies de coordenadas
cilindricas a rectangulares: a) r=2;, b) r=12z ¢ r=4eos0s
d) r(cosO + sen#)~ z=4; e) r2sen20=4(1 —z2).

24. Sean r = kt, 8 = k2, z = k3. en donde kj, ki y ks son constantes
arbitrarias independientes o parametros, las coordenadas cilindricas (r, 8 2z)
de un punto cualquiera del espacio. Identificar la familia de superficies repre-
sentadas por cada una de estas tres ecuaciones. Demostrar que por cada punto del
espacio no contenido en el eje Z pasa una y solamente una superficie de cada una
de estas familias.

En cada uno de los ejercicios 25-30, demuéstrese que la ecuaciéon dada en
coordenadas cilindricas representa una superficie cilindrica, y constriyase dicha

superficie.
25. r = 2sen 8. 28. r —rsen 8 = 2.
26. 2r + rcos0 =1. 29. r = 2(1 + eos 8).
27. r —2reos 6 =1 30. r2 = 2 eos 2%.
135. Ecuacidn de una superficie conica. Se llama superficie cénica

la engendrada por una linea recta que se mueve de tal manera que pasa
siempre por una curva fijay por un punto fijo, no contenido en el plano
de esa curva.

La recta mdvil se llama generatriz, la curva fija dada directriz y el
punto fijo dado vértice de la superficie cénica. Las diversas posiciones
de la generatriz forman las generatrices de la superficie conica. Evi-
dentemente, el vértice divide a la superficie en dos porciones distintas;
cada una de las cuales es una hoja o rama de la superficie conica.

Si se conocen las ecuaciones de la directriz y las coordenadas del
vértice, se puede obtener la ecuacion de la superficie, como para la
superficie cilindrica (Art. 133), por el método de los parametros.

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion de la superficie conicacuya directriz es la elipse
4*%2+ z2 =1, y =4 (1)
y cuyo vértice es el punto V(I, 1, 3).

Solucion. Supongamos que la generatriz que pasa por un punto cualquiera
P(x, y, z) déla superficie corta a la directriz en el punto P'(x', y', z'), tal
como aparece en la figura 180. Las ecuaciones de esta generatriz son

x—1 _ y—1 z —3
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Ademas, como P' esta sobre la elipse (1), tenemos

ax12 | zi2 = 1( y' = 4. (3)
De las cuatro relaciones dadas por las ecuaciones (2) y (3), podemos eliminar
las tres cantidades x', y' y z\ considerdndolas como pardametros. Esta elimi-

nacion puede efectuarse convenientemente sustituyendo primero el valor y' = 4
de las ecuaciones (3) en las ecuaciones (2) . Después, de estas Gltimas ecuacio-

Fig. 180

nes se despeja x' en funcién de x y y, y z' en funcién de y y z, y se sustitu-
yen los resultados en la primera de las ecuaciones (3). Después de ordenar los
términos, resulta

36x2+ 12¢/2+ 9z2+ 24xy + 18yz - 96* - 102y - 72z + 207 = 0,
que es la ecuacion buscada de la superficie.
El estudiante debe observar que una superficie cénica puede construirse tra-

zando las generatrices, o sea, las rectas que unen el vértice con puntos de la
directriz.

En el estudio de una superficie conica, no se pierde generalidad
tomando el vértice en el origen. Vamos a demostrar ahora que la
ecuacion de una superficie tal es homogénea en las tres variables
X, Yy z

Se dice que un polinomio algebraico, en dos o mas variables, es
homogéneo, si todos sus términos son del mismo grado. Asi, la funcion

[(*. y, z)= z2+ 242 - 322 4)
es homogénea y de segundo grado.

Hay una prueba sencilla para averiguar la homogeneidad de una fun-
cién. Si la funcién es f (x, y, z), consiste en sustituir las variables
X%VYz P°r fixi kyy kz, respectivamente, en donde k es una cons-
tante diferente de cero. Si obtenemos la identidad

[ {kx, hy, kz) = kmf (x, vy, z),
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entonces f (x, y, z) es una funcién homogénea de grado m. Asi,
para la funcién (4), tenemos

/ (kx, ky, fe) = (kx)2+ 2{ky)2— 3 (fe)2
= ¢2(xs+ 22/2+ 3z2) = k2f(x ,y, z),

de manera que la funcion es homogénea y de grado 2. Esta prueba se
presenta en algunos libros como definicion de la homogeneidad de una
funcion.

A una funcidn homogénea igualada a cero se le llama ecuacion
homogénea. Sea / (X, y, z) = 0 una ecuacién homogénea. Entonces,
de la discusion precedente, tenemos el hecho importante de que, si
esta ecuacion tiene la solucidn diferente de cero x = xi, y —y\, z—zi,
también tiene las soluciones x — kxi, y = kyi, z = fei, en donde k es
una constante cualquiera.

Consideremos ahora una superficie cdnica de vértice en el origeny
cuya directriz sea la curva

f(x, y) =0, z=rc, (5)

en donde c es una constante diferente de cero. Supongamos que la
generatriz que pasa por un punto cualquiera P (x, y, z) de la super-
ficie corta a la directriz en el punto P'(x', y1, z'). Como esta gene-
ratriz pasa por el erigen, sus ecuaciones son

X' —kx, y’'= ky, 7= fe, (6)

en donde k es una constante diferente de cero. También, como P’ esta
sobre la directriz (5), tenemos

f(x>,y') =0, z=c (7)
De las Gltimas igualdades de las ecuaciones (6) y (7), se deduce que

k >—, valor que sustituido en las dos primeras de las ecuacio-

3/ Cu . -
nes (6), da x' = — y' = T Si sustituimos estos valores de X’ y y

en la primera de las ecuaciones (7), obtenemos

como ecuacion de la superficie conica. Si reemplazamos en la ecua-
cion (8) x, y y z por k'x, Ky y k'z, respectivamente, en que V es
una constante diferente de cero, la ecuacion permanece invariable vy,
por tanto, es homogénea. Hemos demostrado asi que una superficie
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conica de vértice en el origen se representa por una ecuacion homo-
génea en las tres variables x, y y z.

Reciprocamente, consideremos a la superficie representada por la
ecuacion

f{x,y,z) =0 9)

que es homogénea en las tres variables x, y y z. En consecuencia de
esto, el origen O estd sobre esta superficie. Sea P (xi, yi, zi) otro
punto cualquiera de la superficie; sus coordenadas satisfacen, por
tanto, a la ecuaciéon (9). Como esta ecuacion es homogénea, tiene
también la solucién kxi, kyi, kzi, en donde k es una constante cual-
quiera, de manera que el punto P '{kxi, kyi, kzi) estd también sobre
la superficie. Pero, evidentemente, el punto P ' est4d sobre ambas, la
recta OP y la superficie, para todos los valores de k, y, en conse-
cuencia, OP esta sobre la superficie. De acuerdo con esto, se sigue
que la ecuacion (9) representa una superficie cénica con vértice en el
origen y una de cuyas generatrices es la recta OP.

Vamos a hacer un resumen de los resultados precedentes en el si-
guiente

Teorema 8. Una ecuacion representa una superficie conica con
vértice en €l origen, si y solamente si eshomogéneaen las tres variables
X, Y, zYy esdegrado no menor que dos.

NOTAS. 1. EIl teorema implica que una ecuacién lineal homogénea en
X, Y Yy z no representa un cono, y reciprocamente. Ya vimos que tal ecuacion
representa un plano que pasa por el origen. Pero un plano no puede clasificarse
como un cono de acuerdo con nuestra definicion, queexcluye el casoen que el
vértice esté en el plano de la directriz.

2. El estudiante debe observar, en relacién al teorema 8, que una ecuacién
homogénea debe en realidad representar una superficie, antes de que pueda clasi-
ficarse como una superficie cénica con vértice en el origen. Asi, la ecuacién
X2+ 4y24-3z2 = 0 eshomogénea en X, y Yy z, pero no representa una super-
ficie conica sino que representa solamente un punto, el origen (ver el Art. 128) .

Ejemplo 2. |Identificar y construir la superficie cuya ecuacion es

x24-yz = 0. (10)

Solucién. Ademas de la solucion x = y = z = 0, la ecuaciéon (10) tiene
un numero infinito de soluciones reales. En efecto, si asignamos ay y z un
par cualquiera de valores reales diferentes de cero que sean de signos contrarios,
la solucién correspondiente para x constara de dos valores reales. Por tanto,
por el teorema 8 anterior, la ecuacién (10) representa una superficie conica cuyo
vértice esta en el origen.

Para construir la superfie es necesario solamente obtener una directriz. Asi,
para z = 2, obtenemos de la ecuacion (10) la directriz

X2=—2y, z =2,
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que es una pardbola que estd en el plano z = 2. Trazando varias generatrices
(rectas que pasan por el origen y por puntos de esta curva) podemos obtener

una figura adecuada.
junto con otra directriz, x2= 2y,

EJERCICIOS.

Una porcién de la superficie se ha trazado en la figura 181

—2. Evidentemente, el eje 2 es tam-
bién una generatriz de esta superficie cdnica.

Grupo 63

En cada uno de los ejercicios 1-5, se dan las ecuaciones de la directriz y las

coordenadas del vértice de una superficie conica.

ficie y construirla.

1. x2+y2=4, 2

z2= 4y, X

2

3. y2+ z2=9, x
4. *2- 4722= 4,y = 3;
5

y = x3,

= 2;

z =2

Hallar la ecuacion de la super-

(0, 0, 0).
(2, 0, 0).
2, (-1 1 0).
(-1,1,1).
(0, 0, 0).

En cada uno de los ejercicios 6-13, identifiqlese y construyase la superficie

cuya ecuacién se da.

6. x2+ y2—2z2=0. 10.
7. Xx2—2y2+ 422 =0. 11.
8. 2x2- 4y2- z2=0. 12.
9. y2+ xz =0. 13.
14. Demostrar el siguiente teorema:

x2—2yz = 0.
423 —x2y = 0.
8x4 - yz3=0.

Xy + xz + yz = 0.

La ecuacion Ax2+ By2+ Cz2=0

representa una superficie conica si y solamente si todos sus coeficientes son dife-
Su eje estd entonces sobre el eje coor-
denado correspondiente a la variable cuyo coeficiente es de signo contrario al de

rentes de cero y no son del mismo signo.

los otros dos coeficientes.
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15. Verificar el teorema del ejercicio 14 para la superficie conica
X2 —4y2 —4z2 = 0.
16. Completando los cuadrados, demuéstrese que la ecuacién

X2+ y2—z2 —2x —4y —Az + 1=0

representa una superficie cénica cuyo vértice es el punto (1, 2, —2).
17. Si la ecuacion de una superficie es homogénea en las cantidades x —h,
y —k y z —1, en donde h, k y | son constantes, demuéstrese que la superfi-

cie es un cono con vértice en (h, k, 1). (Ver el gjercicio 16.)

18. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que se mantiene siempre equidistante del plano XZ vy del
eje Y . Construir el lugar geométrico.

19. Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los
planos coordenados es siempre igual a su distancia del origen. Hallar e identifi-
car la ecuacion de su lugar geométrico.

20. Calcular el volumen limitado por las superficies

x3+ y2—4z2=0 vy z = 2
21. Calcular el area de aquella porcién de la superficie conica
X2—y2+ z2=0
comprendida entre su vértice y el plano y = 3.

En cada uno de los ejercicios 22 y 23, transformese la ecuacién rectangular
dada de una superficie cénica en: a) coordenadas esféricas; b) coordenadas
cilindricas.

22. x2 + y2- 2z22=0. 23. X2 -

24. Describir la familia de superficies conicas representada por la ecuacién
X2+ y2 —z2tg20 = 0, en donde el parametro <% llamado &ngulo generador
del cono, puede tomar todos los valores comprendidos en el intervalo 0 < £< k

excepto -I-. ¢Qué representa < geométricamente?

25. Las coordenadas esféricas (r, <§ 8) de un punto cualquiera en el espa-
cio, son
r = ki, <%= k2, 8= hs,

en donde kt, ki y kz son constantes arbitrarias independientes o parametros.
Identificar la familia de superficies representada por cada una de estas tres ecua-
ciones. Demostrar que, por cada punto del espacio no contenido en un eje coor-
denado, pasa una y solamente una superficie de cada una de estas familias. (Ver
el ejercicio 24 del grupo 62, Art. 134.)

136. Superficies de revolucion. Una superficie de revolucion es la
engendrada por la rotacion de una curva plana en torno de una recta
fija contenida en el plano de esa curva.

La curva plana se llama generatriz, y la recta fija eje de revolu-
cién o, simplemente, eje de la superficie. Cualquier posicidon de la

3y2+ z2
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generatriz se llama seccién meridiana o meridiano, y cada circunfe-
rencia descrita por un punto de la generatriz se llama paralelo de la
superficie
De estas definiciones, tenemos de inmediato los siguientes hechos :
a) Toda seccion meridiana es congruente con la generatriz y es la
interseccién de la superficie con un plano que pasa por el eje.
b) Todo paralelo tiene su centro sobre el eje y estd contenido en
un plano perpendicular al eje.
El estudiante observara que las superficies de los cuerpos estudiados
n en Geometria elemental —Ila es-
fera, el cilindro circular recto y
el cono circular recto— son su-
perficies de revolucion.

En la determinacion de la
ecuacion de una superficie de
revolucion, no se pierde gene-
ralidad si se toma la generatriz
en uno de los planos coordenados
y como eje de revolucion uno de
los ejes coordenados contenidos
en ese plano. Este procedimien-
to, ademds, conduce a un resul-
tado muy simple, como veremos

Fig. 182 ahora. Segln esto, supongamos
que la generatriz G (fig. 182)
contenida en el plano XY tiene por ecuaciones

f(x,y)=0, 2=0, (1)

y supongamos que el eje de revolucién es el eje X , tal como aparece
en la figura. Vamos a determinar la ecuacion de esta superficie de
revolucidn por el método de pardmetros.

Sea P (x, y, z), un punto cualquiera de la superficie. EI paralelo
que pasa por P corta a G en un punto del plano XY, digamos
P'(x',y" z’), y sucentro C esta sobre el eje X . Por ser radios del
mismo paralelo, |[CP| = |CP'\. Pero como CPj =V y2+ 22
CP' — y1, tenemos la relacién

y’ — £ \/ y2+ z2. (2)

También, como P y P' estdn en el mismo plano,

X=X, (3)
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Ademas, como el punto P ' estd sobre G, tenemos, de las ecuacio-
nes (1),
f(x',y')=0, z=0. (4)

Eliminando los tres parametros x', y', z' entre las cuatro ecuaciones
(2), (3) y (4), obtenemos

f(x, £V y2+ 22) =0,

que es la ecuacién buscada de la superficie de revolucion.
Analogamente, haciendo girar la curva (1) en torno del eje Y,
hallamos que la ecuacién de la superficie de revolucion correspondiente es

/(£ V x2+ 22,y) = 0.

Se obtienen resultados analogos cuando la generatriz estd en cada
uno de los otros planos coordenados y se le hace girar en torno de un
eje coordenado contenido en dicho plano. Todos estos resultados se
resumen en el siguiente

Teorema 9. Sea S la superficie de revolucion que tiene por genera-
triz a la curva G contenida en el plano coordenado 5 y al eje coorde-
nado 1contenido en 8 por eje de revolucién. Entonces la ecuacion de S se
obtiene sustituyendo en la ecuacion plana de G la raiz cuadrada de la suma
de los cuadrados de las dos variables no medidas a lo largo de 1 en lugar
de aquella de estas dos variables que aparece en lo ecuacion plana de G.

Ejemplo 1. Hallar la ecuacién de la superficie engendrada por la rotacién
de la hipérbola

_4x2=4, z=0 (5)
en torno del eje vy.

Fig. 183

Solucién. Las variables no medidas a lo largo del eje Y son x y z. Por
tanto, de acuerdo con el teorema 9, sustituimos = V"x2+ z2 en lugar de x en
la primera de las ecuaciones (5) . EI resultado

y2 —4x2 —4z72 = 4,

es la ecuacion buscada de la superficie. EIl estudiante debe discutir esta superficie
por el método explicado en el Articulo 129. Una porcién de la superficie aparece
en la figura 183 y consta de dos hojas diferentes. Se le llama con toda propiedad
hiperboloide de revolucién de dos hojas.
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Consideremos ahora el problema reciproco, a saber, dada la ecua-
cion de una superficie, determinar si representa una superficie de
revolucién . Si uno de los ejes coordenados es el eje de revolucion, la
solucién es comparativamente sencilla, porque entonces las secciones
de la superficie por planos perpendiculares al eje son todas circunfe-
rencias cuyos centros estdn sobre dicho eje. Se dice entonces que la
superficie se extiende a lo largo del eje.

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuacion
9*2+ 9y2- z2=9 (6)

representa una superficie de revolucion. Hallar su
eje de revolucion y las ecuaciones de la generatriz en
uno de los planos coordenados que contenga al eje.
Solucién. Evidentemente, los planos z = K
cortan a la superficie (6) en las circunferencias

9*%2+ 9y2 =9 + f&2, z = Kk

cuyos centros, para todos los valores de k, estan
sobre el eje Z. Por tanto, la ecuacién (6) repre-
senta una superficie de revoluciéon cuyo eje de revo-
lucion es el eje Z. EIl eje Z estd contenido en el
plano YZ,y la traza de la superficie (6) sobre
el plano es la generatriz

9y2- z2=9, x =0, 7

Evidentemente, la superficie (6) puede engendrarse haciendo girar la hipér-
bola (7) en torno del eje Z. Una parte de esta superficie aparece en la figu-
ra 184; se le llama apropiadamente hiperboloide de revolucién de una hoja.

EJERCICIOS. Grupo 64

1. Establecer el teorema 9 del Articulo 136 cuando la generatriz estd en el
plano XZ vy el eje de revolucion es: a) el eje X; b) el eje Z,

2. Establecer el teorema 9 del Articulo 136, cuando la generatriz estad en el
plano YZ vy el eje de revolucién es: a) el eje Y; b) el eje Z.

3. Deducirla ecuacién de lasuperficie esférica de radio r que se obtiene
haciendo girar lacircunferencia x2 + y2= r2, z = 0, en torno del eje X.

4. Deducir la ecuacién de la superficie del cilindro circular recto de radio r
que se obtiene haciendo girar la recta x =0, y = r, en torno del eje Z.

5. Deducir la ecuacién de la superficie del cono circular recto que se obtiene
haciendo girar la recta | en torno del eje Z, sabiendo que / estd contenida en el
plano Y Z, pasa por el origen y forma un angulo agudo < con la parte positiva
del eje Z. EI &ngulo <¢>se llama angulo generador del cono. (Véase el ejerci-
cio 24 del grupo 63, Art. 135.)

6. Deducir la ecuacion de la superficie de revoluciéon engendrada por rota-
cién de la pardbola y3 = 4px, z = 0, en torno de su eje, el eje X. Construir
la superficie asi obtenida, la cual se llama paraboloide de revolucién.
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7. Hallar la ecuacion de la superficie de revolucion engendrada por rota-

1

N
c‘én de la elipse - -)- f.‘, =1 z =0, endonde a> b, en torno de su eje fo-
¢ ¢

b
cai, el eje X. Construir la superficie. La superficie generada por rotacion de
una elipse en torno de uno cualquiera de sus ejes se Ilama elipsoide de revolucion.
Si es en torno del eje focal, se le llama también elipsoide alargado.

8. Deducir la ecuacién de la superficie de revolucién generada por rotaciéon
de la elipse del ejercicio 7 en torno de su eje normal, el eje Y. Construir la
superficie. En este caso, el elipsoide de revolucién también se llama elipsoide
achatado o esferoide.

En cada uno de los ejercicios 9-20, hallese la ecuacion de la superficie de
revolucion generada por rotacion de la curva dada en torno del eje especificado.
Constrayase la superficie.

9. X2+ z22=4m y=0; ejeZ.
10. vy E 3x. z =0; eje X.

11, z22=2y, x =0; eje VY.

12. y2- z2=4, x=0; eeyY.
13. 9x2+ 4y2=36, z =0; eje
14. x2+ 2y m6 z =0, ejeVY.
15. y2- 222+ 4z =6, x=0;

16. g+f-:l' x =0, eje Z.

17. y2=2z, x = 0; ejery.

18. y=x3 z =0; eje X.

19. z =ex, y=0: eje Z.
0;

20. yz = 1, x & eje Z.

En cada uno de los ejercicios 21-26. demostrar que la ecuacion dada repre-
senta una superficie de revolucién, y hallar su eje de revolucién, y las ecuacio-

nes de la generatriz en uno de los planos coordenados que contenga al eje.
Trazar la superficie.

21. *2+ y2+ z2= 0. 24. + y‘- 23=0.
22. X2+ z2= 4. 25, y6—x2—z2=0.
23. 2x2+ 2y2+ 322 = 6. 26. x2y2+ *2z2= 1

27. Se hace girar la pardbola y2 —2z, * = 0 en torno del eje Z. Hallar,
en coordenadas esféricas, la ecuacion de la superficie generada. Construir la
superficie.

28. Se hace girar la elipse x2+ 4y2 =4, z = 0, en torno del eje X. Ha-
Ilar, en coordenadas cilindricas, la ecuacion de la superficie generada. Cons-
truir la superficie.

29. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los dos puntos (2, 0, 0) y
(—2, 0, 0) essiempre igual a 6. Construir el lugar geométrico.
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30. Deducir la ecuacidn de la superficie de revolucidn generada por rotacion
de la circunferencia x2+ y2 —2by + b2 —a2=0, z —0, en torno del eje X.
Construir la superficie para a=2 y b = 3. Cuando b > a, la superficie se
Ilama foro o anillo de ancla.

137. Superficies regladas. Vamos a considerar ahora un tipo
mas general de superficies del cual son ejemplo el plano , la superficie
cilindrica y la cénica.

Definicion. Una superficie reglada es aquella que puede ser en-
gendrada por el movimiento de una linea recta.

La linea recta en movimiento , en cualquiera de sus posiciones, se
llama generatriz de la superficie.

Se sigue de esta definicion que una superficie cilindrica es una
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas, mientras que
la superficie conica es una superficie reglada cuyas generatrices son
todas concurrentes.

Como en el caso de la superficie cilindrica (Art. 133) y conica
(Art. 135), las ecuaciones de las superficies regladas pueden obtenerse
por el método del parametro.

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion de la superficie reglada generada por la
familia de rectas
2x —y + fez =0, 2kx + ky —4z =0. (1)

Solucién, Para cada valor del parametro fe, la recta correspondiente de la
familia (1) debe estar en su totalidad sobre la superficie. Es decir, todos los
puntos cuyas coordenadas satisfacen las ecuaciones (1) deben estar sobre la
superficie, cualquiera que sea el valor de fe. Por tanto, las ecuaciones de la su-
perficie deben ser independientes de fe y pueden obtenerse a partir de las ecua-
ciones (1) simplemente eliminando el pardmetro fe. Asi, despejando fe de cada
una de estas ecuaciones, obtenemos

B- Vo=gr, fe—- i£
de donde,
y —2x 4z
z 2x + vy’

0 sea,
4x2 - y2+ 422 =0,

que es la ecuacién buscada. Esta superficie reglada es, evidentemente, la super-
ficie de un cono circular recto cuyo vértice estd en el origen y cuyo eje se extiende
a lo largo del eje Y.

Si no se dan las ecuaciones de las generatrices de una superficie
reglada como en el ejemplo anterior, pueden obtenerse a partir dé la
forma en que se engendra la superficie. La ecuacién de la superficie
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puede determinarse entonces por el método de parametros como se
ilustré anteriormente para las superficies cilindrica y conica.

Consideremos ahora el problema reciproco, a saber, dada la
ecuacion de una superficie, determinar si representa o no una super-
ficie reglada. llustraremos el método con un ejemplo.

Ejemplo 2. Demostrar que la ecuacién
yz + 2x —2z2 = 0 2)

representa una superficie reglada. Construir la superficie.
Solucién. Si en la ecuacién (2) hacemos z = fe, hallamos que la interseccién
de la superficie y el plano es la linea recta

2x + fey —2ft = 0, z = fe 3)

Como las rectas de la familia (3) estan
sobre ja superficie (2) para todos los valo-
res de fe, esta superficie es reglada y tiene
a las rectas (3) por generatrices.
Antes de intentar la construccién de una
superficie reglada es mejor, generalmente,
determinar las direcciones de sus generatri-
ces. Por el artificio de los nimeros direc-
tores, se encuentra que los niumeros directo-
res de las generatrices (3) son [fe, —2, 0],
Esto muestra que todas las generatrices son
paralelas al plano XY pero no son parale- Fig. 18?
las entre si, ya que los nimeros directores
dependen del pardmetro fe. Estos hechos sugieren un método de construir la
superficie (2) . Primero hallamos las trazas de la superficie sobre el plano XZ
y sobre el YZ. Estas son, respectivamente,

x =12z, y=0 4
y=2 x—0 y z=0 x=0. (5)

Para unvalor comdn de z, sea Pj el punto sobre la traza (4) yel punto sobre
latraza (5) . Entonces, evidentemente, la recta que pasapor Piy P2es una
generatriz de la superficie (2) . En la figura 185 aparecen trazadas varias de

estas generatrices, y muestra una parte de la superficie comprendida en el primer
octante. Esta superficie se llama paraboloide hiperbdlico.

El procedimiento empleado en el ejemplo 2 sugiere otro método
para determinar cuando una ecuacion dada representa una superficie
cilindrica. Vamos a ilustrar esto por medio de un ejemplo.

Ejemplo 3. Demostrar que la ecuacion
Xz + 2yz —1=0 (6)

representa una superficie cilindrica, demostrando que su lugar geométrico es una
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas.
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Solucién. La interseccion de la superficie (6) y el plano z = k es la recta
kx + 2ky —1=0, z = k. 7)

Por tanto, la superficie (6) es una superficie reglada que tiene a la familia de
rectas (7) por generatrices.

Los nimeros directores de las generatrices (7) son [2, — 1, 0]. Como estos
nimeros directores son independientes del pardmetro k, todas las generatri-
ces (7) son paralelas, y, por tanto, la superficie (6) es cilindrica. EI estu-
diante debe construir la superficie.

EJERCICIOS. Grupo 65

En cada uno de los ejercicios 1-6. hallar la ecuacién de la superficie reglada
generada por la familia de rectas dada, y construir la superficie.

1. kx f-2ky —4=0, x —2y —k =0.

2.x —ky —3z =0, kx+ 3kz+ vy =0.

3.x + ky —2z —2k—0. kx —y + 2kz = 2.
4. x —3y+ 3kz = 3k, kx + 3ky —3z =3.
5. x+ 2y—k = 0, £x —2;y —z = 0.

6. x+y—y=0 x+ £z =0

7. Demostrar que la superficie del ejercicio 4 también es generada por la
familia de rectas kx — 3ky —3z = 3, x + 3y + 3kz = 3k. Demostrar también
que ambas familias de rectas se cortan.

En cada uno de los ejercicios 8-13, demuéstrese que la ecuaciéon dada repre-
senta una superficie cilindrica demostrando que su lugar geométrico es una
superficie reglada cuyas generatrices son todas paralelas. Construyase la super
ficie.

S. X2+ y2-2x +2y =2 11. y2- *-z - 1=0
9. z2—2x —2y —O0. 12. X2+ y2- z2—2xy = 1
10. 2x2+ y —2z = 0. 13. x2+ z2—2xz —y+ z = 0.

En cada uno de los ejercicios 14-17, demuéstrese que la ecuacién dada repre-
senta una superficie cénica demostrando que su lugar geométrico es una super-
ficie reglada cuyas generatrices son todas concurrentes. Construyase la superficie.

14. 4x2+ 4y2 —z2 = 0. 16. y2—4xz = 0.
15. x2—4y2+ z2= 0. 17. x2+ 2yz —2y = 0.

En cada uno de los ejercicios 18-21, demuéstrese que la ecuacién dada repre-
senta una superficie reglada. Construyase dicha superficie.

18. x2+ y2—z2= 1 200 xy—x —y—z+ 1 =0.
19. x2- 4y2+ z2 = 4. 21. x2- y2- z =0.
22. Hallar la ecuacion de la superficie reglada engendrada por una recta que

se mueve de tal manera que se mantiene siempre paralela al plano YZ y corta a la
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recta x + z =1 y =0 ya la pardbola y2 —x, z = 0. Construir la su-
perficie.

23. Hallar la ecuacién de la superficie reglada generada por una recta que se
mueve de tal manera que se mantiene siempre paralela al plano XY y se apoya
en las curvas y2= 2z, x =0y z3=x, y = 0. Construir la superficie.

24. Un conoide es una superficie reglada engendrada por una recta que se
mueve de tal manera que se mantiene siempre paralela a un plano fijo dado,
corta a una recta fija dada, y satisface otra condicién. En particular, si el plano
fijo y la recta fija dados son perpendiculares entre si, la superficie se llama co-
noide recto. Hallar la ecuacion del conoide recto generado por una recta que se
mueve paralela al plano XZ y corta ala rectaz = 2, x = 0, y a la circunfe-
rencia x2+ t/2=4, z = 0.

25. Hallar la ecuacién del conoide recto engendrado por una recta que se
mueve paralela al plano XZ y cortaalarecta x =3, z =0, y alaelipse

y2+ 4z2 =4, x =0.

138. Transformacién de coordenadas rectangulares en el espacio.
En el Capitulo V y los capitulos subsiguientes de la Geometria anali-
tica plana, vimos que, por medio de transformacién de coordenadas,
se puede frecuentemente simplificar la ecuacién de un lugar geométrico
plano , y estudiar asi sus caracteristicas con mas facilidad. De modo
analogo, las ecuaciones de los lugares geométricos en el espacio pueden
simplificarse por una transformacién de coordenadas. Como en Geo-
metria analitica plana consideraremos aqui la transformacion de coor-
denadas en el espacio asociada con una traslacion y una rotacién de los
ejes coordenados.

Por una traslacion de los ejes coordenados rectangulares en el espacio,
entendemos la operacién de mover los ejes coordenados a una posicion
diferente de manera que los nuevos

ejes sean paralelos a los ejes originales, z z>
respectivamente, y de la misma direc-

cion. Consideremos (fig. 186) una I P
traslacion de los ejes coordenados rec- f zr

tangulares tal que el origen o (0, 0, 0)

tome la nueva posicion O'(h, k, 1),

y que los ejes X , Y y Z, tomen las o
nuevas posiciones X', Y'y Z', {
respectivamente. Designemos por seeememmemememeeeee- 1

(x, y, 2) y (*', y' z'), respectiva- £ y

mente, las coordenadas de un punto

cualquiera P del espacio referido a los pig. 186

ejes originales y a los nuevos ejes.

Entonces, las relaciones entre las coordenadas originales de P y las
nuevas coordenadas pueden obtenerse por el mismo método empleado
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en la deduccion de las relaciones analogas de la Geometria analitica

plana (Art. 50, teorema 1). EI resultado obtenido se expresa en
el siguiente

Teokema 10. Si los ejes rectangulares son trasladados a un nuevo
origen 0;(h, k, 1), y si las coordenadas de un punto cualquiera P del
espacio antes y después de la traslacion son (x,y, z)y (x1,y', z'),
respectivamente, las ecuaciones de trasformacion de las coordenadas ori-
ginales a las nuevas son

x=x"+h, y=y'+k, z=12z2+ 1.

Por una rotacion de los ejes coordenados rectangulares en el espacio,

entendemos la operacion de mover los ejes coordenados a una nueva

posicién haciéndolos girar en torno del

origen como punto fijo de tal manera

que los nuevos ejes permanezcan mu-

tuamente perpendiculares entre siy

analogamente dirigidos uno con res-

pecto al otro. Consideremos (fig. 187)

una rotacién de los ejes coordenados

rectangulares tal que el origen O per-

manezca fijo, pero los ejes originales

X, Yy Z tomen las nuevas posicio-

nes especificadas por los ejes

X1, Y'y Z', respectivamente. Desig-

nemos por (X, y, z) y (al, y', 2V

Fig. 187 las coordenadas de un punto cual-

quiera P del espacio referido a los

ejes originales y a los nuevos ejes, respectivamente. Denotemos por

ai, 0i, yi;o2, 02, 72>y «3, 03, Y3, respectivamente, los angulos

directores de los ejes X ', Y'y Z', referidos a los ejes originales.
Estos angulos directores aparecen ordenados en la siguiente tabla :

Eje X Y z

X' ai Y1

Y 02 02 Y2 (1)
Z' 03 03

Leyendo esta tabla en sentido horizontal, obtenemos los dngulos direc-
tores de los nuevos ejes con respecto a los ejes originales, y leyendo en
sentido vertical, obtenemos los angulos directores de los ejes originales
con respecto a los nuevos ejes.
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De la tabla (1), los angulos directores del eje X , con respecto a
los nuevos ejes, son cu, , as. Entonces, como el eje X es normal
al plano Y Z, se sigue, por el teorema 9 (Art. 119) que la ecuacion
del plano Y Z, con referencia a los nuevos ejes, esta dada por

X' eos ai + y'eos a2+ z'eos03 = 0.

Por el teorema 11 (Art. 120) el primer miembro de esta ecuacién
representa la distancia del punto P al plano YZ. Pero esta distan-
cia también esta dada por la coordenada x. Por tanto, tenemos la

relacion
X = x'eos ai + y' eos ai + z' eos a3. (2)

Analogamente, podemos obtener expresiones similares para cada una
de las coordenadas y y z en funciéon de las nuevas coordenadas. Va-
mos a agrupar juntas estas relaciones en el sistema

x = x'eosai+ y'eosa2+ z'eos a3, )
y = X' eos|3i+ y'eos R+ z’eos $3, f (3)
z = Xx'eosyi+ y'eosyi+ zleos . )

Observamos en seguida que en el sistema (3) hay nueve cosenos
directores o constantes. Estas constantes no son todas independientes ,
porque satisfacen las seis relaciones de los sistemas (4) y (5) que
damos a continuaciéon. Asi, por el teorema 4 (Art. 110), tenemos
las tres relaciones :

eos2ai  +e0s20i + eos2yi =1>}
eos2a2 +e0s2P2+ eos2 =1, (4)
eos2a3 +e0s203 + e0s273 =1-1J

También, como los nuevos ejes X ', Y' y Z' son mutuamente per-
pendiculares, tenemos, por el corolario 2 del teorema 6 (Art. 112),
las tres relaciones :

eos ai eos 02 + eos |3i eos p2+ eosyieos Y2=0, 1
eos ai eos a3+ eos [3Leos 03+ eosyieosys =0, > (5)
€0s a2e0s as + eos [32eos P3+ eos72e0s y3=0. j

El sistema (3) expresa cada una de las coordenadas originales

de P en funcion de sus nuevas coordenadas. Podemos, analoga-
mente , obtener expresiones semejantes para las nuevas coordenadas
en funcién de las coordenadas originales. Asi, empleando la ecuacion
del plano Y'Z"', con respecto a los ejes originales, podemos, por el
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mismo método empleado para deducir la ecuacién (2) anterior, obte-
ner la relacién
x'— x e0Sai + 2 €0s i+ Ze€oSyi.

Analogamente, obtenemos relaciones similares para y' y z' las cuales
estan agrupadas en el sistema

x'= x e0s ai  +y eos Oi+ z e0s yi >
y'= x €0s a2 + Yy €0s 02+ Z e0s y2, m(6)
Z' = x e0S 3 oy e0s 03+ Z eos ys. ]

El sistema (6) es el reciproco del sistema (3) y puede obtenerse
también como una solucién del sistema (3) para x', y' y z' (ver los
ejercicios 23 y 24 del grupo 66 al final de este articulo).

Vamos a resumir los resultados precedentes en el siguiente

Teorema 11. Si se hacen girar los ejes coordenados rectangulares
en torno de su origen O como punto jijo de manera que los &ngulos
directores de los nuevos ejes X' , Y'y Z7con respecto a los ejes origi-
nales X , Y y Tiseanai, Oi, yi; aa, 02, y2,y , (33, vyi, respec-
tivamente , y las coordenadas de un punto cualquiera P del espacio antes
y después de la rotacion son (x, y, z) y (x', y;, z'), respectivamente,
entonces las ecuaciones de transformacion de las coordenadas originales a
las nuevas son

X' eos ai + y'eos aj + z' eos as, ]
X; eos j3i + y'eos 02 + z' eos 03,
z=Xeosyi+ y eosy2+ tleosys,

y las ecuaciones de la transformacién inversa de las coordenadas nuevas
a las originales son

xf=xeosai+ yeosOi + zeosyi, ]
y; = X €eos tt2+ y eos 02+ zeosy:2, r
z'= xeosas+ y eos 03+ zeosys.

NOTAS. 1. EIl orden de los términos en el primer sistema de ecuaciones
de transformacidn puede obtenerse leyendo hacia abajo, y para el segundo sis-
tema, leyendo de izquierda a derecha, en la tabla (1) .

2. Los ejes coordenados en el espacio pueden sujetarse a una traslacion
y una rotacién, tomadas en cualquier orden. Como las ecuaciones de transfor-
macion para la traslacion y para la rotacién de ejes son relaciones lineales,
podemos demostrar, como en la transformacién de coordenadas en el plano
(nota 1 del teorema 3, Art. 52), que el grado de una ecuacién no se altera por
transformaciéon de coordenadas en el espacio.
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EJERCICIOS. Ornpo 66

1. Demostrar el teorema 10 del Articulo 138.

2. Como resultado de la traslacion de los ejes coordenados al nuevo origen
0'(—4, 3, 5), las coordenadas de dos puntos son Pj (6, —3, 2) y Pi{—2, 1, 2)
referidos a los nuevos ejes. Hallar las coordenadas de estos puntos referidos a los
ejes originales. llustrar los resultados con una figura.

3. Hallar las nuevas coordenadas de los puntos Pi(—2, 3, 4) vy
PaU. ~ 4, 5) en una traslaciéon en que el nuevo origen es el punto O' (2, 2, 7).
llustrar los resultados con una figura.

4. Hallar la transformada de la ecuacién

X2+ y2—4z2 —2x + 4y + 24z = 31

de una superficie al trasladar los ejes coordenados al nuevo origen (1, -2, 3).
Construir la superficie y trazar ambos sistemas de ejes.
5. Resolver el ejercicio 4 por el método de completar cuadrados.

En cada uno de los ejercicios 6-10, por una traslacion de los ejes coordena-
dos, transformar la ecuacidon dada de una superficie en otra ecuacién que ca-
rezca de términos de primer grado. Construir la superficie y trazar ambos
sistemas de ejes.
2x2+ 3z2+ 16* - 6z + 29 = 0.
9x2 + 4y2 + 36z2 —18* + 16y =11.

X2 —4y2+ 2z2—bx —8y + 8z + 9 = 0.
*2+ y2+ z22- 3*+ y- 6z+ 8=0.
10. y3—3y2—z2+ 3y —4z = 5.

© oo N o

11. Deducir las ecuaciones segunda y tercera del sistema (3) del Art. 138.

12. Deducir las tres ecuaciones del sistema (6) del Art. 138.

13. Demostrar que el grado de una ecuacion no se altera por transformacién
de coordenadas en el espacio.

14. Hallar las nuevas coordenadas de un punto Pi(6, —3, 3) cuando los
ejes coordenados son girados de tal manera que los cosenos directores de los nue-
Vvos ejes con respecto a los ejes originales son

1 1 1 - 1 _1 i.- 1 1 - 1
3’ 3’ 3° 3" 3' 37 37 3 3¢
Ilastrese con una figura.

15. Si las nuevas coordenadas de un punto P2 son (3, 9, —6), con refe-
rencia a los ejes girados del ejercicio 14, hallense las coordenadas de P2 con res-
pecto a los ejes originales.

16. Si se hace girar a los ejes X y Y un angulo agudo 8alrededor del eje Z
como recta fija, demuéstrese que el sistema (3) del Articulo 138 toma la forma

X =X e0s8—y sen8 y=x"sen8- yeos8 z=7z".

(Ver el teorema 2 del Art. 51.)
17. Bajo las condiciones del ejercicio 16, demuéstrese que el sistema (6) del
Articulo 138 toma la forma

xl—xeos 8+ ysen8 y = —xsen8+ yeos8 z°=z
(Ver el ejercicio 19 del grupo 21, Art. 51.)
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18. Hallar la transformada de la ecuacién
23jc2 —41y2 — 3122 + 48xy — Tlxz —24yz = 0

al hacer girar los ejes coordenados de tal manera que los cosenos directores de
los nuevos ejes con respecto a los originales sean

. . -1
S R Pk U SR D A £
Construir la superficie.
19. Hallar la transformada de la ecuacion
+ 1y24- 828 —4xy + 8xz + 4yz = 12

al hacer girar los ejes coordenados de tal manera que los cosenos directores de los
nuevos ejes con respecto a los originales sean

Construir la superficie.

Los ejercicios 20-25 se refieren a la tabla (1) y a los sistemas (3), (4) y (6)
del Articulo 138.

20. Usando el hecho de que el eje Z' es perpendicular a ambos ejes X'y Y *
y seleccionando de la tabla (1) los angulos directores convenientes, demostrar,
por medio del artificio de los nimeros directores (Art. 113), que los cosenos
directores del eje Z 1estan dados por las relaciones

eos 013 = eos Pi eos Y2 — eos |R2eos Y.
eos 03 = eos 02 eos Yi — eos ai eos Y2.

eos Y3 = eos ai eos f2 — eos a2 eos Gi.

21. Analogamente, como en el ejercicio 20, demostrar que los cosenos direc-
tores del eje X ’ estan dados por las relaciones

eos ai = eos jj2eos 73 — eos P3 eos Y2,
eos @1 = eos a3eos Y2 — eos a2 eos Vs.

eos Yi = eos a2eos P3 — eos 03 eos 02-

22. Por medio del resultado del ejercicio 20 y la tercera relacion del sis-
tema (4) , demostrar que el determinante del sistema (3) es igual a la unidad.

23. De los resultados de los ejercicios 21 y 22, demostrar, por medio de la
regla de Cramer, que la solucion del sistema (3) para xlestd dada por la primera
relacion del sistema (6) .

24. Analogamente, como en el ejercicio 23, demostrar que la solucién del
sistema (3) para yly zlestd dada por las relaciones segunda y tercera, respec-
tivamente, del sistema (6) .

25. Analogamente, como en el ejercicio 24, demostrar que la solucién del
sistema (6) estd dada por el sistema (3) .
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139. Ecuacion general de segundo grado con tres variables. De
considerable importancia en la Geometria analitica de tres dimensiones
es la ecuacion general de segundo grado con tres variables,

Ax2+ By2+ Czz+ Dxy + Exz + Fyz
+ Gx+Hy + 1z+ K =0, (1)

en donde uno, por lo menos, de los seis coeficientes A, B, C, D, E
y F es diferente de cero. Una superficie cuya ecuacion es de la for-
ma (1), es decir, de segundo grado, se llama, apropiadamente,
superficie cuadrica o simplemente una cuadrica. EIl estudiante obser-
vara que algunas de las superficies previamente estudiadas son super-
ficies cuadricas. Por ejemplo, la superficie esférica es una cuadrica.
También, las superficies cilindrica y cénica cuyas ecuaciones sean de
segundo grado, son cuadricas, tenemos asi el cilindro cuadrico y el cono
cuddrico. De manera semejante, cualquier superficie reglada represen-
tada por una ecuacién de segundo grado se llama cuadrica reglada.

Vamos ahora a llamar la atencion sobre una propiedad importante
de las cuéadricas. Supongamos que cortamos la cuddrica (1) por un
plano cualquiera paralelo al plano X Y, es decir, el plano z = k, en
donde k es una constante real cualquiera. Las ecuaciones de la curva
de interseccion se obtienen sustituyendo z por k en la ecuacién (1) ;
éstas son

Ax2+ By2+ Dxy + (Ek + G)x
+ (Fk + H)y + Cke+ Ik + K—0, z=k.

Por nuestro estudio previo de la ecuacion plana general de segundo
grado con dos variables (Capitulo I X ), reconocemos esta curva como
una seccion conica, o una forma limite de una seccién cénica, conte-
nida en el plano z = k. Maéas generalmente, podemos demostrar que,
si una superficie cuadrica es cortada por un plano cualquiera, la curva
de interseccién es una seccion cénica o una forma limite de una seccién
conica. Vemos ahora que nuestra determinacion previa de las secciones
conicas como secciones planas de un cono circular recto, hecha en el
Articulo 78, es un caso especial de esta propiedad.

La ecuacion general (1) de una cuadrica ocupa entre las superfi-
cies, en Geometria analitica del espacio, un lugar analogo al ocupado
entre las curvas planas, en Geometria analitica plana, por la ecuacién

Ax2+ Bxy + Cy2+ Dx+ Ey+ F =0, (2)

que es la definicion analitica de una seccion cénica. En el Capitulo IX
hicimos un estudio de la ecuacién (2) y una clasificacion de los lugares
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geométricos representados por ella. Se puede hacer un estudio seme-
jante de la ecuafcion (1) y una clasificacion de sus lugares geomeétricos,
pero, evidentemente, para tres variables la discusién es mucho mas
larga y complicada. Se demuestra en tratados avanzados que me-
diante una transformacion apropiada de coordenadas, se puede transfor-
mar la ecuacién (1) de manera que tome una de las dos formas tipo :

m Mx2+ Ny2+ Pz2= R
(1) Mx2 + Ny2= Sz.

Las superficies del tipo (1) tienen un centro de simetria, el origen, y
por esto se llaman cuddricas con centro. Las superficies del tipo (I1)
no tienen centro de simetria y se Illaman, por lo tanto, cuadricas
sin centro.

En la pagina siguiente se da, en forma de tabla, una clasificacion de
las superficies representadas por ecuaciones de los tipos (1) y (11).
La naturaleza de estas superficies dependerd, naturalmente, de los
coeficientes, de los cuales uno o mas pueden ser cero. Debe obser-
varse , sin embargo, que el nUmero de tales coeficientes nulos es limi-
tado, porque, como hemos anotado previamente (nota 2 del teo-
rema 11, Art. 138), el grado de una ecuacion no se altera por una
transformaciéon de coordenadas en el espacio.

Por una simple observaciéon de estas dos tablas vemos que , si uno
o0 mas coeficientes son cero, el lugar geométrico, si existe, esta entre
las superficies que hemos estudiado previamente. Estos lugares geo-
métricos incluyen las superficies del cilindro y cono rectos y a ciertas
formas degeneradas que constan de dos planos diferentes, dos planos
coincidentes (o un solo plano), dos planos que se cortan, una sola
recta (una forma limite de un cilindro), y un punto.

Si ningln coeficiente es cero, las tablas muestran que el lugar
geométrico , si existe, es una superficie de la cual no hemos discutido
anteriormente ningln detalle. Estas superficies son las tres cuadricas
con centro : el elipsoide y los hiperboloides de una y dos hojas, y las
dos euadricas no centrales: los paraboloides eliptico e hiperbdlico.

140. Cuadricas con centro. Vamos a considerar ahora las cua-
dricas con centro, representadas por la ecuacion

Mx¢+ Ny'¢+ Pz2= R,
en donde todos los coeficientes son diferentes de cero. Podemos enton-

ces escribir esta ecuaciéon en la forma

U)
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Clasificacion de las cuadricas

TIPO (I).

COEFICIENTES

M, N, P

Todos positivos

Todos negativos

Dos positivos, uno negativo

Uno positivo, dos negativos

Uno cero, dos positivos

Uno cero, dos negativos

Uno cero, uno positivo,
gativo

Dos cero,

Dos cero,

uno ne-

uno positivo
uno negativo

Todos del mismo signo
Dos positivos, uno negativo
Uno cero, dos del mismo signo

Uno cero, dos de signos contrarios
Dos cero

Mx2+ Ny2+ Pz2=R

LUGAR GEOMETRICO

Elipsoide

Ningun lugar geométrico
Hiperboloide de una hoja
Hiperboloide de dos hojas
Cilindro eliptico (o circular) recto
Ningln lugar geométrico

Cilindro hiperbélico recto
Dos planos paralelos diferentes
Ningun lugar geométrico

Un solo punto,

Cono recto

Todos los puntos sobre un eje co-
ordenado

Dos planos que se cortan

Un plano coordenado (dos planos
coincidentes) .

el origen

Cuando R <0, seinvierten los signos de los coeficientes M, N y P; los

lugares geométricos correspondientes estaran dados entonces como para R > 0.

S**

**

TIPO (I1).

COEFICIENTES

M, N

Del mismo signo
Signos opuestos
Uno cero

Del mismo signo

Signos opuestos
Uno cero

Cuando S < 0,

Mx2+ Ny2= Sz

LUGAR GEOMETRICO

Paraboloide eliptico
Paraboloide hiperbélico
Cilindro parabélico recto

Todos los puntos sobre un eje co-
ordenado

Dos planos que se cortan

Un plano coordenado (dos planos
coincidentes)

se invierten los signos de los coeficientes M y N; los

lugares geométricos correspondientes estaran dados entonces como para S > 0.
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llamada forma canoénica de una cuadrica con centro. Como para las
secciones cOnicas, veremos que es mas sencillo estudiar las cuéadricas a
partir de las formas candnicas de sus ecuaciones. De la ecuacion (1)
se deduce que cada cuddrica con centro tiene tres planos de simetria
(los planos coordenados) llamados planos principales, tres ejes de si-
metria (los ejes coordenados) llamados ejes principales, y un centro
de simetria (el origen) Illamado centro de la superficie.

Si todos los coeficientes en la ecuacién (1) son negativos, no hay
lugar geométrico. Por tanto , solamente quedan tres casos por consi-
derar, segln que el nimero de coeficientes positivos sea tres, dos o
uno. Tenemos entonces los tres siguientes tipos de superficies :

a) Elipsoide —todos los coeficientes positivos.

b) Hiperboloide de una hoja —dos coeficientes positivos, uno
negativo.

¢) Hiperboloide de dos hojas —un coeficiente positivo, dos ne-
gativos .

a) Elipsoide. La forma candénica de la ecuacién del elip-

soide es
W)

o (2)

Podemosdiscutir esta ecuacion de acuerdo con los métodos del Ar-
ticulo 129.Las intercepciones con los ejes X , Y y Z son = a,t b
y + c, respectivamente. Los seis pun-
tos de interseccion del elipsoide y los ejes
coordenados se llaman vértices. En la
figura 188 se han designado por las
letras A, A', B, B’y C, C’. Si
a> b >c, los segmentos AA', BB'y
CC' se llaman, respectivamente, eje
mayor, eje medio y eje menor del elip-
soide .
Todas las trazas sobre los planos co-
Fig. 188 ordenados son elipses.
La superficie es simétrica con respecto
a todos los planos coordenados, a todos los ejes coordenados, y al
origen.

Todas las secciones del elipsoide hechas por los planos paralelos a
los coordenados son elipses dentro de los limites de la superficie, que es
cerrada y esta contenida en su totalidad dentro del paralelepipedo que
tiene por caras los planos x = + a, y= £+ &y z = % c.
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Si dos cualesquiera de los coeficientes en la ecuacién (2) son igua-
les, la superficie se llama elipsoide de revolucion. En particular, si
a>by c= b, tenemos el elipsoide alargado, una superficie de revo-

i i i i i X/\ i XA
lucion que se obtiene haciendo girar la elipse -—* =1, 2= 0, en

torno de su eje mayor. También, si a>byc = a, tenemos el elip-
soide achatado o esferoide, que es una superficie de revolucién que se

X/\ N
obtiene haciendo girar la elipse 1—¥‘5: 1, 2= 0, en torno de su

eje menor. Si a = b= c, la superficie (2) es una esfera de radio a;
luego , lasuperficie esférica es un caso especial del elipsoide.

b) Hiperboloide de una hoja. Una forma candnica dela ecuacion
del hiperboloide de una hoja es

X2 Vi 22
a2+ T2~ c2=1- n

Las otras dos formas canodnicas son

0»2 1ij2 g2 J.2 y2

B2 TRt d=1 Ya- Toat To+¢d =1-

Nuestra discusién de la ecuacion (3) servira también para estas dos
Gltimas formas, ya que las tres superficies difieren solamente en sus
posiciones con relacion a los ejes coordenados.

Las intercepciones con los ejes X y Y son £ ay + b, respecti-
vamente. No hay intercepciones con el eje Z.

Las trazas sobre losplanos X Y, XZ yYZ son, respectivamente,
i y2 fj«2 n2

la elipse — + = 1, 2=>0, lahipérbola — — =1 =0 la
P a o™’ ' P % c Y Y

|a 22
hipérbola -p — Eg =1, x=0

La superficie es simétrica con respecto a todos los planos coordena-
dos, ejes coordenados y al origen.
Las secciones de la superficie por planos paralelos al XY son las
elipses
w2 o on2 12
AN+ A2= 1 +-i7> 3= k- 4)

De las ecuaciones (4) se deduce que, a medida que k aumenta de
valor, estas elipses aumentan de tamafio. Se sigue, ademas, que la
superficie no es cerrada sino que se extiende indefinidamente. En
la figura 189(a) aparece una parte de la superficie, y se dice que se
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extiende a lo largo del eje Z. Cualquier hiperboloide de una hoja
se extiende a lo largo del eje coordenado correspondiente a la variable
cuyo coeficiente es negativo en la forma candnica de su ecuacion.

Si en la ecuaciéon (3) es a = b, la superficie es un hiperboloide de
revolucion de una hoja que puede engendrarse haciendo girar la hipér-

N N
bola y —Z¢T= 1>x =0, en torno del eje Z. (Véase el ejemplo 2

del Articulo 136.)

Fig. 189
Vamos a comparar ahora la ecuaciéon (3) con la ecuacién
A+l A =0, (5)

que representa una superficie cénica de segundo grado con eje en el
eje Z. Si cortamos cada una de las superficies (3) y (5)por el pla-
no y —mx, la curva de interseccion para el hiperboloide (3)es la
hipérbola

(~2 + ~r) z2- -3-= 1>Y=mX, (6)

y para el cono (5) es el par de rectas que se cortan

/"1 . m2\H A

+ 2 x0T iy = omo x> (7)
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Para todos los valores de m, las rectas (7) son las asintotas de la
hipérbola (6). Ademas, las hipérbolas (6) estan sobre el hiperbo-
loide (3), vy las rectas (7) estan sobre la superficie (5) para todos
los valores dem.Vemos, entonces, quela superficie (5) guarda una
relacion con el hiperboloide (3) analoga a la que guardan las asintotas
con una hipérbola, y que el hiperboloide se aproxima mas y mas a la
superficie cénica a medida que ambas superficies se alejan mas y mas
del origen. Por esto, la superficie (5) se llama cono asintdtico del
hiperboloide (3). En la figura 189(a) aparece una porcién de
este cono.
Escribamos ahora la ecuacion (3) en la forma

r_ o
a2~ e2 ~ b2'

Descomponiendo los dos miembros en factores, resulta :

T+ (I-H)-(+)M).  ©

Ahora es facil ver que la ecuacion (8) puede obtenerse eliminando el
pardmetro k de cualquiera de las dos siguientes familias de rectas :

(9)

i- <10>

Por tanto (Art. 137), el hiperboloide de una hoja es una superficie
reglada engendrada por una de estas dos familias de rectas. Cada una
de las familias de rectas (9) y (10) se llama un haz alabeado de
segundo orden o regulus del hiperboloide (3). Puede demostrarse que
por cada punto del hiperboloide pasa unay solamente una generatriz
de cada haz. Algunas de estas generatrices aparecen en la figu-
ra 189(b).

¢) Hiperboloide de dos hojas. Una forma candnica de la ecuacion
del hiperboloide de dos hojas es
2 M
b2 (11)

Como para el hiperboloide de una hoja, hay otras dos formas candni-
cas, siendo la discusion de la ecuaciéon (11) representativa de todas
las formas.
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Las intercepciones con el eje X son £ a. No hay intercepciones
con losejes Y y Z.
Las trazas sobre los planos 1 7@%/ XZ2 son, respectivamente, las
g

S X \%
hipérbolas— p =1, z=0 i V—0¢ No hay traza

sobre el plano Y Z.
La superficie es simétrica con respecto a todos los planos coordena-
dos, ejes coordenados y al origen.
Las secciones de esta superficie por pla-
nos paralelos al YZ son las elipses

0.2

siempre que |k|> a. Para k= + a, te-
nemos solamente los dos puntos de inter-
seccion con el eje X, (x o, O, 0). Para
valores de k comprendidos en el intervalo
— a<k<a, no hay lug
De esto se sigue que la superficie no es
cerrada sino que estd compuesta de dos
hojas o ramas diferentes que se extienden
indefinidamente. Una porcion de la super-
ficie aparece en la figura 190, en donde los
ejes coordenados han sido colocados de ma-
nera que el dibujo resulte mas claro. Se
dice que la superficie se extiende a lo largo
del eje X . Cualquier hiperboloide de dos hojas se extiende a lo lar-
go del eje coordenado correspondiente a la variable cuyo coeficiente es
positivo en la forma cano6nica de su ecuacion.
Si en la ecuacion (11) 6 = c, la superficie es un hiperboloide de
revolucion de dos hojas que puede engendrarse haciendo girar la hipér-
i -
a2 62
del Articulo 136.) Como para el hiperboloide de una hoja, podemos
demostrar que un hiperboloide de dos hojas tiene también un cono
asintotico. Para la superficie (11), la ecuacion de este cono es

bola 2= 0, en torno del eje X. (Véase el ejemplo 1

b2 o - 0

Una porcion del cono aparece en linea de trazos en la figura 190. Para
el hiperboloide de dos hojas cuya ecuacion en su forma candnica es

r
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la ecuacién de su cono asintético es

ri2 o n2 .2 u »

que es el cono asintotico (5) del hiperboloide de una hoja (3).
Cuando un hiperboloide de una hoja y un hiperboloide de dos hojas
tienen un cono asintético comun, se llaman, apropiadamente, hiper-
boloides conjugados. (Ver el Articulo 68.) Asi, las superficies (3) vy
(12) son hiperboloides conjugados.

141. Cuédricas sin centro. En este articulo consideraremos las
cuadricas sin centro representadas por la ecuacion

Mx2+ Ny2= Sz,

en donde todos los coeficientes son diferentes de cero. Podemos enton-
ces escribir esta ecuacion en la forma

22 2
+ a2+ P>2= C2 N

llamada forma ordinaria o candnica de una superficie cuadrica sin
centro. De la ecuacion (1) se deduce que las cuddricas sin centro
tienen dos planos de simetria (los planos YZ y XZ) llamados planos
principales, un eje de simetria (el eje Z) llamado eje principal, pero
ningln centro de simetria.

Atendiendo a las diversas combinaciones posibles de signos en la
ecuacion (1), se deduce que, en esencia, existen solamente dos tipos
diferentes de superficies, a saber :

a) Paraboloides elipticos (aquellos en que los coeficientes de los
términos de segundo grado son del mismo signo).

6) Paraboloides hiperbolicos (aquellos en que los coeficientes de
los términos de segundo grado son de signos contrarios).

a) Paraboloide eliptico. Una forma canoénica de la ecuacion del
paraboloide eliptico es

X2 V2
g5+ 1)2= c2'
. % A
Las otras dos formascandnicas son a— + t /= cy y- + (—)r2= Ca;.

Para cada forma podemostener dosvarlacmnes seglin que cseaposi-
tivo o negativo. Nuestro estudio de la ecuacién (2) sera represen-
tativo de todas las formas.

La superficie pasa por el origen. No hay otras intercepciones con
los ejes coordenados.
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Las trazas sobre los planos X Y, XZ y YZ son, respectivamente,
i
el origen , la parabola —1= cz, y = 0, y la pardbola ~j= cz, x —0.

La superficie es simétrica con respecto a los planos YZ y XZ y
con respecto al eje Z .

Las secciones de las superficies por planos paralelos al XY son las
curvas

—+ -~ =ck,z=k. (3)

Estas curvas son elipses si ¢y fe son del mismo signo ; si cy fe tienen

signos contrarios, no hay lugar geométrico. Si tomamos ccomo posi-
tivo, fe debe ser positivo, y a medida
que fe aumenta de valor, las elipses (3)
crecen en tamafio a medida que los pla-
nos de corte se alejan mas y mas del
plano XY . Evidentemente, pues, la
superficie no es cerrada sino que se ex-
tiende indefinidamente, alejandose del
plano XY . Se ve facilmente que las
secciones de la superficie por planos
paralelos a los planos XZ y YZ son
parabolas cuyos vértices se alejan del
plano XY a medida que se toman los
planos de corte mas y mas lejos de es-
tos planos coordenados.

Una porcion de la superficie, en el caso de ser ¢ positivo, aparece
en la figura 191. Si c es negativo la superficie estd en su totalidad
abajo del plano X Y . Se dice de cada superficie que se extiende a lo
largo del eje Z. Cualquier paraboloide eliptico se extiende a lo largo
del eje coordenado correspondiente a la variable de primer grado en la
forma candnica de su ecuacion.

Si en la ecuacién (2) es a = b, la superficie es un paraboloide
de revolucion que puede engendrarse haciendo girar la parabola

N
-yp = ¢z, x —0, en torno del eje Z. (Véase el ejemplo 1 del Ar-

ticulo 130.)

bj Paraboloide hiperbélico. Una forma canonica de la ecuacion
del paraboloide hiperbdlico es
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Nuestra discusion de la ecuacion (4) sera representativa de las otras
Lo x/\ Z/\ ' Z/\
dos formas canoénicas, ~, — ~J*—cy Yy » —~N = ex. Hay dos va-
riaciones para cada forma, segln que c sea positivo o negativo.
La superficie pasa por el origen. No hay otras intercepciones con
los ejes coordenados.
Las trazas sobre los planos 1 7, XZ y YZ son, respectivamente,

%y
las rectas que se cortan--—-—- h-f-=0,2=0.y ——-"~=0,2=0,;
a 0 a b

, X~ P N
la pardabola # =cz, y —0, y la pardbola ' o —cCcz, X — 0.
Lasuperficie es simétrica con respecto a losplanos YZ y XZ y
al eje Z.
Las secciones de la superficie por planos paralelos a, pero no coin-
cidentes con, el plano XY son las hipérbolas

2 R
— — .= cft, z = 0.
am Db
Evidentemente, a medida que k crece numéricamente, las ramas de
estas hipérbolas se alejan mas y mas del eje Z . Por tanto , la superfi-
cie no es cerrada, sino que se extiende indefinidamente.
Las secciones de la superficie por planos paralelos al XZ son las

pardbolas

XA le?

~tf=cz+Y2 y=k"’

las cuales se abren hacia arriba o hacia abajo seglin que c sea positivo
0 negativo.

Las secciones de la superficie por planos paralelos al YZ son las
parabolas

13{)| - ez -4;:12!9'2 ™= KI:'

las cuales se abren hacia abajo o hacia arriba segiin que ¢ sea positivo
0 negativo.

Una porcién de la superficie aparece en la figura 192 (a) para el
caso en que c es negativo. La superficie tiene la forma de una silla
de montar y se dice que se extiende a lo largo del eje Z. Todo para-
boloide hiperbdlico se extiende a lo largo del eje coordenado corres-
pondiente a la variable de primer grado en la forma candnica de su
ecuacion.
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Evidentemente, el paraboloide hiperbdlico nunca puede ser una
superficie de revolucion. La ecuacion (4) puede escribirse en la forma

de la cual vemos que la ecuacién de la superficie puede obtenerse
eliminando el parametro k de cualquiera de las dos siguientes familias
de rectas, o haces alabeados,

Fig. 192

Por tanto, como para el hiperboloide de una hoja (Art. 140), el
paraboloide hiperboélico es una superficie reglada engendrada por cualquiera
de los dos haces alabeados. (Véase el ejemplo 2 del Art. 137.) Puede
demostrarse que por cada punto del paraboloide hiperbdlico pasa una
y solamente una generatriz de cada haz. Algunas de estas generatrices
aparecen trazadas en la figura 192(6).

EJERCICIOS. Grupo 67

1. Discutir y representar graficamente cada una de las superficies del ti-
po (1) (Art. 139) cuando uno o mas de los coeficientes son nulos.
2. Dar una discusién completa del elipsoide alargado cuya ecuacion es

1, a > b. Construirla superficie.
™ b2 bz P
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3. Dar una discusion completa del elipsoide achatado cuya ecuacion es

y-2 2 y2

Wb+ B2+ hr=1 a>b-

Construir la superficie.

En cada uno de los ejercicios 4-7, discutir y construir el elipsoide cuya ecua-
cion se da.

4. (l1+vi+11=1. 6. 36jc2+ 9y2+ 4z2 = 36.
5. L1+ JE+ -L1=1.7. 4x2+ y2+ 22 —8x = 0.

8. Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se
mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de sus distancias a los ejes
X y y essiempre igual a4. Construir la superficie.

9. En Calculo infinitesimal se demuestra que el volumen limitado por un
elipsoide es igual a %xabct siendo a, b y c los semiejes. Hallese el volumen
limitado por el elipsoide 4x2+ 3y2+ 222 —8x + 12y + 4 = 0.

10. Dar una discusién completa del hiperboloide de una hoja cuya ecuacidn

es 22— 7" % 1 Construir la superficie y su cono asintético®
a- b2 c2

11. Dar una discusién completa del hiperboloide de dos hOJas cuya ecuacion
N2 <2 t

es — -f 1=0. Construnr la superficie y su cono asmtotlco
a2 bz, c2

En cada uno de los ejercicios 12-17, discltase y construyase el hiperboloide
cuya ecuacién se da. Construyase también su cono asintético.

14, x2+ y2—2z2 = 4.
15. x2+ y3—2z2+6 = 0.
16. 2x2—3yj+ z2= 6.
17. 2x2- y2+ 822+ 8= 0.

18, Construir los hiperboloides conjugados que tienen a la superficie
X2+ y2—z2= 0 por cono asintético comdn.
19. Hallar las ecuaciones de cada haz alabeado del hiperboloide

a2- 4y2+ 2z22=1,

y demostrar que estas rectas se cortan.

20. Hallar la ecuacién del hiperboloide de revolucién de una hoja engendra-
do por la rotacién de la recta y = 2, z = x, en torno del eje Z. Construir
la superficie.

21. Hallar la ecuacion canénica de una cuadrica con centro, si la superficie
pasa por el punto (1, 1. — 1) y por la curva Ay2+ 2z2= 3, x = 2. Cons-
truir la superficie.

22. Discutir eilustrar cada una de las superficies del tipo (I1) (Art. 139)
cuando uno o dos de los coeficientes son nulos.

23. Dar una discusién completa del paraboloide eliptico cuya ecuacion

as iaLZ-f-JbLzz cy. Constiuir la superficie para ¢ > 0 y también para c < 0.
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24. Dar una discusién completa del paraboloide hiperbélico cuya ecuacién

es-)3-22- ----- i -éz cy. Construir la superficie para ¢ > 0 y también para c < 0.
a

En cada uno de los ejercicios 25-30, estudiar y construir el paraboloide cuya
ecuacion se da.

25. X2+ 222 = 4y. 27. 9x2+ 4z2+ 36y = 0.
26. x2- y2+ z = 0. 28. 4y2+ z2+ Zx = 0.
29. x2+y2- 4* - 6y - 182 +13=0.

30, x2-y2- 2*+ 4y + z -6 = 0.

31. Hallar las ecuaciones de cada uno de los haces alabeados del paraboloide
hiperbélico x2—y2 — 4z, y demostrar que estas rectas se cortan.

32. Hallar la ecuacion canonica de una cuédrica sin centro, si la superficie
se extiende a lo largo del eje Z y pasa por los puntos (2, 1, 1) y (4, 3, —1).
Construir la superficie.

33. Las dos superficies == — "= 1y "*-2Z= 1 llaman cilindros hi-
a2 b2 b2 a2

perbdlicos conjugados. Demostrar que ambas superficies son asintoticas a los

planos que se cortan é -j-%/lz 0y < b = 0. Estos planos se llaman,

apropiadamente, planos asintdticos comunes de los cilindros. Constriyanse los
cilindros y sus planos asintéticos.

* . * o
34. Demostrarque el paraboloide hiperbélici’(;)z2 ----- t}@_ b:2CZ es asintétigo
a los planos que se cortan a—+-’B— =0y ——-g-: b Estos planos son 1la-

mados,apropiadamente, planos asintéticos. Constriyase la superficie y sus
planos asintéticos.
35. Demostrar que las rectas de cada haz alabeado del paraboloide hiperbé-

lico - gzcz son paralelas a cualquiera de sus planos asintdticos (ejer-
a

cicio 34) .
Los ejercicios 36-39 se refieren al sistema de cuadricas con centro
y 2 «|2 2 y2 1 o
a2+ k T;b_2+a_R_%_cZ+_k' @

en donde o0 > 6 > ¢ > 0 yel parametro k puede tomar todos los valores reales
excepto —a2, — b2, —c2, y cualquier valor menor que - a2. Este sistema es
analogo al sistema de cénicas con centro (homofocales) discutido en el Art. 77.

36. Para k > —c2, demuéstrese que la ecuacién (5) representa un sistema
de elipsoides cuyas trazas sobre el plano XY son todas elipses que tienen los fo-
cos comunes (+ y/ a2 —b2, 0, 0).

37. Para —b2< k < — 2, demuéstrese que la ecuacion (i) representa un
sistema de hiperboloides de una hoja cuyas trazas sobre el plano XV son todas
elipses que tienen los focos comunes (+ \/ a2 —b2, 0, 0).

38. Para —a2 < k < — b2, demuéstrese que la ecuacién (5) representa un
sistema de hiperboloides de dos hojas cuyas trazas sobre el plano XY son todas

hipérbolas que tienen los focos comunes (£ %/ a2 — b2, 0, 0).
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39. Los resultados de los ejercicios 36-38 muestran que las trazas del siste-
ma (5) sobre el plano XY, para todos los valores permisibles de k, son cénicas
homofocales (Art. 77) . Demuéstrese que se verifican resultados semejantes
para las trazas sobre el plano XZ y también para las trazas sobre el plano YZ
de los elipsoides e hiperboloides de una hoja solamente, no habiendo ninguna
traza sobre el plano Y Z para los hiperboloides de dos hojas. En vista de esta
propiedad, se dice que la ecuacion (5) representa un sistema de cuadticas homo-
focales.

40. Establecer y demostrar un resultado analogo al del ejercicio 39 para el
sistema de cuadticas sin centro

v2 2

las cuales, por esto, se Illaman paraboloides homofocales.



CAPITULO XVII

CURVAS EN EL ESPACIO

142. Introduccion. En el Capitulo XV hicimos un estudio de la
recta en el espacio. En este capitulo extenderemos nuestro estudio al
problema mas general de la investigacion de cualquier curva en el
espacio. Vimos que una recta en el espacio estd representada analiti-
camente por dos ecuaciones independientes, que son las ecuaciones de
dos planos diferentes cualesquiera que pasen por la recta. Analoga-
mente , una curva en el espacio puede representarse analiticamente
por dos ecuaciones independientes, las ecuaciones de dos superficies
diferentes cualesquiera que pasen por la curva. Segln esto, vamos a
establecer la siguiente

Definicion. La totalidad de los puntos, y solamente de aquellos
puntos, cuyas coordenadas satisfacen simultaneamente dos ecuaciones
rectangulares independientes se llama curva del espacio.

Geométricamente, una curva del espacio es la interseccion de las
dos superficies diferentes representadas por las ecuaciones que la
definen.

Si todos los puntos de una curva en el espacio estdn en un plano,
se llama curva plana; en caso contrario, se llama curva alabeada.

El estudiante debe observar que un par de ecuaciones rectangulares
no representan necesariamente una curva del espacio. Asi, las ecua-
ciones x2+ y2+ 2= 4 y x1+ y2+ z2= 9 no representan una cur-
va, porque, analiticamente, estas dos ecuaciones no tienen ninguna
solucién comdn, y geométricamente, como representan dos esferas
concéntricas, no hay curva de interseccion. También , si dos superfi-
cies tienen solamente un punto en comdun, no consideraremos que
definen una curva en el espacio.

Se anoté previamente (Art. 123) que las ecuaciones que definen
una recta en el espacio no son Gnicas, y que una recta puede repre-
sentarse analiticamente por las ecuaciones de dos planos diferentes
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cualesquiera que pasen por ella. Veremos ahora que este importante
concepto se aplica a las curvas del espacio en general.

Consideremos una curva del espacio cualquiera dada por la inter-
seccion de dos superficies diferentes cuyas ecuaciones, en forma sim-
bélica , pueden escribirse brevemente

» =0, #=0. (1)
Con estas ecuaciones formemos la ecuacion
u+ kv =0, (2)

en la que k es una constante o parametro que puede tomar todos los
valores reales. Evidentemente, si la ecuacion (2) representa un lugar
geométrico, setrata  deuna superficie (Art.128). Enparticular,
cualquiersolucioncomin de ambas ecuaciones (1) estambién una
solucién de la ecuacién (2). Por tanto, para cada valor del parame-
tro k, la ecuacién (2) representa una superficie que pasa por la
curva (1). (Véase Art. 77.) Este concepto es de tal importancia en
la teoria de las curvas del espacio que lo anotaremos en la forma del
siguiente

Teorema . Para todos los valores del parametro k , la ecuacion
u-+ kv = 0

representa una familia de superficies cada una de las cuales pasa por la
curva
u=20, v=0.

La importancia del teorema anterior esta en el hecho de que a
partir de las ecuaciones dadas de una curva del espacio frecuentemente
es posible obtener un par de ecuaciones mas simples o méas Utiles que
la definan. Tendremos ocasion de usar este hecho mas adelante (Ar-
ticulo 145).

Debe observarse que nuestro estudio de las curvas del espacio se
limitard solamente a su construccién. La investigacién y determina-
cion de las propiedades de la curva general del espacio requiere méto-
dos avanzados que quedan fuera del programa de un curso elemental
de Geometria analitica.

143. Curvas planas en el espacio. Comenzaremos nuestro estudio
de la construccidn de las curvas del espacio considerando el caso mas
sencillo de una curva plana. Ya hemos estudiado algunos ejemplos
especiales de tales curvas como trazas de una superficie sobre los
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planos coordenados y como secciones de una superficie por planos
paralelos a un plano coordenado. Asi, las ecuaciones

X2+ y~=4, Z=2

representan una circunferencia contenida en el plano z = 2. Esta
curva puede considerarse también como la interseccion de la superficie
del cilindro circular recto x2+ y2= 4 con el plano z = 2. Evidente-
mente , las curvas planas de este tipo pueden trazarse por los métodos
de la Geometria analitica plana.

Vamos a considerar la construccion de una curva contenida en un
plano no paralelo a, ni coincidente con, un plano coordenado. Sea C
dicha curva, y considerémosla definida como la interseccidn de una
superficie curva S y un plano 8. Para construir C debemos obtener
un medio para determinar la localizacion de cualquier punto de la
curva. Esto puede hacerse trazando primero un plano, digamos 8",
paralelo a uno de los planos coordenados y tal que corte a C. EI plano
8' cortara a S en una curva, digamos C', ya 8 en una recta, diga-
mos |'. La interseccién de C' y |’ es, evidentemente, un punto de
la curva C.

Ejemplo. Construir aquella porcion de la curva
C: Xx2—4y2—4z2+4 =0, x =y (o]

que esta en el primer octante.

Solucién. La primera ecuacion representa un hiperboloide de revoluciéon S

de una hoja (fig. 193) que se extiende a lo largo del eje X, y la segunda un

plano 8 perpendicular al XY y que

z pasa por el eje Z. En la figura 193 apa-

recen las porciones de estas superficies
que estan en el primer octante.

La interseccion de S con el eje Z es
el punto A, que, por tanto, estd tam-
bién sobre 8. Luego A es un punto de
la~ curva C; sus coordenadas se encuen-
tran féacilmente y son (0, 0, 1). Las
trazas de S y 8 sobre el plano XY son,
respectivamente, la hipérbola

y larecta x =y, z = 0; su interseccién

B(% y/3, %y/3,0)

X es también un punto C.
Para localizar cualquier otro punto
Fig. 193 de C, consideremos un plano 8' paralelo
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al plano Y Z ; este plano corta aS en C, que es un cuadrante de circunferencia,
y a 8 en /' que es una recta paralela al eje Z. La interseccion de C y I' es un
punto P de C. Analogamente, considerando otros planos paralelos al YZ,
podemos obtener puntos adicionales de la curva C, que aparece en linea gruesa
en la figura 193. Como C es, evidentemente, una curva cerrada, serd intere-
sante para el estudiante el construir la curva completa.

144. Curva de interseccion de las superficies de dos cilindros rectos.
Vamos a considerar ahora el problema de la construccidn de la curva
de interseccion de las superficies de dos cilindros rectos. Este problema
es importante porque es muy util en la construccion de cualquier curva
del espacio, como veremos en los dos articulos siguientes.

El tipo de superficie que consideraremos aqui es la cilindrica recta,
cuyas generatrices son perpendiculares a un plano coordenado. La
curva de interseccidn de tales superficies cilindricas puede obtenerse por
el método explicado en el Articulo 143 . En efecto, se puede trazar un
plano paralelo a uno de los planos coordenados y tal que pase por una
generatriz de cada cilindro, la interseccion de las dos generatrices es
un punto de la curva de interseccion .

Ejemplo. Construir la curva de intersecciéon de las superficies cilindricas
X2+ z2=1 vy y2=4x

Solucién. La primera ecuaci6n (teorema 6, Art. 133) representa la super-
ficie de un cilindro circular recto cuyas generatrices son perpendiculares al pla-
no XZ. La segunda ecuacion repre-
senta la superficie de un cilindro pa- 7
rabdlico recto cuyas generatrices son
perpendiculares al plano XY. Por
simplicidad, vamos a trazar sola-
mente aquella porcién de la curva de
interseccion que estd en el primer
octante. EI resto de la curva puede
obtenerse después por consideraciones
de simetria.

Las partes de los dos cilindros que
estdn en el primer octante aparecen
en la figura 194. Evidentemente, los
puntos A (0, 0, 1) y 5(1, 2, 0)
estan sobre la curva de interseccion.

Para obtener cualesquier otro punto Fig. 194

de la curva, hacemos pasar un pla-

no 8 paralelo al plano YZ vy que corta al cilindro x2+ z2 — 1 en la genera-
triz h paralela al eje Y, y al cilindro y2= 4x en la generatriz /2 paralela al eje Z.
La interseccion de h y h esentonces un punto P de la curva de interseccidn.
Anélogamente podemos obtener tantos puntos como queramos de la curva, la
cual aparece en el primer octante trazada en linea gruesa. El resto de la curva
puede trazarse facilmente por consideraciones de simetria.
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EJERCICIOS. Grupo 68

En cada uno de los ejercicios 1-12, construir la curva plana de interseccion de
las dos superficies cuyas ecuaciones se dan.

X2+ y2+ z2= 16,  —2. 6. 6*3—3y2-f2z2=6, 2x=z.
2x2+ y2+ 222=4, y=1 7. X2+ z —4 —0, y = 3z.
3*2-2y2-22¢46 =0, *=3. 8
X2+ y2+ z2=19, y = 2x 9
X2+ y2=1 vy =z

10. x2- 4y2- 4z22=0, 3x + 2y = 6.

11. x2+ y2=4, x+y —z =0.

12, X2+ y2+ 22=9, X+ y+ z = 4.

X2+ y2+ 22=4, jc+y-1.
y2+ z2=1, x +z = 1.

oo w N e

En cada uno de los ejercicios 13-25, construir la curva de interseccion de las
superficies cilindricas rectas cuyas ecuaciones se dan.

13, x2+ y2=1, x2+ z2= 1. 20. y2+ x =4, y2—4z =0.

14, Y21l zu=4) x2+ y2=4. 21. *2+ z2=1, 3*2+ y2=12.

15. x2+ z2=4, x2=y. 22. X2+ y2-4y=0, y2+9z2=9.

16. x2+ y2=4, y2+ z = 4 23. XA+ zM =2, y2+ z =4,

17. x2+z =3, y2+1z22=09. 24. 'y = x3, 4y2+ z22= 4.

18. y2+ x =4, y2+ z =4, 25. y% (-2% — 1, x2+ z = 1.
19. y2+ x =3, x2+ z =0

145. Cilindros proyectantes de una curva del espacio. Por el teo-

rema del Articulo 142 vemos que hay una infinidad de pares de superfi-
cies diferentes que con su interseccion definen a una curva del espacio.
Vamos a considerar ahora un par especial que es muy util en la
construccidon de curvas del espacio. Se seleccionan tres combinacio-
nes lineales de dos ecuaciones que definan una curva del espacio,
tales, que cada combinacion carezca, respectivamente, de una de las
tres variables x, y y z. Este proceso consiste evidentemente en
la eliminacion sucesiva de una variable entre las dos ecuaciones que
definen la curva. Como cada una de las ecuaciones resultantes carece
de una variable, se sigue, por el teorema 6 del Articulo 133, que cada
ecuacion representa la superficie de un cilindro recto cuyas generatrices
son perpendiculares al plano coordenado en que no se mide esa varia-
ble. Ademds, como cada superficie cilindrica tiene a la curva del
espacio como directriz, se les llama, apropiadamente, cilindros -pro-
yectantes de la curva.

Vemos, entonces, que una curva del espacio tiene tres cilindros
proyectantes, uno para cada plano coordenado. Se acostumbra, en
consecuencia, hablar del cilindro proyectante de una curva sobre el
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plano X Y, sobre el plano XZ y sobre el plano Y Z. Dos cualesquiera
de sus tres cilindros proyectantes pueden emplearse para definir la
curva del espacio. Vemos, ademas, que los planos proyectantes de
una recta en el espacio (Art. 125) son un caso especial de los cilindros
proyectantes de cualquier curva del espacio.

Ejemplo. Hallar e identificar las ecuaciones de los cilindros proyectantes de
la curva cuyas ecuaciones son

2x2+ y2+ 522 = 22. 2x2- y2+ 4722 = 14 (1)

Solucién.  Si eliminamos sucesivamente las variables x, y y z entre lasdos
ecuaciones de la curva (1), obtenemos, respectivamente, las ecuaciones

2y2+2z2= 8, (2)
4%2 + 972, B> (3)
9y2- 2*2 = 18 4)

Estas ecuaciones, tomadas en orden, representan loscilindros proyectantes de la
curva (1)sobrelos planos YZ, XZ y XY, respectivamente. Las dosprimeras
superficies son cilindros elipticos; la tercera es un cilindro hiperbélico.

La curva puede considerarse ya sea como la interseccion de las superficies re-
presentadas por las ecuaciones (1), un elipsoide y un hiperboloide de una hoja,
respectivamente, o como la interseccidn de dos cualesquiera de sus tres cilindros
proyectantes (2), (3) y (4). Es muy interesante el ejercicio de construir la
curva partiendo de cada uno de estos dos puntos de vista. Asi se verd la gran
simplicidad que se obtiene mediante los cilindros. Este tipo de problema sera
estudiado en el siguiente articulo.

Examinemos ahora la curva de interseccién de las dos superficies de los dos
cilindros circulares rectos

+ y2 =4, (5)
y2+ 22 = 4. (b)

Aqui tenemos ya dos de los cilindros proyectantes. Si aplicamos ahora el método
del ejemplo anterior y determinamos la ecuacion del tercer cilindro proyectante,
eliminando la variable y entre las ecuaciones (5) y (b), obtenemos la ecuacién

*2 72=0, (7)

cuyo lugar geométrico consta de los planos x + z =0y x —z=0. Por tanto,
la interseccién consta de doscurvas planas, una contenidaen elplanox + z =10
y laotra enel planox —: = 0. Vemos aqui otraventaja dedeterminar los
cilindros proyectantes de una curva en el espacio; en este caso particular, nos
conduce a descubrir el hecho de que la interseccién consta de dos curvas planas.
Es muy instructivo el construir las curvas como la interseccion de cada uno de
los planos (7) con cualquiera de los cilindros (5) y (b) y comparar entonces
esta construccion con la usada en la solucién del ejercicio 14 del grupo 68, Ar-
ticulo 144.
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146. Construccion de las curvas del espacio. En este articulo
vamos a hacer un breve resumen de los métodos que pueden emplearse
en la construccion de las curvas del espacio partiendo de las ecuaciones
que la definen. Si una de las ecuaciones de una curva representa un
plano, la curva es una curva plana y puede construirse como se discu-
tié en el Articulo 143. Si ambas ecuaciones de una curva representan
cilindros rectos cuyas generatrices son perpendiculares a un plano coor-
denado, la curva puede construirse como se bosquejé en el Articu-
lo 144. Si las ecuaciones que definen la curva del espacio no caen bajo
ninguno de estos dos casos, procedemos como se indicé en el Articu-
lo 145, a saber, determinar las ecuaciones de los tres cilindros proyec-
tantes y construir entonces la curva como interseccion de dos cuales-
quiera de estos cilindros. El proceso en este Gltimo caso consiste en
reducir el problema a uno de los dos primeros casos.

Ejemplo 1. Construir la curva
*2+ 2y2+ 3z2- 27 =0, x2- 2y2- z2+ 9=0. (D

por medio de sus cilindros proyectantes.

Fig. 195

Solucién. Eliminando una variable sucesivamente entre las ecuaciones (1),
obtenemos las tres ecuaciones

y2+ z2 =09, (2)
X2+ 22 =9, 3)
x2- y2 =0. 4)

El lugar geométrico de la ecuaciéon (4) consta delos dos planos
X+y=0y x—y =0;

por tanto, la interseccion de las superficies (1) constade doscurvas planas.
Una porciéon de cada una de estas curvas aparece en la figura 195. La porcion
APB de unacurvaesta en elplano x —y =0; elmétodo deconstruir cualquier
punto Pde estacurva como interseccién delplano x -- y=0 vy el cilindro (2)
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estd indicado por medio de un plano paralelo al plano XZ. La porcién AP'C
de la otra curva estd en el plano x + y = 0; el método para construir cualquier
punto P' de esta curva como interseccion del plano * + y = 0 y el cilindro (3)
estd indicado por medio de un plano paralelo al YZ. Las curvas pueden comple-
tarse facilmente por consideraciones de simetria.

Podemos, por supuesto, de una manera semejante, obtener también la por-
cién APB como interseccidn del plano x —y =0 y el cilindro (3), y la porcién
AP'C como interseccion del plano x + y =0 y el cilindro (2) . EIl estudiante
debe también construir estas curvas como interseccién de los cilindros proyec-
tantes (2) y (3) .

Ejemplo 2. Por medio de sus cilindros proyectantes, construir la porcidn
de la curva

X2+ 2y2+ z - 10=0, x2- y2- 2z + 8 =0, (1
que esta en el primer octante.

Solucién. Se encuentra facilmente que los cilindros proyectantes son

X2+ y2 =4, (6)
X2- 2+ 2=0, (@)
y2+ z = 6. (8)

La porcién deseada de curva, APB, puede obtenerse como interseccién de los
cilindros (6) y (8), y asi aparece trazada en la figura 196. Como se indic6,

Fig. 1%

cualquier punto P de la curva puede obtenerse por medio de un plano paralelo
al plano XZ.

El estudiante debe construir la curva como interseccién de los cilindros
(6) y (7), y también como interseccion de los cilindros (7) y (8). Después,
debe comparar estas construcciones de la curva (5) con su construcciéon como
interseccion del paraboloide eliptico y del paraboloide hiperbdlico dados.
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EJERCICIOS. Grupo 69

En cada uno de los ejercicios 1-15, héallense e identifiqlense las ecuaciones de
los tres cilindros proyectantes de la curva cuyas ecuaciones se dan. Después
constriyase la curva como la interseccion de dos cualesquiera de los cilindros
proyectantes.

1. x2+ 2y2+ z22= 2, x2- y2- 222+ 1=0.

2. X2+ y2+ z2+ z = 12, 3jc2—y2—z2+ 3z = 0.
3. 4x2+ y2+ z2=7, 2x2+ y2—z2+ 1=0.

4, x2—3y2—3x+ z=0, X2+ y2+ x +z =12
5. 2x2+ 3y2+ z = 12, 2x2—y2—3z+ 4 =0.

6. 3y2+ x + 2z = 12, y2—x + 2z = 4

7. y2+ 422 —3x = 4, y2—1z2+ 2Xx —4.

8. X2+ 2y2+ 922 —4y =9, 2x2+ y2—9z2- 8y+ 9 =0.
9. X2+ 2y2+ 22 —4z = 4, x2—y2—2z22+ 8z = 4.
10. xr¥—y2+ 8+ 4y = 0, 2x2+ y2+ 4z —4y = 0.
11. 3x2+ 2y2+ z2= 4, x2- 2y2+ z2=0.

12. 2jc2 —y2—z2+ 1=0, 2x2+-2y2+ z2= 5.

13. x2+ xy + z2=2, xz—2xy -Fz2+ 1=0.

14, x2- y2+ 4z =0, x2+ y2- Sx + 4z =0.

15. z3+ x2+ 22—y =1 23 —2x2—222—y + 2 =0.

16. Construir la curva cuyas ecuaciones son x% + y% = 4, x% + z% = 4.
17. Construir aquella porcién de la curva
X2+ y2+ z2=1, x +y =1,

que esta en el primer octante.

18. Construir aquella porcién de la superficie x2+ y2 = 1 comprendida
entre los planos z = 0y z = 2, y entre los planos y = x y y —2x.

19. Construir aquella porciéon de la superficie x2+ z2 = 4 comprendida

entre los planos y =z y y = 2z.
20. Construir aquella porcién de la superficie x2+ y2-hz2 = 4 intercep-
tada por la superficie x2+ y2 —2y = 0.

147. Ecuaciones paramétricas de una curva del espacio. En el
Capitulo X1 estudiamos la representacion paramétrica de una curva
plana. Este concepto puede extenderse a las curvas del espacio de
manera que las coordenadas (x, y, z) de cualquier punto de la curva
estén expresadas como una funciéon de una cuarta variable o para-
metro . Asi, las ecuaciones paramétricas de una curva del espacio
pueden escribirse en la forma

X = y=f2(0, s =1/s(0,

en donde, para cada valor asignado al parametro t, las coordenadas
de un punto de la curva quedan determinadas. Hemos visto ya una



CURVAS EN EL ESPACIO 449

ilustracidon de tal representacién paramétrica de una curva del espacio
para la linea recta (véase el teorema 3 del Articulo 124).

Las ventajas y aplicaciones de las ecuaciones paramétricas de una
curva del espacio son semejantes a las de una curva plana (Art. 89).
Podemos anotar aqui que, en el estudio de las curvas del espacio por
los métodos de la Geometria diferencial, se emplea casi exclusivamente
la representacion paramétrica.

Si se dan las ecuaciones de una curva del espacio en la forma rec-
tangular, las coordenadas de los puntos de interseccién con una super-
ficie se obtienen resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de
la curva y la superficie. En general, este procedimiento no es tan
sencillo como el método empleado en el siguiente ejemplo cuando la
curva esta representada paramétricamente.

Ejemplo 1. Hallar las coordenadas de los puntos de interseccion de la curva

X=1i y=t z-V2—t2, (@)
y la superficie
X2+ y2= 2z. (2)

Solucion. Las coordenadas de un punto de intersecciéon de la curva (1) vy
la superficie (2) deben satisfacer las ecuaciones de la curva y la superficie. Las
coordenadas de tal punto corresponden a un valor definido del pardmetro f;
este valor de t puede obtenerse sustituyendo los valores de x, y y z de (1) en
la ecuacién (2) . Esto nos da la ecuacion

w2t Z2yj2 - o2,

cuyas soluciones se hallan facilmente y son ! = + 1. Sustituyendo estos valores
de i en las ecuaciones (1), obtenemos (1, 1, 1) y (- 1, —1, 1) como coor-
denadas de los puntos de interseccion.

Si se dan las ecuaciones de una curva del espacio en una forma
paramétrica, podemos construir la curva por dos métodos. De las
ecuaciones paramétricas podemos determinar las coordenadas de algu-
nos puntos de la curva, y trazando un ndmero suficiente de estos
puntos se puede obtener una gréafica adecuada. Por otra parte, elimi-
nando el pardmetro , obtenemos las dos ecuaciones rectangulares de la
curva, que puede construirse como se discutiéo previamente.

Se observo anteriormente que para algunas curvas planas, como la
cicloide (Art. 93), la representacion paramétrica es mas conveniente
que la representacién rectangular. Analogamente, para algunas cur-
vas del espacio, como la hélice, que estudiamos a continuacidn, la
representacion paramétrica tiene ciertas ventajas sobre la represen-
tacion rectangular.
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Ejemplo 2. Hallar una representacién paramétrica de una hélice circular,
definida como ellugar geométrico de un punto que se mueve sobre la superficie
de uncilindro circular recto de tal manera que al mismo tiempo que gira alrede-
dor del eje delcilindro sigue avanzando en la direccidon del mismo, de modo que
la distancia que recorre paralelamente al eje del cilindro es directamente propor-

cional al &ngulo que describe alrededor de dicho eje.
Solucién. Supongamos que la ecuacidn del cilindro circular es

*3 + y2= a2 (3)

seaP 0 (fig-197) ,interseccion de este cilindro y la parte positiva del eje X,

un punto de la hélice. Sea P (x, y, z) un punto
cualquiera de la hélice. Vamos a tomar como para-
metro el &ngulo 9 que describe el punto P en torno
del eje Z, el eje del cilindro (3). Como PO es un
punto de la hélice, el dngulo O se medirad en sentido
contrario al de las agujas del reloj o sentido posi-
tivo, partiendo de la parte positiva del eje X.

Evidentemente, de la figura, las coordenadas
X yy de P son aeos 8y asen 9, respectivamente.
Por la definicidon de hélice, la coordenada z es direc-
tamente proporcional a 9. Por tanto, si fe> 0 repre-
senta el factor de proporcionalidad, la coordenada z
estd dada por k9. De acuerdo con esto, las ecuacio-
nes paramétricas de la hélice son

X =aeos 6 y=asen9 z =k8 (fe>0). (4)

Una porcion de la hélice aparece en la figura 197.
Representa la forma de la rosca a la derecha de un
tornillo. Por las ecuaciones paramétricas (4), ve-
mos que la hélice estd arriba o abajo del plano XY

seglin que 0 sea positivo o negativo.

EJERCICIOS. Grupo 70

X, Hallar las coordenadas del punto de interseccién de la recta

x=f y=3—r z=4—

y el plano5x + 4y —2z = 7.
Hallar las coordenadas del punto de interseccion de la recta

X =t—2, y=t+5 z=fFf+ 1

y el plano 2x —3y + 7z + 12 = 0.
Hallar las coordenadas de los puntos de interseccidn de la recta

x =4f, y= r 4, z=3f+ 6,

y la esferax2 + y2+ z2 —4* —2y — 44 = 0.
Hallar las coordenadas de los puntos de interseccion de la curva

X =2e0s6, y=2sen9, z = 2sen 9,

y la superficie x2 —yl+ z2= 4.
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5. Construir la curva y la superficie del ejemplo 1, Articulo 147, y hallar
asf sus puntos de interseccin geometricamente. 5
6. Hallar las coordenadas de los puntos de interseccion de la curva

X=t y=t2 7=13

y la suBerfme X2+ 2y —1 —2 _

_1.Demostrar que Tas formulas relativas a las coordenadas del punto  que
divide a un segmento dado en el espacio (teorema 2, Art. 109)en unarazon
dada, pueden Usarse como ecuaciones paramétricas de una linea recta con la
razon r como parametro.

En cada uno de los ejercicios 8-20, construyase la curva cuyas ecuaciones
paramétricas se dan.

8 x=t+2 y=2o—4 1=1-f1

9, x = —=2f=3 y=t+5 z=41-1
0. ¥z ==z ==

11, x =e0s8, y = €028 Z =SeNns.

12 x =4sen2s, y =2¢e0ss, z=2sn9
130 x=t y=1t 7=1-—t2

14, x = sen29, y=sen6eosd z= eos6.
15, x =1t y=2i2 1z:=3i3

16. x = sens, y = eses, z = €0 8.

17 x = 2%en2t, y = senaf, Z=2e0st.
18, x - -_—c = —

19, x -2e056 y=2%ns =28
20, x=1¢0058 y=2%n8 1=

148. Construccion de voldmenes. Por volumen entendemos una
porcion del espacio limitada por una o mas superficies. Si un volumen
esta limitado por una sola superficie, tal como un elipsoide, dicho
volumen puede representarse geométricamente por la  construccion
de esa superficie (Art. 130). S un volumen esta limitado por dos o
mas superficies, la construccion de ese volumen requiere la construc-
cion de cada una de las suEerflmes que lo forman y de sus curvas de
interseccion (Art. 146). En este articulo vamos a considerar la cons-
truccion de volimenes de este dltimo tipo.

Ejfe,mplo 1. Construir el volumen en el primer octante limitado por las
SUPETHICIES X2+ y2=4y x+y—1=0

Solucion. El volumen que se desea esté limitado por la superficie del cilin-
dro circular recto x2+ y2="4, el plano x foy —z =0, y los planos. coorde-
nados x —0, y =10, 2= 0. Construimos primero una parte del cilindro en
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el primer octante. El plano x + y —z = 0 pasa por el origen y se puede cons-
truir por.medio de sus trazas sobre los planos XZ 'y YZ. Luego construimos la
curva de interseccion de este plano y el cilindro; para obtener cualquier punto P
de esta cyrva, empleando un planc de corte paralelo al plano XZ, lo hacemos
como lo indica la figura 198, 'EI contorno del volumen aparece en [a linea llena,

Fig. 19

Ejemplo 2. Caonstruir el volumen limitado por las superficies *2+ 2y = 4,
2y =3z, x—y+ 1=0 *=0 yz=0y queestdala izquierda del plano
X —y+ I= Oenel primer octante. _ y . N

Solucion, La porcion de la curva de interseccion del cilindro Parabohco
recto x2+ 2y = 4y el plano 2y = 3z que estd en el primer octante aparece

Fig. 199

marcada en la figura 199 por el arco AB. EIl plano x —y + 1=0 corta al
arco AB enel punto D, al cilindro en la generatriz CD, al plano 2y = 3z en
la recta DE y al eje Y en el Fun_to F. Entonces el volumen reguerldq, que
aparece en linea gruesa, esta limitado poi jas porciones ACD del cilindro,
AOED del plano” 2y = 3z, CDEF del plano x —y + 1=0, OEF del pla-

nox =0y AOFC del plano z = 0,
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El estudiante observard que las coordenadas de algunos puntos de la figura
han sido indicadas. Como préctica se le recomienda que calcule las coordenadas
de tales puntos. Las coordenadas no, sirven solamente para construir la figura,
sino también algunas de ellas se requieren para el calculo del volumen.

EJERCICIOS. Grupo 71

En los siguientes ejercicios el estudiante debe identificar todas las superficies
cuyas ecuaciones se dan.

1. Construir el volumen limitado por las superficies
X2+ y2=21 y 1=2
2. Construir el volumen limitado por las superficies
X2—2y2+ 312=6, y=0y y=2
3. Construir el volumen limitado por las superficies
X2+ y2—12=0, z=1y 7=3

4. Construir ¢l mas pequefo de los dos voldmenes limitados por las super-
ficies x2—y2+ 72=0, y=2x, y=3Yy 1

5. Construir el volumen en'el pnmer octante limitado por las superficies
X2+ 2y2—12=0, y=x, x=0yz =4

6.~ Construir Ia cuna en el primer octante formada por las superficies
X2+ 2y2=4, y=x, x—=02=0y12

7.7 Constriir eI volumen interior a la superflme X2+ y2= 8 yexterior a
la superficie x2+ y2 —z2 =

Construir &l volumen comprendido entre las superficies

X2+ y2—12=0 y X2+ y2+ 12=4

9. Consruirel volumen exterioralasuperficie x2— y2+22 =0 einte-
rior ala superficie x2+ y2+ z2=

10. Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
2 | y2_ 32y "2 | y2—4.

11, Construir el volumen interior a la superficie y2+ z2= 2x y exterior
a la superficie x2 —y2—za = 0.

Construir el volumen en eI primer octante limitado por las superficies

2x2— 2+ 212=0y y2+72=1

13. Construwel vo umen mtenorala superficie x2+ y2+ z2= 4y exte-
rior a la superficie x2—y2+ z2= 1
; 144 ggnatruw el mas pequeno de los dos volumenes limitados por las super-
icies 4x
215 Consyruw la cuna en eI prlmer octante formada por las superficies
X2+ y2—1
216 2Construwep/volumen en el prlmer octante limitado por las superficies
X2 —y2 —1

17y0ConstrU|rgIvqu¥nen limitadopor lassuperficies x2+ y2 =9,y = z
yz-=



454 GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO

18. Construir la cufia formada por las superficies
X2+ y2=4 1=x Yy 1 =23,

que esta enfrente del plano YZ. , o o
19. Construir el 'volumen en el primer octante limitado por las superficies

2 422=2y x2+ 122 _ o -

220. Cclmstruér el voluinen en el primer octante limitado por las superficies
+7= X2+ y- L

y221. an)ét{)uir el}(/olumen en el primer octante limitado por las superficies

X2+ y—=4= 7=

222¥2Col{1stru%el volumen en el primer octante limitado por las superficies
+72= = X,

y 23 Cons){rl}/ir el volumen en el primer octante limitado por las superficies

x2+'y2=z%/x+2y=2. . . iy
24" Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
y2+ 7- 1y y3=x

25. Un ){ngngulo equilatero de tamafio variable se mueve paralelamente
al plano XZ y de tal manera que Su base es siempre unacuerda de la curva
4x2+ y2=4" 7 =10 Construirelvolumen generado.

26." Construir el volumen limitado por las superficies

Y2+ X =2 1=2X Yy X=2

327. anst6uir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
13+ x =2 —

X+ y=4 . .

28. Construir el voVumen en el primer octante exterior a la superficie
X2+ y2= 2z e interior ala suPerflue X2+ y2—dy = 0.
29. Construir el volumen limitado por las superficies

2=y, y=1, x=0 y=4yz =0
30. _Construir el volumen en el primer octante limitado porlas superficies
2+ y2 =4 _z:ZX%:O_y_z:O. .
317 Construir el volumen limitado por las superficies
W+ yrh=2 y+z=4 x=0y=0 yz =0

32. Un cilindro circular recto de altura h yradio rescortado por un
Blano %ue pasa IDor un diametro de una de sus bases y que es tangente ala otra
ase. Escribir las ecuaciones de la superficie cilindrica y del plano. Construir
elll.v%lumen de la porcion mas pequefa de las dos en “que queda dividido el
cilindro. _ . »
33. Construir el volumen limitado por las superficies
y2+z=9 y—x, x=0 y z=0.
34, Construir el volumen limitado por las superficies
X2-)ay2-(-2 =4, X-]-2y =2, x =0y =0y z= 0.
35. Construir el volumen limitado por las superficies
X2+ y2+21=4, x+1=2y y=0
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36, Construir el volumen en el primer octante limitado por las superficies
y2+ 22=4y y2+ 12= 2% .
37. Construir el volumen comun a las superficies

X2+ y2+ 22=4 y x5+ y2—=2y = 0.
38. Construir el volumen limitado por las superficies
y2+ x =4 y=2 1-2, x=0yz=0.
39. Construir el volumen limitado por las superficies
x3—8y —0, y=2x, y+2=4vy z=0.
40. Construir el volumen limitado por las superficies
y2+ x—z=0, jr=y, y=1 x=0vy z=0.
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LISTA DE REFERENCIA DE FORMULAS, DEFINICIONES
Y TEOREMAS

A. Geometria

Las formulas 1-5 se refieren a las figuras planas. En ellas :

a, b,c = lados deun trianguloh = altura.
s = semiperimetro = % (a+ b+ ¢). K = drea.
b = base. . r = radio del circulo.
bi, bj=bases de un trapecio. s = arco de circunferen-

C = longitud de la circunferencia. cia.

1 Triangulo. K = kbh; K =V s(s —a) (s —h) (s—¢)
2. Paralelogramo. K = bh.

3. Trapecio. K = Yg(bi + e2)h.

4, Circulo. C = 2itr; K = nr2.

5. Sector circular. K = %sr.

Las formulas 6-10 se refieren a cuerpos geométricos. En ellas :

B = area de la base. S = area lateral,
h = altura. = area de la esfera.
r = radio. T = area total.
s = lado. V —volumen.
6. Prisma. V= Bh.

1. Pir&mide. V —%Bh.

8. Cilindro circular recto. S = 2nrh;T =2nr(Ji+ 1); V= jtrh
9. Cono circular recto. S=nrs; T=nr(s +r); V=%nrh
10.  Esfera. S —4jtrV V —%itra.
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B. Algebra

1. La division por cero es una operacion excluida.

2. Siel producto de dos 0 més cantidades es igual a cero, uno de
los factores, por lo menos, debe ser igual a cero. .

3. Ecuacion de segundo grado. La ecuacion cuadratica

. ) ax2+ bxt+ ¢c=0, a 0,
tiene las raices
— btV b2—4ac

22

en donde D —b2—4ac se llama discriminante. Si a by ¢ son todos
numeros reales, estas raices son reales e iguales si D = 0; reales y
desiguales si D > 0; complejas conjugadas si D < 0.

c

Suma de las raices = — -+ producto de las raices = t
4 Logaritmos. Definicion. Si N, x y b son tres cantidades
ligadas por la relacion

N=¥ b>0, M 1
entonces el exponente x se llama logaritmo de N en la base b, y escri-
bimos la relacion equivalente
x = logo N .
_El logaritmo de un nlmero negativo no existe en el sistema de
nimeros reales ; el logaritmo de cero es indefinido.

SiM y N son dos nameros positivos , las tres siguientes relaciones
son verdaderas:

log& (MN) =1log& M + log& N , logi, (JF) = log& M — log6 N ,

log6 (M)n=n logaM ,  siendo n un ndmero real.
Debe anotarse también las siguientes relaciones :
log& 1=10; log;, 6= 1; logi, = —1logbN .

El logaritmo de un namero encualquier base puede obtenerse por la

relacion o, N
loga N = |08|-:--é-,

en donde, a>0,a 1, h>0, 671,
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5. Determinantes. Un determinante de orden n es una cantidad
representada por un ordenamiento en cuadro de n2 cantidades, llama-
das elementos, ordenadas en n filasy n columnas.

- El calculo de determinantes se daen los textos de Algebra. Con-
viene recordar las siguientes propiedades importantes :

Propiedad 1. Cualquier propiedad de un determinante que es
valida para sus filas es también valida para sus columnas.

Propiedad 2. El valor de un determinante no se altera si sus filas
y columnas correspondientes son intercambiadas. _
~ Propiedad 3. Sien un determinante se intercambian dos de sus
filas el determinante cambia de signo. -

Propiedad 4+ Si un determinante tiene dos filas idénticas, su valor
es Cero.

Propiedad 5. Sise multiplica cada uno de los elementos de una
fila de un determinante por un ndmero cualquiera k, el valor del
determinante %ueda multiplicado por k. .

Propiedad 6. El valor de un determinante no se altera si cada uno
de los elementos de una fila se muItllpllcaJ)or un nmero cualquiera k
y se le suma el elemento correspondiente de cualquiera otra fila.

6. Sistemas de ecuaciones lineales. Por brevedad, los teoremas
dados aqui se ilustraran con sistemas de tres ecuaciones lineales; sin
embargo, son verdaderos para sistemas de cualquier nimero de ecua-
ciones .

Consideremos el sistema de tres ecuaciones lineales no homogeneas
en tres incognitas:

aix + biy + ciz = fci, |

1)
en donde ki, ki y kz son constantes, no simultdneamente nulas. El

determinante formado por los coeficientes se llama determinante del sis-
tema y se designa generalmente por A, es decir,

ai bi o
A= 02 6
aj 63 cj

Sea Aoel determinante formado a partir de A reemplazando los ele-
menfto_s de I% columna de orden j por los términos independien-
tes fci, yh.

Entonces tenemos :
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~ Regla de Cramer. Si-A ¢¢O, el sistema (1) tiene una solucion
Unica dada por
Al Ai A3

SIA = Oy Ai™O para un valor dej por lo menos, el sistema (1)
no tiene solucion y se dice que es incompatible. .
SiA =0y A= 0 para todos los valores dej el sistema (1) tie-
ne un ndmero infinito de soluciones, y se dice que es indeterminado.
Consideremos ahora el sistema de tres ecuaciones lineales homogeé-
neas en tres incognitas: .
aix + by + ciz= 0, )
02z + bzy+ ciz= o 3} (2)
aX + hzy+ ¢jz= 0. )

Segun la regla de Cramer, siel determinante A de este sistema es
diferente de cero, hay solamente una solucion :

. x=0, y=0, 2=0.
De aqui el siguiente

. Teorema. Un sistema de n ecuaciones lineales homogeneas con n
incognitas tiene otras soluciones, ademas de la solucion

x=0, y=0, z=0,
si y solamente si el determinante del sistema es igualacero.

C. Trigonometria

1. Definicion de las funciones trigonométricas. Sea 6 el angulo
cuya variacion de valores esta dada por el intervalo

—360° 1 6£360° .

Para los fines de definicion de tal angulo y de sus funciones trigono-
métricas es conveniente usar el sistema coordenado rectangular. Los
enunciados que siguen se aBIu:an a cada una de las cuatro posiciones
que aparecen en la figura 200. _ .

Si'a una recta que coincide con el eje X se la hace girar en el plano
coordenado XY en torno del origen O a una posicion OA, se dice
que se ha generado un angulo XOA = 6 que tiene a OX por lado
inicial y a OA por lado final. Si la rotacion se hace en el sentido
contrario a las manecillas de un reloj, se dice que el &ngulo es positivo;
y si la rotacion es en el mismo sentido de las manecillas (indicada
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en las figuras con lineas punteadas), se dice que el angulo es nega-
tivo. Se dice también que el &ngulo esta en el mismo cuadrante que
su lado final. _ .

Sobre el lado final OA tomemos un punto cualquiera P diferente
de O, y de coordenadas (z,y). Desde P hajemos una perpendicu-
lar PB al eje X . EI segmento de recta OP se llama radio vector, se
designa por 1, y se toma siempre como positivo. En el triangulo OPB,

B x(-)\o

Fig. 200

OB = x y PB =y tienen los signos de las coordenadas del punto P,
como esta indicado para los cuatro cuadrantes. Entonces, cualquiera
gue sea el cuadrante en que esté 9, las seis funciones trigonomeétricas
e 9 se definen en magnitud y signo, por las siguientes razones :

seno de 9 = sen 9 = —'rJ coseno de 9 = eos 9 = —rﬁ,
tangente de 6 = tg 6 = % cotangente de 6= ctg 9 = —?,
r t

secante de 6= sec 9 = X cosecante de 9= ese 6 = Bl

Las definiciones son verdaderas y no cambian para angulos positivos y
negativos mayores que 360° en valor numeérico.
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2. ldentidades trigonométricas fundamentales.

CC8= g 8= gosyr cw8= g wE- RS
sen26 + e0s28 = 1, 1+ tg26 = sec28, 1+ ctg28 = ese28.

3. Formulas de reduccion.

sen(90°+0) =e0s 8,  e0s(90°£0) = =Fsen0, tg(90°£0)= =Fctg0,
sen(180°£0)= =Fsen 8, e0s(180°+0) = —e0s8, tg(180°+0)= £ tg 8,
sen(270°£6)= —eos 9, e0s(270°£0)= £sen0, tg(270°+(?)= =Fctg0,
sen(360°0) = £sen 8 eos(360°£$) =cos 6, tg(360°0)= 1 tg 8.

4. Medida de énglulos_ en radianes. Sea 8 un angulo central que
intercepta un arco de longitud s sobre un circulo de radio r. La me-

dida del angulo 8, en radianes, estd definida por 8 —— . Obsérve-

se que por ser sy r longitudes, esta razon es un nmero abstracto.
De esta definicion de medida en radianes tenemos de inmediato la
relacion de conversion : i 80
t radianes = 180° ,

de donde, J

L _ 180
1 radian = Tt
lo=, o radianes = 0,017453 radianes (aprox.).

= 57,2958° (aprox.) = 57° 17"45" (aprox.),

5. Funciones trigonométricas de angulos especiales.

Angulo 9 en
n9 eos6  tg 8
Radianes Grados

0 0 1 0
oy

f 1
oo X VI
O T
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6. Formulas de adicion y sustraccion.

sen (X £ y)= Senxeosy t eos X seny,
e0S (X £ y)= eosx eosy =f sen x seny,

tg 1++0)°- j P2 %Y

Funciones trigométricas del angulo doble.

sen 2X = 2 sen X eos a,
£0s 2X —eoslx —sen2x = 1 —2sen2f = 2 e0s2£ — 1,

* _ N .
%2 I—tg x
8. Funciones trigonométricas del &ngulo mitad.
— €05 X X + 80s X
W —80S X Sen X 1 —eos x
2f - VT +eosx L1+ eosx — senx

9. Relaciones importantes.
asen6+ beos6=V a2+ 62sen (6 + <b), en donde $= are tg —

asen8+ beos6=V a2+ 62e0s (6 —'/'), en donde = are tg

_En las formulas 10-12, a, by ¢ son los lados de cualquier trian
guioy A, By C son los angulos opuestos respectivos.

e | T ISR I
10. Ley te los senos. wldr = wihb = sty
11. Ley de los cosenos, a2= b2+ c2— 26c eos A .
12. Area de un tridngulo. K - %ab sen C.

D . Alfabeto griego

A a alfa | w jota PP 10
B/ beta K k kapa I a sigma
ror gama A & lambda T T fau
A s (elta M1 mu o mi Y 0 ipsilon
E £ épsilon N nuoni $ v
z " dsetaozeta E £ Xi | Xy jioki
H 2 eta U o 6micron N @ psi
8§ € teta L pi W omega
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

Grupo 1, p. 8
10 10; 4. 14, 0).
(7), (- 11). 15 Va2+ 62,
E- 15), (- 11), (- 13). 16 10
14). 7. 3.
-3 8. (L 1+2 VI); (1
3 a), (—a a), (—a —a) (a —a).
2, 3), 2. 19 10
6, 5. 20. 20.
Grupo 2, p. 15
20,26. 11- (%m O,
3, L (-4 12).
V82. B3 (1 -2).
5 14, 3
2, - 6. 15. ) 6),
5. Ty - %4=0, 19,
Grupo 3, p. 24
- H, 153°26' 14 - Jo
-2, X, Y2 15 -8
5 16. 13
4.-1. 18 5
4, 19, 4x =5y —13=0.
11°28', 54° 10", 48°22', 20, 4-y—=13=0.
108°26'. 22. 1
. T1° 34, 23, 3341, 56° 19,
Grupo 7, p. 49
2, 3). W4 2), (. -9%.
1 - 2). 550, 0), (1, 1)

1- V1),

(%, ~ 1), (2 0).

(1 2)



16.
17,

—

1L
12
13

© o

1L
13
14,

GEOMETRIA ANALITICA PLANA
0,2, (2 0. 19 (32), (-3,-2), 23), (-2, -3)
2, 2), (2 - 2). 200 (4 4). 3 1)
Grupo 8, p. 54
X- 2y —3=0. 14 y2- 10x- 8y + =0
X2+ y2=4. 15 7x2+ 16y2= 112,
X2+ y2—4x —by —12=0. 16 16x2+ 7y2= 112
2+ 3y —9=0 17, S -
X+ y-4=0 18 by2- 4x2= 2.
X2+ y2- 9 - 2y+ 17=0. 19 x»+y2- x+2y - 2=0.
x+y+9=0 20, 3x2+ 4y2- 2Ux - 8y + 40=0.
X2+ y2+ 6x+ dy+ 4=0. A x2- 3¥2+_2x- dy + 5= 0.
X2- 8y + 16 = 0. 2. X2t y2=di
X2+ y2+ x =1y + 2=0. B xy+x+7y—=1=0
dx +6y - 2 =10, 2. 3x2- y2- 18+ 24 =0
dx + 6y + 3= 0. 53X =6-V 3y2+ 9] yj0.
Grupo 9, p. 63
xX-y+3=0 15 5x+y+9=0
Xx-y+3=0. 16 Ilx-5-9=0
X+ y+2=0 Bx-y-46=0
5 +9y —38- 0. 1 (-4, 1), (12, 3), (0, -9).
X—y=0 3—4y+10=0 1 (. H().
x+2y—5%=0 y=0. 19, E'%, y%).
- 2y-6=0 0. (% %m
* -1 21 36.
401y 2 I+ y- 10=0.
* 41 = 23 (-4, 3), (4,6), (9 1), (L -2).
TUEH B (43 66,60 @2
x+y—3=0. 5. Ys-
6x + 5y —82 = 0. 26. 1L
dx —Ty + 36 = 0. 21. A= idio, B- 7ig.
=5+ 8=0. 29y = mx —am.

AB: x- y+3=0; BC: 5x+y-

21=0; AC: x+2y=0

Grupo 10, p. 70

X+y+2=0 5
- 3y- 15=0. '
4+ 3y + B3=0, 1.
4, 8 -

1+ V7
3
%: - Yt Ym
105°57" 20, 10,



10.
12.

12.

14.

15.

16

19.

11.
12.

13.
17.
18.
20.
22.
23.
24.
25.
26.

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS 471

+10. 15. 80° 16'.

a=4">b= 1. 16. 5x —y —11=0,

* -2y + 1=0, x+5y +3=0.

* + 2y - 13 = 0. 28. b2x - a2y = abh2- a2,

Grupo 11, p. 77

J x+”7~ 1 s/-6 =0. 4. + y-4 =0:
2 + -VT 30 P=4. co = 37=Z".

T -y 5. Ji3 Vv 13.

143° 8' 6. + }i V~5.

4* + 3y —25 = 0, 3jc—4y + 25 = 0.
* —y+ 4\/2 =0, x —y —4\/2=0.
3* + y+ 2VTO =0, 3*+ y—2VTU = 0.

1 5 17
—_— X+ —— Ty e =7=0.
V 26 V 26 V 26
3*+ 2y +8VU =0 3*+2y -8VU =0
3 . -2 27 0 18 V34
-— + — vy - —zz = 0. L ——
V 13 vV 13 V 13 4
§V U . 20. f VI/TO.

Grupo 12, p, 85

M/éiVH. 2. 3HV 2; 9. 4.  Yio.
i% VT. 6.5+ 12y + 40 =0, 5x+ 12y- 64 = 0.
6—3V 29 9. 24* - |0y - 3= 0:

° 0, 27 YL
-3, 1.
X+y—4=0 X—y—2=0.
@2VI1I-v!)x -(Vi+VI)y+V2+ V1 =0,
@2VI+VIi)x-(V2 - V~5)y+V 2-VT =0.
(V/I17 + 4 T)*- 2VI7T + VI1)y- 4VTT7 - 4V i =0.

4* + 7y + 12 =0, 4x - 13y + 12 = 0.

*- 2y+ 8=0, 13* - 6y + 24 = 0.

y2 = 8*. 21. *3 = 8y.
y2+ 6y + 12 - 15=0, y+ 3 =

X2 —2Xy + y2+ 6* + 2y + 9 =

8*2 + 9ya - 42* + 72y + 171 = 0.

*2- 8y2+ 4* - 74y - 139 = 0.

23*2 - 48*y + 3y2+ 170* - 122y + 118 = 0. 28. 10.

0.
0.
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12.
13.

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
23.
24.
25.

12.
15.

© © o g~ DN

e
oo

N
o

14,

25.

GEOMETRIA ANALITICA PLANA

Grupo 13, p. 94

2x - y+ 8=0.
3x —4y + 12 = 0.

5x~ 12y + 65 = 0, b5x — 12y -

6.

2x + 3y + 12=0, 2x + 3y ~ 12 « 0.

5% - y - 13 = 0.

11.

2* —il+ 6 —0, 5* —2y + 10 = 0.

dic+ 3 —12=0, x + 2y

-f2=0.

12x - 21y —28 = 0.

65 -m0.

I9x + 7y - 11 = 0.

3Xx —y —3\/2=0, 3x —y+ 3\/2=0.
7x + \2y - 42 * 0, 7* + 3y + 21 =m0.

4* + 3t/ —12 =0, 8x + 15y -

my/ 5X 2y —9 —0, y+ 3 =0.

2% + 3y - 12=0, 3x+ 2y - 12 = 0.

X —Ay = 0.
4* + 5t/ - 7= 0.

5x - \2y + 26 = 0, x = 2.

21.
22.

x —4y + 8 * 0, 9x - 4y —24 = 0.
3x —y —18 =0, x —2y —1=0.

36 =m0.

3x - y+ 5- 0.
8* - 3y + 5=0.

96

18*.
ki = =4, kz = =14

(* -7)2 + J*= 45
/, 11\2 325

w2+ (y 4 T)=

(,-2). + (¢ + *)* - f.

/ 1\2 ./ 65\2 6205

(* 22/ \ 22/ 242 ¢

X —2y + 10 = 0.

X + 2y - 20 = 0.

jc+ 2y —9 =0, x—2y 3=

Grupo 14, p.
41* - 5y - 89 = 0. 16.
2. 18.
(7, 4).

Grupo 15, p.
(x + 3)2 +({/ + 5)2 . 49. 15,
(ic+ 12+ (y - 4)2 - 10.
(*-7) 2+ (y +6) 2«89, 17.
(x- 2)2+ (y+ 4) 2= a4
X2 +(t/ + 2)2 =4. 18.
(x +4)2 + (y + 1)* —52.
(X “ 6)2+ (y + 3)2= 25. 19.
X - 4)2+ -2) 2= 58.
7('07. ) (y-2) 20,
(x+ 12+ y>-2* 21.

o 22.

< ,-2> .+ (,*t ") -|E. 2.
(*-2)2+ (y-1)2-1. 24,

(*-5)» + (y + 2)* = 1

(x —5)2+ (y + 3)2= 8.

(* -3) 2+ (y +1)2="1.
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Grupo 16, p. 108

1 Centro (%, — b2) *radio = s/ 5. 4. 5jt.

2 Punto (- y2, 1). 5. 2VIin.

3. Ningan lugar geométrico.

9 + y2 - 7* - 4y = 0;(%,2) KiVw.

10. 6*2+6y2- 32* - 25y -,34 =0; (%, 2%2) KaV'liw.
11, 7*2+7y2- 22*+ 52y + 21 = 0;(% - 20) ; M V26,

17 Di=D2, Ei=£2 FIAF2. 18 (*-2)2 +(y+ ™2, 9
19. 5x + 4y - 40 = 0.

20, 4x - 3y - 32=0, 3x+ 4y- 49 = 0.

21.(* + 3)2 +(y - 1)2 = 29.

22, je2+(y _6)2 =25 (* -6)2+ (y + 2)2=25.
23, (*- 8)2+(y - 8)2 =13  (* -4)2 +(y - 2)2 = 13.
24, (*+ 1)2+(y - 3)2=5 25.(* - 3)2 +(y - 5)2 = 20.

26. (* - 4)2+(y + 1)2 =25(* - 3)2+(y - 6)2 = 25.
M. 4, (L, -8 ) x4+

20, (*- 1)2+(y _ U2)0 = 14.
30, (*+ JA)2 +(y - #)» = 1%, (X _ #)*+(,_#)* = 1%,
(* - 1)2+(y + 2)2 = 4. 31, k= - 1, 25.
32. 5* —y+ 5=05%*—y —47 = 0. 33. 3n2,
34, *2+ y2- 6* - 2y + 1= 0,4x2+ 4y2- 384* + 37y + 2119 =0.

35, (*- 12+ (,- 1)2=20, (* --")2(y+ ~)2=iil-5-

Grupo 17, p. 118

o

24+ y2 + 2 - 8y - 33 =0.8 52+ 5y2 - 38y - 115 = 0.
7. 2+ - 38* + 167 = 0. 9. 2*2 + 2y2 - 20* - 16y +41 =0.
100 *2+ y2- *- 3y- 10=0 *2+ y2- 1+ 3y+ 2=0.

11. *2 +y2- 8%+ 6 = 0,9%2 + 9y2+ 88* - 106 = 0.

13. *2 + y2- 8* - 16y + 35 = 0. 14, *2+ y2+ 2* + 4y- 15 = 0.

15, *2 + y2+ *+ 2y —10=0, x2 y2—5x — 10y + 20 = 0.

16. *2 + y2—* —2y = 0,x2+ y2—6* — 12y + 25 = 0.

17. *2+ y2+ 16% - 16y+ 24=0. 21. 7* - y- 16=0; 2s/1.

19. 24* - 28y + 3 = 0. 23. % V o« .

28, (Ys, - *tf).

Grupo 18, p. 127

2* —3y + 20 = 0. 5 *- y+3 =0 *-y+ 11 =0
3% + 2y —9 =0, 3*+2y + 17=0.6. *+ 4y + 20 =0, + 4y —14=0.
2*- y+11=0, *+2y—12=0. 7.6*+y-32=0, *- 6y - 30=0.
2* + 3y - 21 = 0. 13. 46° 24"

H WD
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14.
15.
17.
18.
19.
20.
21.

10.

N o o e

© 0 N o g WN

11.

GEOMETRIA ANALITICA PLANA

-5<k<5; k =+5 k>5, k<-5.

— 1% <m<0, m—0 — w> 0, m< — 1%.

2x - 3y - 21 - 0.

3*+ 5y-34=0; 5*- 3y =0; %s/34; V"34;, 2%; 3.

* 4y + 12=0; 4*+ y—3=0; 3v/I7; JivVvi7; 12, %,
7*-4y+26 =0; 4*+ 7t/-13=0; V65; %V65; ~; 2M
82° 14", 22. 78° 41,

Grupo 19, p. 131

X2+ y2— x = o. 11. 3x2+ 3y2- 2X - 2y - 4 - 0.
3*2+3t/2+ 16* —20y + 20 = 0. 14, 3*2+ 3y3 _ 32* + 57 = 0.
8*2+8y2- 28* + 38y + 55= 0. 15. 2*2+ 2y2+ 2x - IOy + 9 = 0.
5*2 +5y2- 16* - 28y + 27 =0. 21. x - 7y + 34=0.

Grupo 20, p. 138

jcl2 + y'2 = 4 8. 3jic'2- 2y2=1 15. 2x'2- 3y'2=1

3x'2+ 2y'2 = 6, 9. *'y' =8 16. *'2- 3y' = 0.

4%'2 - y'2 = 4, 10. 2*'3- y'2 = 0. 17. *2+ y'2= 2.

y'3- y2=0. 11. *'2+ yf2 =5 18. 2*2+ y2 = 2.
= 1 12. 2*R+ 5yR = 10 19. y'2 —6x/2 = 9.

2%¥2 + y'2 = 4, 13. x/2 - 3y'2= 3. 20. X'y’ = 2.

3*'2+ 2yl2 = 6. 14, 2*[2+ 3y'2= 1

Grupo 21, p. 142

0f V3 -2. -H-2 VI). 0. V7* -2 =0

(0,_-1), (1,0). 11. 5%2+2*' —y —1=0.
V29*' -3=0, 12. 21x'2 + 15y'2 - 10 = 0.

ay2 - V2*' + =2y = () 13. 6x'2+ y2- 2 =0,
3VXc'2- VTy'2- 2 =0. 14, * - 3y'=0, * + 3y =0.
[*2+ y2- 8=0 15, y=y'2, y=- VI,
4x2 - y2- 4=0. 15. 5jc2+ 4* —3y' = 0.

*% 4y« = 16 20. 5%*2 _ 26*y + 5y2 + (2= 0.
VTy' '+ 2=0.

Grupo 22, p. 147

2*"2 - 3y"2-6 = 0. 3. *"2- 4y" = 0.
*2 + 4y"2-4 = 0. 5. 3*"2+ y"2-3*0.

(- %- V3 ,)iv3 - 1). 12. (2V 2 ,-V r2).
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2V 3j 1% 3\/ 3). 14, x2 —6*y + y2+ 4x + 4y =
X2+ 2xy + y2+ 6*—6y + 15 = 0, *"2- 3V2y" —0.

3%*2 —2*y + 3y2—8 =0, *'2+ 2y'2- 4= 0.
Grupo 23, p. 153
(3,0); =*=—3; 12 11. y2 = 20*.
(0.3); y = -3 12. 12 y2 - 8*; (-2,0) ;* =2;8
(- 20 ; *=2; 8 13. 4V 2.
y2 = 12*. 14. *iK
*2 = - 12y. 16. 2Yi.
*2 = — 20y. 18. *2+ y2 =5y,
y2- 4* - 8y + 24 = 0; y'2- 4* = 0.
*2 - 6* + 12y + 33 = 0;*'2+ 12y' = 0.
y2+ 8*-16 =0; y'2+ 8* = 0.
*¥2 . 2%y + y2+ 14* + 6y - 21 =0; y"24-5V 2*" = 0.
Grupo 24, p. 159
(y - 3)2= 12(* + 4) ; * T,y = 3.
(*-32=-8(y-3;: y= 58
(* - 4)2= - 8(y + 1). 10. y2- 20* - 6y+ 9 = 0.
(y- 5)2=12(*+ 2); (-2,%); (1, ?2i);*=-5; @g<=5R; 12
A - 8.
(* - 3)2=4(4 - k) (y - k). 25. y2+ 4* + 2y - 15 = 0.
y =3%2 — 2%, 29. y2- 4* - 2y + 1= 0.
y2 —* + 2y = 0. 30. *2-4y-4 =0; *2+ 8y-I< = 0.
Grupo 25, p. 163
* —y+ 1=0, *+ y—3=0; 2V 1, 2V 1, 2; 2.
*+ 2y =0, 2* —y+ 15=0;, 3V?! V 5; 6;
2*-y + 3=0; *4+ 2y + 4 =0, HVI; VT, H 2.
*+ y+ 2 =0 14. 36°2'.
* o+ 3y - 2 =0. 15. a) k<8 6) fe=8;, c) fe> 8.
* —2y—1=0. 16. 30°58'; 71° 34'.
*+ 2y-3 =0; 3*—2y+15 = 0. 17. 63°26'.
*4+2y—9=0; 3* —2y+ 5= 0. 30. y = 4
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Grupo 26, p. 171

1.  Valor min. —3 para* = —2. 5. x > 14 ; jc< —3.
2. Valor max. = 1 para™* = 4. 6- Pata toijos los valores de * ex
cepto 4.
3.  Valor min. = 0 parax = 3. 7. Para ningln valor de *.
9. Positivo, cuando x < 1y x > 4;negativo, cuando 1< * <4;cero
cuando x = 1,4; min. = — % cuando * =

10. Positivo, cuando— 3 < x < Vi ; negativo, cuando x < — 3 yx > A
cero, cuando * = —3, ; max. = 4% cuando x = —

11. Positivo, para todos los valores de x excepto 2; cero, cuando x = 2

min. = 0 para x = 2.
16. ax2+ 4ax + 4a + 4, a < 0.20. Cuadradode 5cm de lado.
18. Cada cateto mide7 cm. 21. Vi .
19. 4, 4.

Grupo 27, p. 178

6. Vértices (0, 3), (0, —3); focos(0O,V 5), (0, —V 5);2a=6, 2b=4

1
EN

7.  Vértices (3, 0), (—3, 0); focos(\/5 0), (—VvV 5 0);2a=6, 26

e = "y-5 longitud del lado recto = %.

8. Vértices (5, 0), (—5, 0); focos (3, 0), (—3, 0);2a = 10, 26 = 8
* = K: longitud del lado recto = 3%.

0. X2.,¥2_ 4 14, *2, y2_ e = 2[To
6 7 9 49
11, w24 y2- g 15, X2 >y2-
20 36 8 4
12. +< 1l 16. v -
3. 2, ¥2_ g 21. i i
36 27 6}, I>7.
24, 25x2+ 16t/2 _ 150% - 160y + 225 = 0; X 2. Y12
© 16+ 25
25, 7*2+ 16y2- 14* + 32y - 89 =0; iiiji+ J¢l=1.

26. 4*2+ y2- 16* —4y + 4 =10; zU+ a!'l = 1
4 16
27. 4*2+ 3y2 = 48. 28. *2+ 4y2= 9.
Grupo 28, p. 184
6. * AN+ (y- 1 = 1; focos (Jj 1)( (3_j) . 2a=6, 26 =4V2
9

longitud del lado recto =
7 (*+ 4)2 ~ (y+ 4)2_= 0 w
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*~92+(y —-=t; focos (Q+VIl. -6), G-VI. -6);
16"~ — f*~ 25~~~ = 1" vértices (3,10), (3,0); e= %.
(*+ 2)g + =1 e= focos (- 2+ VTs, -1),

(-2-VT5, -1).

— mi~2)— 1 (y4-4) _ g_ . 2>=2\/7 ; longitud del lado rec-
16 7
to = Ji.
ITA 2 -j- = 1, centro (3, —2) ; vértices (5, —2), (1, —2);
focos (3 -+ %/ 3, —2), (3 —\/ 3,—2) *2a =4, 2b=2:bngitud

/T

del lado recto = 1; e -
~9 A AN 4 = *; ccntr0 ("“4, 1) ; vértices (—1, 1), (—7, 1);

focos (—4+ \/ 5 1), (- 4—\/5 1); 2a=26, 26=4; longitud
del lado recto = %; e =

Ao 1)—=1; centro (0, 1); wvértices (0, 4), (0, -2); focos
(0, 1+ V 5), (0, 1—y/5); 2a =6, 26=4; longitud del lado
recto = %; e =

*2+ 4t/2+ 2* - 24y + 33 = 0. 26. 3*2+ 4y2- 24*- 16y + 52 = 0.
4x2+ 9y2- 16* - 18y - 11 = 0. 27. *2+ 4c/2+ 4x + 16t/ + 4= 0.

3%2+ 4[/2+ 6% - By - 5 =0; 28.4x2+ y2- 24% - 2y + 28 = a
16%2+ 12i/2+ 18%-24t/- 15= 0. 29. 4jc2 + y2 - 24* = 0.

3, 3. 30. 100*2+ 8V “ 163y - 441 = 0;
* 4+ 2y—9=0. 36%2 + 20c/2 _ 40y - 25 = 0.

Grupo 29, p. 188

2* —3y —5=10; 3* + 2y - 1= 0; V2V H; HVU; ;2
9* -j-5¥ —23 =0; 5*- 9y - 1 =0,;/9\/106; ~~106; % ;

10* - 5y -4 VI5 = 0; 10* - 5y + 4\/I5 = 0.

X —y — 1= 0;3x — 3y + 13 = 0.

X+y-2=0; 9x - 191y - 218= 0.

a) —7 < k<5%; 6) k = -7,™/3;c) k<-7.k>n"3

68° 12 20 (1,1), (->%), 27i0). 22, 3* 4-7y - 2 =0.
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Grupo 30, p. 196

6. Veértices (2, 0), (—2,0) ; focos (V 13, 0),(—\/ 13, 0); 2a= 4

26 = 6; e = l-T—I; longitud del lado recto = 9.

7. Vértices (3,0),(—3,0); focos (\/ 13, 0), (—a/ 13, 0); 2a= 6,

26 =4; e = —; longitud del lado recto = %.
8. Vértices (0,2) (O, —2) ; focos (0, \/ 13), (0, — al/ 13) ;2a=4,
alTT .
26 = 6; e = —-—; longitud del lado recto = 9.
10. £1_3/1 =1; e= 1. 14.
4 5 2 2 1
11. 72y2 —9*2 =200; -y-. 15. y2-3*2 = 1I.
12. ijfl_J~=1l; e=V-2m 16. 4x2 —iy2= 16.
13.  Jil ifi = 1; focos (0, 6), (0, - 6).
16 - 20 ( ) ( )

17. 5x2- 4y2+ 40% + 24y+ 24= 0; I -inri=1.

18. 5x2- 4y2 —30* + 32y - 39= 0, - Mi= 1

23. 5, 13. 24, 3*2- y2=27. 25. 4x2- y2= 36.

Grupo 31, p. 202

4. 2* —y/ 5y =0,2x -{+\/ 5y =0, 7. 4y2—7x2= 8.

5. (3, 2), (-3, 1).8. 4.

6. 2*2—9y2 = 9. 14. xy = 5.

16.  Vértices (0, 3), (0, - 3); focos (0, VU3) , (0, - VTJ) ;e =

Grupo 32, p. 206

~4!2f- 5 - 1, focos (4, 3), (-2, 3);2a=4; 26 =2V1
longitud del lado recto = 5. .

7.(i/.tiI9! (* +..23.|f = 1focos (-2, - 1+2 Vl), (-2, - 1-2 viT) ;
e= %V3-

8. A -(i/§2)2=1; 26=4V1:e=VI.

g (y +22 2 _ = 1; longitud del lado recto = 5; e =
4 5
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of - (* +3>2. 1, focos (-3,

————————————————————————— — — 1l;centro (2, 2); vértices (5, 2),(— 1,

V13),

(-3,

479

- V13); e=y~I.

2)

focos (2 -f-\/ 10, 2), (2 —\/ 10, 2)J 2a = 6; 26 = 2; longitud del
lado recto = %; e = ; asintotas: *+ 3y —8=10, jc—31+4 =0.
—————————— ~7"9 — - = 1; centro (—4, 2); vértices (—4, 4), (—4, 0);

focos (—4, 2+ \/ 13), (—4, 2 —\/ 13) ) 2a —4; 2b =6;

tud del lado recto = 9; e — *

2% - 3y + 14 = 0.

N

Dos rectas que se cortan; * + 2y — 1

A = 1; centro (—5,0) ;

asintotas:

=0, jce—2y —1=0.

vértices (—5, V 3),

focos (—5, 2), (—5 —2);2z=2V 3; 26
rectoa J3V 3 ;e = 51V3; asintotas:

V~¢* -y + 5V"3 = 0.
36°52".
4*2- 2 _ g* + 2y - 8- 0.
*2 —8y2—6* — 22y + 4 = 0.

23.
24, 3%2 - y2
3%2 —y2 —8* = 0.

3%2 - y2

2; longitud del

V3* + y+ 5\/3

+

20% - 2y + 11 -
16% + 16 =

(—5—V 3);

longi-

2* + 3y + 2 =0,

lado

0.
0,

01J

© ©® N o

Grupo 33, p. 208

3x - y-2=0, x+ 3t/-4 =0, V70, 3.
—8y —4 =0, 8* + 2y —45 = 0%V 89,
15* - 8y - 22 =0, 8* + 15 - 31 = 0, *16,

*—y+ 10, * - y—1=0. 10. /r?2=% —y —

23° 23", 23. 6* + 8y + 3 = 0.
Grupo 34, p. 219

X"2—4y"2 — 4. 10. Ningun lugar geométrico.

y"2 —4*7= 0. 12. Dos rectas paralelas.
Dos rectasque se cortan. 14, x"2+ 2y"2 = 2.
Punto. 15. Una recta.

Grupo 35, p. 225

4%2— 4%y + y2 —4* —8y —4 = 0.
8*2+ 4*y + By2 - 18* + 3by +45 = 0.
3%2- 12*y - 13y2 - 18* + 6y + 72 = 0.
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7x2 - txy + \by2- 14* + 102y + 151 = 0.
(- }, ~ %). 8.
(2, 0) ,2x - 9 ; (- 2,00, 2x + 9 =

(5, 0) ,5%- 9

1l

o o o o
—~
o

; (- 50), 5x+ 9=

0, 2) ,2y - 5 - 2), 2t/ + 5=

e o o °

(0, 3) ,3y —7=
(-3 1), 4 - 20=0; (5 1), 4*+ 21 = 0.

(0, - 3), 3t/+7 =

Grupo 36, p. 231

2x + y —4 =0, * —2y + 3 =0.
3* —y - 2=0, 9*- 3y + 22= 0.
3* - 2y - 5=0, 7*- by- 21 =0

3x —y —2=0; x+3y-4 =0 :VI10; B; 3.
*4+ y—1=0, 3*+3y + | = 0. 13. *2 4y —y2 4+ 2%
29°45';  47°29/. 14.%2+ y2+ 2x - 2y - 23= 0.

X2+ 2*y + y2+ 3x —2y = 4; 169*2 + 26xy + y2+ 27* —146y = 196.
*2+ *y + y2—2* —y = 0.

9*%2 + 33*y + 9y2 - 8* + 22y - E 0,

4*2 — 17*i/ 02 —24* + 37U+ 10 = 0.

4*2 + 4xy + y2 + 12* + 20t/ + 8= 0,

4*2 - 4*i/+ y2 - 12* - 20y - 16 = 0.

2x'¢, — 4xy + 2y2 —* + 3y — 5 =0,

2*2+ 12*y + 18y2+ 23* — 5y — 13=0.

3*2+ 4y2 = 48, 3*2 — y2 = 3.

Grupo 37, p. 243

(V 2a j), (V2a,(V2a, — (V2a, —
(1, 120°), (1,240°). 8. Circunferencia: r = 2.

Linea recta: 0 =

P»(-X VI, -%V2), P2(V 3 1)Pa(K v/3,-X), P4(-3,

(v U, 123°41'). (VT3 , 326°19").

r= + 2. 16. r2eos 20 = 4.
2r2+ 2r eos 0—6rsen 0-|-3 = 0. 17. r = 2 sen 6.
6 = are tg 2. 18. r2sen 26 = 4.

—3y + 5
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2 25. 3x2+ 4y2- 4x - 4 = 0.
1—sen 0 27. y2 = 4*3.
20 eos (0 —co) = p. 28. i/2+ 8* - 16 = 0.
22 2+ y2 - 4y = U 29. (%24 t2+42x)2= 4(** + ),
24 2- 8x- 16 = 0. 30. (*2+ t/2)2=4U2-1t/2).
Grupo 39, p. 252
11
1 > ?) 4 (“VX ).
2 T> (, ? ). 5. (V5, 35°16'), (V6, 324°44")
(V1, polo>
3 Ts 0- i)- 6.
7 iv x 9). ( 1 A ): Polo.
! H T
8 f> Polo. 10. (2 f)- (2—f>
9 SRA Polo.
2* 3 A
11. * * 7 1
a*)e (i)' (f f)m(f f)-

12. 1, (0,347, 159°40')1.5' 7,19,

23. 0,966.
13.  6,46. 24, 2,35.

Grupo 40, p. 259

4. reos N0 - = 4.

5. reos (0 —co) = 1, en donde oo = aretg (— %) estd en el segundo cua-
drante.

7. reos (0 —co)= 2, en donde o = aretg (%) estd en el primer cuadrante,

9. reos 0= —3. 10. rsen 0 = 2.

12. 2rsen (-y - 0+ V 2rsen (0- -i.) =4 V 2seni?.

14. r2 - 12reos (Jj - 0~ + 20 = 0.

15. r2- 6r eos -9r+6 VI-a =0
20. Centro (2, 0), radio = 2.22. Centro "2, radio = 3.
21. Centro”2, -y)' radio = 2. 23. Centro (I, radio =2.

24, r = — 2eo0s 0; centro (1, it), radio = 1
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(Y2 N e s
r = eos 6+ sen 0; centro s ~zf jl, radio 2

Parébola; vértice (%e Jt) ; longitud del lado recto = 5; ecuacion rectan-
gular; Ay2 - 20x — 25 = 0.
Elipse; centro ' vértices =

26 = 3\/ 2; longitud del lado recto =4; ecuacid6n rectangular:
9*2 + 8t/2+ 12t/ - 36 = 0.

Hipérbola: centro (1, 0) ; vértices (%e 0) » (~ *) >2a = 1; 2b=1\J 3;
longitud del lado recto = 3; ecuacion rectangular: 12x2—4y2-24*+9 = 0.

Vértice ; directriz: reos 9 = — p.

Grupo 41, p. 263

Espiral de Arquimedes, r =kQ.
Espiral hiperbdlica o reciproca, r6 = k.
Espiral parabdlica, r2 = kO.

Espiral logaritmica o equiangular, log r = h6.

Lituus, r20 = k. 7. Circunferencia, r =aeos 6.
2 X3 8. Circunferencia, r =% aeos
yé = e . . .

2a — X 9. Circunferencia, r =2gaeos (

Rosa de cuatro hojas, r = asen 26.

r — 2a eo0s2 6. 17.r = 2asen 6 + k.
r = 2asen26.

Circunferencia, r = 2a(eos 0+ sen 6) .

r = 2aeos 6 -\- a sen 26. 21. Cardioide.

r 2aeos 0(1+ eos 6) .

Grupo 42, p. 269

b2x2+ a2y2 = a262. 17. xM+ yRA = aK.
20. + Y% = o%*

a4t £ = L 21. X2+ y2 = fl2.
62jc2 — a2y2 = a2b2. 25.  20jc2 - 4xi/ + 13t/2 = 256.
*i/ = 6. 28. *3+ y3 —3axy = 0.
*2 = 2t/ + 4. 29. x2y2+ 62*2 = a2t/2.
U -2 )2+ t/2= 4. 31. 2y2+ * - 1=0.
(x —2)2 (y+3)2_1 33, 2*2+ y- 1=0.

9 4 35, xy2—*+ 2y = 0.
(*+ 1)2 *-2)2_ . Ax3 —3x + y = 0.



13.

20.

©

11.
15.
16.
19.
20.
21.

o o M 0N

SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS

x = 2 —ijiaf, i/ =

Grupo 43. p. 278

— 1+ yi3t

Xtaareeos—b_ ________________ AN

x = aeos 0+ a0 sen i

X2+ y2 = 2a2.

Directtiz: x = — p.

—a2+ 2ay —y2.

asen 6 — a9 eos 0.

Grupo 44, p. 283

9.
11.

Circulo director: x2i-y2- a2—b2. 15.

X2+ y2+ ax = 0.

b2x2+ a2t/2 + 062jc

2*2 -

2xy + 2X -

y

0.
0.

U2+/02*2+ (6 + D 2i2=¢2/2. 19

Superficie esférica;

Plano:

Qi

%

1

10% - 4y -
5 ; (-
4) .

£V

x2-{-y2+ 22 —4a —2t/ —8z —4

4z -

H,

Ji.

(x2+ Y22 = a2x2 -f b2y2.

(je2 F y2) 2

k x

= p.

a2x 2 — b2y2.

kx2—y2 = ka2 —b2.

X 2-
X 2+

X 2+

y2 + tpx + p2 = 0.

y2 =az2,

y2 = a2

(*2+ y2+2x)2=4(x2+ y2)

20.

3V 5.

5.d = y/ (xi —X2) 2+ (yi —t/2)2.

1- 0. 18
3) ;. (1,
22.
23,

(3, #)

1, 4)

*

(3,

Grupo 51, p. 332

9, z =7.
0,

El eje Y. 20
Grupo 49, p. 320
18; y/21. 11.  35° 167.
Grupo 50, p. 326
.3V 6.
21,91. 7. 7 unidades del origen.
2yl 5 del eje X; \/ 13 del eje y ; 5 del eje Z.
3 \/ 10 sobre el plano XY. 12. 3.

14.3; — 1.
0.
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V_2 11, i V2 xVv2 g
2" 2 - 2
14. (5, 6, 0).
ToEWVX £ KVX xyRUx e o 9

8. 54°44'  125°16". 16.  ==J{i\/21, =+=m2i\/21, =~ i\/21.

10. 45° 6 135° 17. HiVIT, MiVvU, -~VTT,

Grupo 52, p. 339

1 wm4v 21 7 o —1_y—4_2z—1

2. 76° 14", 1 -7 4
4. 88°17. 18 x-4_y —\\_z+2

5. 100° 59'. 2 3 -1

8. 65° 54, 19 x =1 7 =4

9. 25°45'; 107° 17';  46° 58'.

20. (- 2, 3, 0).
10. 53°58'; 36°2".

21. (0, 2, - 3).
11. 6,8.

22. [6, -7, 1] 6[110, -71, 47].
13. 12.
14, 21. 23 (7. - 4 4.
15, [2, - 5 - 11]. 24, 'y = -2,z =2
16. [7, 56, 66]. 25. (4, 2, 5).

Grupo 53, p. 347

1. x ~ 4y -\-2z — 15 = 0. 5. 3x - 3y + 4z + 2 =0.
2. 3* - 121 - 4z + 11 = 0. 6. 3* - 7y + 3z+ H = 0.
3. X —2y -z —6 =0. 7. 5x + 2y - z = 17.
4. 3jc-j-2y —6z — 16 = 0.

9. x +VIly+z-8 +V 2=0;, *+ \/2y -z- 2+ \/2 = 0.

100 z =09. 22. 24,
11. 'y + 5= 0. 23. 20.
12. * - 3y + 8z - 15 = 0. 24. 42.
20. 21. 25.  20.

Grupo 54, p. 355

1. 3x —5y — 15z + 15 = 0. 15. * 4-2y 4-z 4-6 = 0.
3. a+ 8y 4-13z —22 = 0. 16. 5* —9y —8z —30 = 0.
6. 81° 50" 18. 7jc4-8y - z - 10 = 0.
7. 81° 7', 19. * 4-7y - 3z 4-4 = 0.
13. 4y —3z4-26 = 0. 21, Ily + 4z-5 = 0.

14. 2x —3y= 10. 22, * 4-4y = 0.
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23. 5x+ y- 8- 24=0.
24, 5x+5y + (8+3 \/"6)z - 20=0; 5*+ 5y+ (8- 3V 6)z- 20=0.
25. lIx —7y — 16z — 64 = 0. 26. k = 6.
27. 21x+ (40 + 3 V/IT7O)y - 7z - 28 = 0;21* + (40 - 3\/170)y-72z-28 =0.
28. 9x + 6y —z = 1

Grupo 55, p. 363

\/2x+ y+ 2z —10=0;, V2x +y—z —10=0.
7. 2x - 6y —3z + 35 =0; 2x - 6y - 3z - 35 = 0.

8. fe= +2. 14.

9. %x + Ay - %z - 2= 0. 15. 5.
10. 5. 16. 7.
11. % \/6. 18. 6.
12. 1. 19. 33
3. - 2

200 2x —y + 2z —15=0; 2x —y + 2z —3 = 0.

2. k = 3, Ji-

24, X —y + 2z + 9 =0; 5x+ 7y —14z + 27 = 0.
25. 131* + 19y — 10z = 0; 23* - 107y + 98z + 3% = 0.
26. 4x + 3y —2z=0; 5y —6z + 12 = 0.

33.  40.
Grupo 56, p. 368
1. 2x - 3y + 2z - 22 =0. 3. 4x - 2y + 3z - 21 = 0.
2. 2x —y+ z+ 7=0. 4. x + 3y—2z - 6=0.
5. X —2y + 2z —6=0, x —2y + 2z + 6 = 0.
6. 7x+ 3y —2z + 8 = 0. 9. x + 7y = 4
7. 3x+ 2y + 4z =t 12 = 0. 10. 6* + 7y - 5z = 0.
8. Ix- y- 10=0.

11. x —2y + 2z = 6; 9x — 12y + 8z = 34.
12. 2x - 3y + 6z - 21 = 0; 92* + 327y - 96z - 1059
13. 2x + 2y+ z - 19 =0.

I
<

14, 8* —4y + z —1=0; 2* —y —2z + 5 =0.

15, x - 2y + 3z+ 2=0. 23. (1,0,-1),
16. 3x—y + 2z + 7 = 0. 24, 4x —2y + z = Il
17. 5x+y+ 8z - 1:4=0. 25. 2y+z+1=0.

21. (@, - 1, 1).
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10.

17.

18.

33.

34.
35.

13.
14.
15.

12.

13.

15.

16.
17.
18.
19.
20.
22.
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Grupo 57, p. 375
x—2_ Y4 l_z—4 5. iL+i=z y =4
3 -1 6 2 - 3
— 4 — — -
X y z —5 6. x=6 Y 3_z42
1 -1 3 4 - 7
x —4 y+ 1 4_ 94 1_ 4,
V2 1 1 V 2 1
* =3 iL+tj.uzl. 19, X —3 t4-3 z—4
-2 7 8 1 - 3
x =3 il=- 4 20. 34° 22
X = -2 =1 23, i-=-M-=2-
y 2 - 5
X4 7_y—3_z+ 5
2 1 . 10 24, *=5, is—" 14.
X+ 6=1t,-5 =3-2 26, y =3 z= - 4
x =6+ Hf. 1= - 4- W25 222412t
*= 64-Vit, y = —4 — f, z =2—Yit.
X = 54-Vit, y= —3—% f, z = 3Bt
x = I+ Jif, y =2+ Jif, z = -3+ %«
Grupo 58, p. 381
3x 4- 5y - 4z 4-4 = 0. 22. 134° 11'.
5x 4- 16y + 3z + 2 = 0. 25. 70°54".
(2, 1, 0), (%, 0, - %), (0, 7, 10).
Grupo 59, p. 386
4°6'. 6. 11 9. VI.
12° 33", 7.9 100 %VZ.
7. 8. 3 11. 3x —y —2z + 4
2x + 7y + 13z - 19 = 0. 23. ya-z —72 = 0.
X -7 y + 2 z —9 " oy —1 7 4.1
11 -7 - 12 : - 13 -8
X — 6 y —4 z4-2 25 y—6_2+5
1 7 5 Cooa 31 60
X + 6y + z —4 = 0. 26.
X - 9y - 17z + 3 = 0.
27.
2.
5% - 18y - 7z + 19 = 0. 28.
2x + IOy — 7z —7 =0 29.
IIx - 7y - 8z = 49, 30.
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20.
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22.

25.

26.

27.
28.

30.

10.
11.
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13.
14.
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21.
22.
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Grupo 61, p. 398

*2+ y2+ 722 —6* —4y+ 4z + 3 = 0.
*2+ y2+ z2- 4x = 17. 8. *2+ y2+ z2- 4x + 2z = 44.
Centro (4, —3,6); r=T. 10. *2+ y2+ z2—6* -2y —2z = 70.
16ji unidades cuadradas. 11. x2 + y2+ z2 —2x —4y—2z = 3.
X2+ y2+ 22+ 6y —4z = 4, 18. 5x —3y 5z I =0.
8* +2y + 82 + 17 =0, 3*-h2y + 2z - 12 = 0.
VIl 2b lee 32

)

X2 + y2+ 72 —19* —32Y —21z + 70 = 0.
X2 + y2+ z2 —4x — 6y + 4z + 8= 0;
*2 + y2+ z2 * 4x - 24y + 22z + 44 = 0.

(i. =£ i). £ vi).
N5, are tg (—Yz) (7, are eos are tg H) <

r = 4sen 0 sen 0.

a) O=aretg (—34)i ¢ rsen0sen0=2; ¢) rsen0=2;

ci) r2sen20 + 2r2e0s2 0=4; 9 0 = 45° o= 135°.

a) x2+ y2+ z5=16; b) y =7;¢) *2 y2+ z2—3z = 0.

Grupo 62, p. 405

y2+ z2+ 2yz —4* + 4z = 0. 15. x2+ y2 =4, t =0; [1, 2, - 1].
X2+ 5y2+ z2-4xy+2yz-1=0. 16. 2y2+ z2 =2, * = 0; [1,2,3].
X2—y2—4z2—4ilz —1=0. 17. *z = 1, y =0; [2, — 1, 0].
*2+ 4722-4xz + y- 1=0. 18. x2+ z2 - 2z = 0.

4*2+ 64y2+ z2—32*y + 4z = 0. 19, X2 + z2 + 2*z+2* —2z = 1.

(“"r> *r- - 2) (->* vi. 4).
(5, arctgji -7), (13, are tg(-"%) , 8).
a) 6 = aretg2; 6) r =2sen0; ¢) r2 +1z3= 4;

g0 r2e0s30 —z2= 4 e) r2sen20 = 4z.

a) *2+ y2=4; b) x2+ y2=122; ¢) *2+ y2 = 4x;
O *+ y—z=4; e) y2+ 4z2= 4

Grupo 63, p. 410

X2+ y2= 22 2. z2+ 2*i/ = 4y.
8*2— 9y2 —9z2 —6*y f- 22*+ 12y +5 = 0.
4*%2—7y2 — 1622 - 4xy —16t/z + 12* + 26y + 48z = 31.
4*3 yz2 = 0.
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18.
19.
22.

10.
11.
12.
13.
30.

g s~ NP

® NS A~

20.

1.
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X2 —y2 jz2 _ 0, 20.
xil + xz + YZ — 0. 21.
a) 0 = aretg V 2) > b) r~
Grupo 64, p.

X2+ y2~ Z2tg20 = 0. 14.
YZ+ 22 —Apx = 15

16.
A2 2
VS G M) 17
a2 b2~ > ’

18.
X2+ y2+ z2=4.

19.
9*2- y2 - z2=0.

20.
X2+ z2—2y = 0. 27,
y2 - x2- z2= 4 28.
9x2+ 4y2+ 9z2 = 36. 29.

ZzK unidades cUbicas.
9 y/ 2ji unidades cuadradas.

2z.

414

X2+ z2+ 2y —6.
X2+ y2—2z2+ 4z = 6.

9x2+ 9y2 - 4z2+24z = 36.
y4 —4x2 — 422 = 0.

X6 —y2—1z2=0.

z = e™X+IiN

x2z* + ysz2 = 1
rsen20 —2eos 0 = 0.
r2eos2 0 + 4r2sen20+ 4z2 =

5x2 + 9y2+ 9z2 = 45,

(x2+ y2+ z2+ 62- ag) 2= 4>2(y2+ z2).

Grupo 65, p. 418

X3 —4y2 = 4, 6.
X2+ y2- 9z2= 0. 22.
X2 j y2_ 422 = 4 23,
X2 - 9y2+ 9z2 = 9. 24,
X2—4y2 = z. 25,
Grupo 66, p.
Pi(2, 0, 7), P2(- 6, 4, 7). \9.
Pi(-4, 1, -3), P2(~\, -ms, -2). ID.
x'2+ y'2~ 4z/2 = 0. 14,
2x/2 + 3z/2 = 6. 15.
9x'2 + 4y'2+ 36z/3 = 36. 18.
Xi2 _ 4yt2 + 2z/2 = 4. 19.

Xy + xz + yz = 0.
N2 = x((*+z_ 1)

y2z5 —z6+ 2xz3 —x2= 0.

4x2 = (4 - y2) (2 - z)2.
36z2 = (x - 3)2 (4 - y2).
423

2x/2 + 2y'2 -j-2z/2 = 7.
y13 _ z/2#

(2, 7, 1).

(3, -6, 9).

x[2 — y'2+ z'2 —0.

412 + 4y[2 + z[2 = 4.

Grupo 67, p.. 436

*2 4+ y2+ 272 = 4,
8 \/ 2* unidades cubicas.

X2+ y2- z2 = 4.

21.
32.

X2+ 4y2+ 222 = 7.

Xx2- 2y2 = 2z.

Grupo 70, p. 450

(1,2,3). 3. (0,4, 6),

(-4, 3 3). 4

(2,0 0), (-2, 0
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A

Abscisa, 5.
Adicion de ordenadas, 309.
Agnesi, 290.
Alfabeto griego, 462.
Aigebra, formulas, 45 7.
Amplitud, 296.
Angulo,

céncavo, 16.

de dos curvas, 124.

de dos planos, 350.

de dos rectas, 20.

dirigidas, 16, 333.

de fase, 29 7.

generador, 414.

de inclinacion, 17.

de una recta y un plano, 384.

vectorial, 238.
Angulos directores, 328.
Anillo de ancla, 416.
Arco parabédlico, 167.
Area de un triangulo, 86.
Argumento, 238.
Arquimedes, 244, 250.
Artificio de los nimeros directores,

338.

Asintotas,

de una curva, 4 1.

de la hipérbola, 198.
Astroide, 277.

Baricentro, 16.
Bernouili, 248.
Bifoliada, 295.
Bisectrices, 84.

Boyle, 290.
Braquistocrona, 274.
Bruja, 290.

c

Caracol, 249, 262.
Cardioide, 247, 249, 264.
ecuacionesparamétricas de la, 27 6.
Cassini, 263.
Catenaria, 311.
Centro,
de gravedad del triangulo, 327.
radical, 118, 399.
de simetria, 35.
Centroide del tetraedro, 327.
Ciclo, 296.
Cicloide, 268, 272.
Cilindro,
hiperbélico, 438.
parabélico, 394.
Cilindros proyectantes, 444.
Circulo director, 281.
Circuncentro, 64.
Circunferencia, 99.
cuerda de contacto, 129.
determinada por tres condiciones,
106.
ecuacion,
canénica, 100.
en coordenadas polares, 254.
en forma de determinante, 108.
forma ordinaria, 99.
general, 103.
de una tangente, 125.
ecuaciones paramétricas, 265.
evolvente de la, 279.
exinscrita, 110.
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Circunferencia, Cuadricas,
de los nueve puntos, 132. clasificacion, 427.
Cisoide. 45, 249, 262, 29 1. homofocales, 43 9.
Colineales, 88. Cuerda,
Conciclicos, 108. de contacto, 129, 164, 190, 209.
Concoide, 249, 264, 292. de la elipse, 174.
Condicién necesaria y suficiente, 19. focal, 150, 174, 192.
Cénica, de la hipérbola, 19 2.
definiciéon analitica, 212. de la pardbola, 150.
definiciéon geométrica, 220. Curva,
no central, 210. de Agnesi, 290.
Conicas, alabeada, 440.
auto-ortogonales, 231. algebraica, 286.
centrales, 210. de error, 307.
coaxiales, 230. exponencial, 306.
en coordenadas polares, 25 6. de Lame, 295.
degeneradas, 210. logaritmica, 304.
género, pedal, 282.
elipse, 216. plana de grado superior, 287.
hipérbola, 216. polinomia, 287.
parabola, 216. de probabilidad, 307.
homofocales, 209, 229. Curvas,
representacion paramétrica, 26 9. circundantes, 312.
resumen, 211. compuestas, 309.
Cono asintotico, 431. en el espacio, 440 .
Conoide, 4 19. ortogonales, 124.
Construccion, planas, 441.
de curvas, 43, 244, 446. polinomias, 287.
en coordenadas polares, 244. potenciales, 289.
del espacio, 446. trascendentes, 286.
de superficies, 392. trigonométricas inversas, 301.
de volimenes, 451.
Coordenadas, D
cilindricas, 403. Descartes, 10, 295.
esféricas, 396. Determinantes, 458.
polares, 237. Didmetro, 164, 174, 190, 192,
par principal, 239, 210.
rectangulares, 6. Diametros conjugados, 190, 210.
Cosecantoide, 300. Directriz, 149, 220, 223, 224,
Cosenos directores, 328. 400, 406.
Cosinusoide, 299. Discusién de una ecuaciéon, 33.
Cotangentoide, 300. Distancia entre dos puntos, 5, 11,
Cramer, 45 9. 251, 321.
Cruciforme, 295. Division de un segmento, 12, 323.
Cuadrante, 5. Duplicacion del cubo, 291.
Cuadratura del circulo, 293.
Cuédricas, 425. E
concentro, 426. ex y e~x, valores de, 46 8.

sistema de 375. Ecuacion,
sin centro, 426, 433. discusion de una, 33.
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Ecuacion,
general de segundo grado,
con dos variables, 212.
con tres variables, 425.
homogénea, 408.
lineal, 65, 66.
de un lugar geométrico, 33, 50.
polar, 240.
de la recta en el plano, 56.
en coordenadas polares, 25 3.
dada por dos condiciones, 67.
dada su pendiente y la ordenada
en el origen, 59.
forma de determinante, 89.
forma general, 65.
forma normal, 72.
forma punto y pendiente, 58.
forma simétrica, 6 1.
que pasa por dos puntos, 60.
rectangular, 240.
de segundo grado, 457.
Ecuaciones,
de las bisectrices, 84 .
equivalentes, 244.
factorizables, 47.
paramétricas, 266, 375, 397,
404, 448.
reciprocas, 143.
de la recta en el espacio, 371.
forma general, 371.
forma paramétrica, 375.
forma simétrica, 372.
planos proyectantes, 377.
que pasa por dos puntos, 374.
de transformacién, 133.
Eje,
conjugado, 19 2.
focal, 173, 192.
mayor, 173.
menor, 174.
normal, 174, 192.
a noventa grados, 2 38.
de la pardbola, 149.
polar, 237.
radical, 114, 399.
de revolucion, 4 11.
de simetria, 35.
transverso, 192.
Ejes,
conjugados, 192.
de coordenadas, 4, 5, 318.

ALFABETICO

Elipse, 173.
angulo excéntrico, 271.
circulo director, 281.
circulo menor, 27 2.
circulo principal, 272.
como seccion conica, 235.
cuerda de contacto, 190.
diametro, 174.
diametros conjugados, 190.
directrices, 224.
ecuaciones paramétricas, 269.
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excentricidad, 176, 222, 224.

primera ecuacién, 177.

propiedad focal, 187.

propiedades, 186.

segunda ecuacion, 181.

tangente a la, 1886,
Elipsoide, 428.

de revolucién, 429.
Epicicloide, 274.

Esfera, 395.
Esferoide, 415, 429.
Espiral,

de Arquimedes, 244, 250.
hiperbo6lica, 249.
logaritmica, 249.
parabélica, 249.
Estrofoide, 264, 295.
Euler, 72.
Evolvente, 279.
de la circunferencia, 279.

Excentricidad, 176, 194, 220, 222.

Extension,
de una curva, 39.
del lugar geométrico, 246.
de una superficie, 393.

F

Factor,

de amplitud, 297.
decrecimiento, 312.
de periodicidad, 297.
Familia,

de circunferencias, 110.
de conicas, 228.

de curvas, 228.

de esferas, 399.

de planos, 366, 368.
de rectas, 90.
Foco, 220.
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Focos, 149, 173, 191, 220.
Forma,
cané6nica, 100.
normal, 72. 356.
Férmulas, 456.
Funcién, 285.
algebraica, 286.
cuadratica, 164.
exponencial, 304.
hiperbélica, 310.
homogénea, 407.
lineal, 66.
multiforme, 301.
peri6édica, 296,
racional, 286.
entera, 285.
trascendente, 28 6.
uniforme, 301.

G

Generatriz, 400, 406, 411, 4 16.
Género,
elipse, 216.
hipérbola, 216.
pardbola, 216.
Geometria,
analitica, caracter de la, 10.
cartesiana, 10.

pura, 10.
Grado, 286.
Graficas, 33, 246, 267.
H
Haz,

de planos, 367.

de rectas, 90.

Hélice, 449.

Hipérbola, 191.

angulo excéntrico, 272.
asintotas, 198.

circulo auxiliar, 272.
como seccion conica, 235.
cuerda de contacto, 209.
diametro, 192, 210.
didmetros conjugados, 210.
directrices, 224.
ecuaciones paramétricas, 272.
equildtera, 39, 200.
excentricidad, 194, 222.
primera ecuacién, 192.
propiedad focal, 208.

Hipérbola,
propiedades, 207.
rectangular, 200.
segunda ecuacién, 20 3.
tangente, 207.
Hipérbolas conjugadas, 201.
Hiperboloide,
de una hoja, 429.
de dos hojas, 431.
de revolucién, 413, 414. 432.
Hiperboloides conjugados, 4 33.
Hipocicloide, 274.
Hoja,
de Descartes, 295.
de una superficie cénica, 406.

|
Incentro, 85.
Inclinacién, 17.
Indicador, 215.
Intersecciones, 34, 46, 244, 249,
345, 346, 443.

Lado recto, 150, 174, 192.
Lamé, 295.

Lemniscata, 248, 249.

Ley,

de Boyle, 290.

del interés compuesto, 306.
Lituus, 249.

Logaritmos, 305, 457, 464.
Longitud,

de la normal, 123.

de un segmento, 1, 4.

de la tangente, 12 3.
Lugares geométricos, 33, 50.

M
Maclaurin, 295.
Meridiano, 4 12.
Método paramétrico, 279.

N
Normal,

a una curva, 12 3.

ecuacion de la, 123.

a un plano, 34 1.
Numeros,

directores 331.

reales, 6.
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Octante, 319.
Ordenada, 5.

en el origen, 59.

Origen, 1, 5, 318.
Ortocentro, 64.
Ovalos de Cassini, 263.

P

Papel coordenado polar, 239.
Parabola, 149.

aplicaciones, 167.
clbica, 38.

cuerda de contacto, 164.
diametro, 164.

ecuaciones paramétricas, 270.

excentricidad, 222.
primera ecuacién, 152.
propiedad focal, 168.
seccién de un cono, 235.
segunda ecuacién, 155.
semiclUbica, 40.
tangente a la, 16 1,

Paraboloide,

eliptico, 433.
hiperbélico, 417, 434.

de revolucién, 393, 4 14, 434.
Paraboloides homofocales,
Paralelismo,

de planos, 352.
de recta y plano, 383.
de rectas, 23, 336, 338.

Paralelo, 4 12.
Parametro, 91, 26 6.
Pascal, 26 2.
Pendiente,

de una curva, 121.
final, 21 .

inicial, 21.

de una recta, 16.

Periodo, 296.
Perpendicularidad,

de planos, 352.
de recta y plano, 383.
de rectas, 23, 336, 338.

Plano, 34 1.
ecuacion del, 34 1, 348, 350.

radical, 399.
de simetria, 391.

43 9.

Planos,

asintéticos, 438.
bisectores, 36 2.
coordenados, 318.
proyectantes, 377.
Podaria, 284.

Podarias, 282.

Polo, 237.

Potencias y raices, 46 8.
Propiedad focal, 168, 187,
Proyeccién ortogonal, 321.
Proyecciones paralelas, 320.
Punto,

aislado, 295.

de contacto, 121.
inicial, 1.

maximo, 165.

medio, 13, 325.
minimo, 165.

de tangencia, 121.
Puntos conciclicos, 108.

R

Radiacion de planos, 368.
Radio vector, 150, 174,
237, 397.

Recta,

de Euler. 72.

final, 20.

inicial, 20.

de Simpson, 132.
Rectas,

concurrentes, 71.

que se cruzan, 327.
Reflector parabdlico, 170.
Regla de Cramer, 459.
Regulus, 431.
Rosa de cuatro hojas, 24 9.
Rotaciéon de ejes, 139, 420,
Ruleta, 272.

S

Secantoide, 300.
Seccion meridiana, 4 12.

Secciones cénicas, 210, 23 3.

casos limites, 236.

planas, 233.
Segmento, 1.
dirigido, 1.

Serpentina, 295.

493

208.

192,

422,
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Simetria, 35.

en coordenadas polares, 245.
de una curva, 35, 245.

en el espacio, 391.
Simpscn, 132.

Sinusoide, 295.

Sistema,

de conicas, 228.

coordenado,
lineal, 3, 4.

de mano derecha. 318.
de mano izquierda, 318.
en el plano, 5.
de cuadricas sin centro, 439
de ecuaciones. 45 8.
lineales, 458
Subnormal, 12 3.
Subtangente, 123.
Superficie,
cilindrica, 400, 402.
circular, 403.
eliptica, 403.
hiperbo6lica, 403.
parabdlica, 403.
conica, 406.
reglada, 416.
Superficies, 389.
construccién de, 392.

discusion de la ecuacion, 390.

extensién, 393.
intercepciones, 34 6,
de revolucion, 4 11.
trazas, 346.

T

Tabla de potencias y raices, 46 8.

Tablas, 463.

Tangencia, condicién de, 122.
Tangente,

a una circunferencia, 125.

a una conica, 226.

a una curva, 120.

ecuacién de una, 123.

a una elipse, 186.

a una hipérbola, 207.

longitud de la, 123.

a una paréabola, 161.
Tangentoide, 299.
Terna ordenada, 320.
Tipo,

hiperbdlico, 289.

parabdlico, 289.
Toro, 416.
Transformacion de coordenadas,

133, 241, 397, 404, 419.

Traslacién de ejes, 135, 419.
Trayectorias ortogonales, 124, 23 1.
Trigonometria, formulas, 45 9.
Trinomio de segundo grado, 164.
Triseccién de un angulo, 291.
Trisectriz, 295.
Trocoide, 274.

\Y

Valores principales, 302,
Variable, 285.
Variables auxiliares, 279.
Vértice de la pardbola, 150.
Vértices,

de la elipse, 173.

de la hipérbola, 192.
Vibraciones decrecientes, 311.
Volimenes, 45 1.
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Pensando siempre en las necesidades y objetivos del estudiante,
el autor presenta en este libro un completo curso de Geometria
Analitica, Plana y del Espacio.

La obra consta de diecisiete capitulos, y destaca aspectos como
sistemas de coordenadas, grafica de una ecuacion y lugares geo-
meétricos, la linea recta, ecuacion de la circunferencia, coordenadas
polares y la elipse. Ademas incluye dos apéndices, el primero con
un resumen de férmulas, definiciones y teoremas, y el segundo
con informacién referente a tablas de logaritmos, funciones trigo-
nomeétricas, potencias y raices de enteros. También contiene un
practico material para utilizarlo en los calculos.

El método didactico empleado en todo el texto consta de cuatro
partes fundamentales: orientacion, motivo, discusion y ejemplos.
De esta manera, el enlace de los conocimientos presentados lo-
grara dar al alumno una formacion profesional adecuada para sus
necesidades productivas.

La obra reune suficientes elementos para impartir los Gltimos
semestres de la ensefianza media superior y, asimismo, para ini-
ciar los cursos basicos a nivel superior en el area fisico-matematica.
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